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Beiträge  zur  Geschichte  der  Fortschritte  in  der  elektrischen 

Telegraphie. 

Von 

Professor  Dr.  Eduard  Zetzsche. 


V.  Die  unterseeische  Telegraphie. 

(Zweite  Abtheilun".) 


(Hierzu  Tafel  I,  Fig.  1—37.) 


Nachdem  wir  in  dem  vorhergehenden  Aufsatze  einen  Ueberblick  über 
«Ue  Entstehung  und  Ausbreitung  der  unterseeisclien  Telegraphie  zu  geben 
versucht  haben,  lenken  wir  uuh  unsere  Aufmerksamkeit  auf 

II.  Die  unterseeische  Leitung  selbst. 

In  BetreiY  der  Unterseekabel  oder  l’elegraphentaue,  welche  die 
Ijoitungen  für  die  unterseeischen  Telegraphen  bilden,  sind  vorwiegend 
folgende  Punkte  niiher  zu  erörtern:  die  Einrichtung  und  Herstellung  der 
ünterseetauo  , die  Prüfung  derselben,  ihre  Legung  und  nöthigenfalls  ihre 
Wicderaufholung  und  Ausbesserung. 

1.  Die  Einrichtong  und  Herstellung  der  TJnterseetaue. 

An  jedem  unterseeischen  'relegraplienseile  lassen  sich  drei  ver- 
schiedene l’heile  unterscheiden,  nämlich  der  ergentlichc  Leiter,  die 
Isolationsmittel  und  die  Schutzmittel. 

Das  Material,  welches  den  eigentlichen  Leiter  der  Elektricitat  bilden 
soll,  muss  hamentlicli  bei  langen  IJnterseeleitungen  ein  möglichst  guter 
Eeiter  sein  und  darf  zugleich  weder  an  sich  selbst,  noch  durch  das 
Isolationsmittel  und  durch  die  elektrischen  Wirkungen  des  Stroms  Ver- 
änderungen ausgesetzt  sein,  welche  das  Leitungsvermögen  vermindern  oder 
gar  den  metallischen  Zusammenhang  des  Leiters  gefährden;  ebenso  wenig 
darf  der  Leiter  eine  nachtheilige  Wirkung  auf  das  Isolationsmittel  aus- 

Z^ilarhrift  f.  Mulhomalik  u,  Physik  Xlli,  1.  i 
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üben.  Diesen  Anforderungen  entspricht  möglichst  reines  Kupfer  ziem- 
lich vollkommen,  weshalb  es  fast  allgemein  für  diesen  Zweck  Verwendung 
gefunden  hat.  Das  Kupfer  muss  natürlich  sehr  sorgfältig  ausgewählt  und 
vor  seiner  Verwendung  auf  seine  Leitungsfähigkeit  untersucht  werden. 
Zu  noch  grösserer  Sicherheit  jedoch  schlug  C.  F.  V arley  vor,  einen  oder 
mehrere  der  Drähte,  aus  denen  die  Leitung  hergestellt  wird,  ganz  oder 
theil weise  aus  Platin  zu  machen,  damit,  falls  ja  das  Kupfer  weggefressen 
würde,  das  Platin  den  Strom  noch  leiten  könne  (Deutsche  Industrie-Ztg. 
1806,  S.  338).  Ausser  dem  Kupfer  kam  auch  Eisen  zur  Anwendung;  so 
legte  T.  P.  Shaffner  Eisendrähte  Nr.  10  im  Mississippi  und  S.  C.  Bishop 
in  New- York  im  Hudson  {Shaffner^  ielegraph  manual^  S.  600  und  603). 
Baudouin  endlich  schlug  vor,  Alum  inium  zu  verwenden.  Anfänglich 
benutzte  man  einen  einfachen  Kupferdraht  von  entsprechendem 
Querschnitte.  Bei  dem  im  Sommer  1856  im  St.  Lorenzbusen  versenkten, 
von  Glass,  Elliot&Co.  verfertigterl  Tau  war  zum  ersten  Male  der 
Leiter  aus  mehreren  Kupferdrähten  (nach  Shaffner^  tel.man.  S.  617  aus 
vier,  nach  Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  3,  S.  178  und  Ztg.  d.  Vereins  deutschen 
Eisenbahn verw.  1861,  S.  334  aus  sieben  Drähten  Nr.  22)  zusammen- 
gedreht {Mechanics  Magazine  Qij  S.  513).  Schon  am  21.  Juni  1854  hatte 
Henry  Ver non  Physick  in  London  ein  Patent  auf  solche  aus  mehreren 
Drähten  zusaromengedrehte  oder  geflochtene  Leiter  erhalten,  während  Pro- 
fessor William  Thompson  und  die  Civilingenieure  John  Thompson 
und  WilliamJohn  Macquorn  Rankine,  sämmtlich  in  Glasgow,  unterm 
4.  Deeember  ein  ganz  ähnliches  Patentgesuch  eingereicht  hatten  {Mec/t. 
Mag.  62,  S.  40  u,  020).  Im  September  1857 «wurde  ein  Tau  mit  4 aus  je 
4 Dräthen  bestehenden  Leitern  zwischen  Sardinien  und  Afrika  gelegt,  und 
seitdem  werden  die  Leiter  vorwiegend  aus  mehreren  zusammengedrehten 
oder  parallel  neben  einander  liegenden  Kupferdrähten  hergestellt;  sehr 
häufig  wendet  man  7 Dräthe  an,  von  denen  6 spiralförmig  um  den  siebenten 
herumgewuuden  werden.  Dabei  hat  man,  obwohl  die  Ijeitungsfähigkeit  etwas 
geringer  wird  (nach  Whitehouse  etwa  8%;  Delamarche,  Elemente 
der  unterseeischen  Telegraphie  S.  24),  offenbar  eine  vermehrte  Sicherheit 
gegen  eine  Beschädigung  des  kupfernen  Leiters  (Ader).  Besteht  nämlich 
die  Ader  aus  blos  1 Drahte,  so  könnte  sie  bei  einer  etwa  in  diesem  vor- 
handenen fehlerhaften'  oder  schadhaften  Stelle  leicht  reissen  und  der  ganze 
Leiter  wäre  dann  unbrauchbar.  Bei  einer  aus  mehreren  Drähten  oder  Fäden 
gebildeten  Ader  dagegen  können  die  einzelnen  Drähte  solche  ursprünglich 
vorhandene  oder  später  entstandene  Fehlerstellen  haben  und  sogar  an 
solchen  Stellen  reissen,  ohne  dass  dadurch  die  ganze  Ader  den  Dienst  ver- 
sagt, weil  es  ganz  unwahrscheinlich  ist,  dass  in  allen  Drähten  fehlerhafte 
Stellen  neben  einander  zu  liegen  kommen.  Ausserdem  besitzt  auch  der  zu 
mehrfädigen  Adern  verwendete  feinere  Draht  an  sich  schon  eine  grössere 
Gleichartigkeit  und  solche  aus  mehreren  Drähten  zusammengedrehte 
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Adern  vertragen  eine  grössere  Dehnung.  Freilidi  werden  sich  bei  mehr- 
fHdigen  Adern  auch  mehr  Stellen  finden,  an  denen  die  einzelnen  Drahte 
behufs  ihrer  Verlängerung  zusammengelöthet  sind,  und  daher  muss  dieses 
Ziisammenlöthen  der  einzelnen  zur  Ader  zu  verseilenden  Drälite  mit 
besonderer  Sorgfalt  ausgeführt  werden,  damit  nicht  durch  unvollkommene 
Löthungen  der  Widerstand  des  Taues  ohne  Noth  vermehrt  werde.  Wenn 
ferner  ein  Draht  der  Ader  springt  und  zufällig  die  isolirende  Hülle  verletzt 
oder  durchbohrt,  so  kann  das  eindringende  Wasser  das  ganze  Tau  durch- 
dringen und  einen  grösseren  Stromverlust  veranlassen;  dem  könnte  man 
jedoch  durch  Ziisammenlöthen  der  verschiedenen  Drähte  der  Ader  be- 
genen  {Du  Moncel^  Iraite  de  telcgraphxc  eleclrique^  S.  253). 

Mit  der  Dicke  des  Leiters  wächst  zwar  dessen  Leitungsfähigkeit, 
allein  auch  die  Schwierigkeiten  bei  der  Herstellung,  Verladung  und  Ver- 
senkung, weshalb  man  die  Dicke  nicht  zu  gross  wählt.  Bei  langen  Tauen 
hat  der  Leiter  im  Mittel  etwa  2 Millimeter  Durchmesser;  bei  kurzen  Tauen 
kann  man  bis  auf  1 Millimeter  herabgehen.  (Delamarch  e,  Elemente S. 43.) 

Die  Zahl  der  Leiter  in  einem  Taue  wechselt  zwischen  1 und  6. 
Die  ersten  Taue  hatten  in  der  Regel  eine  grössere  Anzahl  Leiter,  während 
die  in  den  letzten  Jahren  versenkten  meist  nur  1 Leiter  enthalten.  Mit  der 
Zahl  der  Leiter  wächst  natürlich  der  Durchmesser  des  Taues,  daher  auch 
dessen  Steifigkeit  und  Gewicht,  sodass  namentlich  bei  sehr  grossen  Tiefen 
dadurch  zugleich  die  Legung  schwieriger  wird.  Zu  erwähnen  ist  hier  noch 
ein  am  15.  September  1865  als  Mittheilung  patentirter  Vorschlag  von  Gor- 
don,  unter  Verzichtung  der  Benutzung  der  Erde  als  Rückleitung,  zwei 
Drähte  nahe  an  einander  in  dasselbe  Tau  zu  legen  und  als  einen  Stromkreis 
zu  benutzen,  damit  beide  stets  gleich  stark,  aber  entgegengesetzt  geladen, 
somit  Rückströme  und  Inductionsströme  in  benachbarten  Drahtpaaren  un- 
möglich würden  {Mech,  Mag.  64  S.  424;  Delamarche,  Elemente  der  un 
terseeischen  Telegraphie  S.  10;  vergl.  auch  Pogg endorff’s  Annalen 
102  S.  66).  Ein  ähnlicher  Vorschlag  von  J.  N.  Hearder  findet  sich  im 
Civil  Engineer  and  Architecls  Journal  1859.  S.  210. 

Eine  isolirende  Hülle  muss  der  Leitungsdraht  erhalten,  weil  das 
Wasser  die  Elektricität  leitet.  Diese  Hülle  soll  ausserdem  undurchdring- 
lich und  im  Wasser  unveränderlich  sein.  Das  jetzt  vorwiegend  zur  Isola- 
tion verwendete  Materialist  Gnttapercha.  Getheertes  Garn  und  Kautschuk 
sind  zwar  früher,  als  Guttapercha,  aber  nur  vorübergehend  angewandt  wor- 
den. Die  Guttapercha  allein  ist  indess  noch  nichtein  so  vollkommener  Isolator, 
als  man  wünschen  muss;  daher  benutzt  man  meist  gleichzeitig  noch  irgend 
eine  aus  verschiedenen  Stoffen  zusammengesetzte  Mischung.  Die  von 
L.  Wray  vorgeschlagene  Mischung  besteht  aus  2 oder  2*A  l’heilen  Kaut- 
schuk, Theil  Harz,  1 Theil  gepulvertem  Quarz  oder  Thonerde  und 
etwa  Vg  Theil  Guttapercha;  sie  isolirt  sehr  gut,  ist  schwer  schmelzbar  und 
ihr  Widerstand  wächst  mit  der  Temperatur,  allein  sie  kann  nicht  an  der 
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Oberfläche  der  Taue  nngewendet  werden,  da  sie  leider  vom  Meerwasser 
zerstört  M’ird.  Die  noch  geheim  gehaltene  Mischung  von  Hughes  ist  eine 
anscheinend  der  Steinkohle  entstammende,  klebrige  Substanz,  welche 
zwischen  die  verschiedenen  Lagen  von  Guttapercha  gebracht  wird,  um  die 
Poren  und  Risse  derselben  auszufüllen.  Rad  cli  ffe  vermischt  Guttaperchamit 
Kohle,  um  ihre  Dauer  zu  erhöhen;  dabei  erhöht  sich  aber  das  Isolationsver- 
mögen nicht  wesentlich  und  es  wird  auch  geringer,  wenn  die  Temperatur 
steigt.  Ebenso  ist  es  bei  der  Mischung  von  Godefroy,  welche  aus  Gutta- 
percha und  gestossenen  Kokusnussschalen  besteht.  Die  so  häufig  angewandte, 
am  9.  August  1858  patentirtc  Mischung  von  John  Chatterton  (und  Wil- 
loughby  Smith)  enthält  3 Theile  Guttapercha,  1 Thoil  Stockholmer  oder 
Holzthcer  und  l Theil  Harz,  ein  Verhältniss,  bei  dem  das  Ganze  entspre- 
chend flüssig  ist;  sie  erhärtet  in  der  Kälte,  wird  aber  bei  etwas  höherer 
Temperatur  flüssig;  sie  wird  warm  zwischen  die  verschiedenen  Lagen  Gutta- 
percha aufgetragen  (/>m  Moncel^  trailc  de  tel,  electr,  S.  254;  Polytechnisches 
Centralblatt  1800  S.  342;  1863  S.  899).  Siemens  und  Halske  geben  dem 
Leiter  zunächst  eine  dünne  Schicht  Chatte rton’s  Compound;  hierauf  wer- 
den ohne  Anwendung  von  Wärme  schmale,  lange  Bänder  von  Kautschuk 
aufgewalzt,  dann  wieder  Chatterton’s  Compound  und  eine  Lage  Gutta- 
percha; darüber  kommen  2 Lagen  von  besonders  vorbereiteten  Hanfschnü- 
ren  in  entgegengesetzten  Windungen  und  zuletzt  wird  ein  Band  von  (phos- 
phorhaltigem) Kupferblech  spiralförmig  um  das  Tau  gewunden , so  dass 
das  Tan  nicht  dicker  als  Vi6  Zoll  und  nicht  theurer  wird,  als  ein  mit 
Eisendraht  umhülltes  (Deutsche  Industrie- Zeitung  1864  S.  100;  Du  Moncely 
iraile  de  lei.  el.  S.  262). 

Das  Kautschuk  muss  rein  sein,,  wdrd  in  schmalen  Streifen  an- 
gewendet, die  mit  ihren  frischgeschnittenen  Rändern  an  einander  kleben, 
und  das  Ganze  wird  durch  heisses  Wasser  gezogen,  mit  vulkanisirtem 
Kautschuk  eingehüllt  und  einer  höhern  Temperatur  ausgesetzt,  damit  sich 
die  Flächen  gut  vereinigen.  Siemens  und  Halske  wenden  parallele  Läng- 
streifen an,  Silver  dagegen  windet  die  Streifen  spiralförmig  um  ; Biloret 
endlich  wickelt  Kautschukfäden  um  den  Leitungsdraht  {Du  Moncel^  iraile 
de  tel.  el.  S.  255  — 257). 

Die  Guttapercha  muss  ebenfalls  möglichst  rein  sein  und  wird  des- 
halb ffuf  besonderen  Maschinen  gereinigt;  sie  wird  in  mehreren  dünnen, 
von  Blasen  und  Rissen  freien,  den  Draht  ringsum  in  gleicher  Dicke  umge- 
benden Lagen  aufgebracht  und  äusserlich  mit  Stockholmer  Theer  umgeben, 
die  umpressten  Drähte  dürfen  der  Luft  und  Wärme  nicht  ausgosetzt,  son- 
dern müssen  an  kühlen  Orten  in  Rollen  mit  nur  schwach  gekrümmten. 
Windungen,  womöglich  unter  Wasser  aufbewahrt  werden.  Denn  während 
die  Guttapercha  im  Süss-  und  im  Meerwasser  sich  viele  Jahre  hindurch  ganz 
unverändert  erhält  und  erst  bei  70°  C.  weich  und  knetbar  wdrd,  fängt  sie 
schon  bei  30®  C.  an  zu  erweichen  und  dabei  könnte  der  Draht  die  Lage 
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genau  in  der  Mitte  seiner  Hülle  verlassen;  an  der  Luft  und  im  Licht  ferner 
wird  die  Guttapercha  bröckelig  und  zerbrechlich,  wechselnde  Nässe  und 
Trockenheit  aber  zerstören  sie  sehr  bald,  besonders  im  Sonnenlichte.  Vul- 
kanisirte  d.  h mit  Schwefel  versetzte  Guttapercha  bewährte  sich  nicht,  da 
sieb  zunächst  Schwefelkupfer  bildete  und  dieses  mit  der  Guttapercha  zu 
einer  dunkelbraunen,  die  Elektricität  leitenden  Masse  verband.  Bramley 
schlug  vor,  die  Dauer  der  Guttapercha  durch  einen  Zusatz  von  Creosot 
oder  dgl.  zu  erhöhen  (Polytechnisches  Centralblatt  1800.  S.  628). 

Die  Temp  eratur  ist  von  Einfluss  auf  die  isolireuden  Stoffe,  ebenso 
der  Druck,  dem  sie  ausgesetzt  werden;  letzterer  verdichtet  dieselben  und 
vermehrt  dadurch  das  Isolationsvermögen.  Diese  Stoffe  nehmen  an  ihrer 
Oberfläche  etwas  Wasser  auf,  die  Guttapercha  jedoch  vom  Meerwasser 
nur  eine  unbedeutende  Menge  und  nur  in  der  äussersteii  Schicht;  mehr  da- 
gegen nimmt  Kautschuk  auf.  Die  Wasseraufnahme  ist  um  so  grösser,  je 
höher  die  Temperatur,  je  grösser  die  Dichte  des  Wassers  und  jo  kleiner 
die  Dicke  der  isolirenden  Schicht  ist. 

In  Frankreich  nimmt  man  allgemein  an,  das  Kupfer  der  Drähte  wirke 
reducirend  auf  das  Kautschuk  und  bewirke  dadurch  dessen  Zerfliessen , da 
ja  das  Weichwerden  desselben  von  innen  heraus  beginne.  Mit  Gomme  vierge 
de  Para  (amerikanisches  Kautschuk)  versetztes  Kautschuk  dagegen  zeige 
dies  nur  au  den  der  Luft  ausgesetzten  Drahtenden.  Ausserdem  könnte 
man  dem  entgegen  arbeiten,  wenft  man  zwischen  Kupfer  und  Kautschuk 
eine  Schicht  von  Guttapercha  oder  Chatterton’s  Mischung  bringt. 

Das  Um  pressen  des  Leitungsdrahtes  mit  Guttapercha  erfolgt  in 
einem  grossen  wagerecht  liegenden  Cy linder,  welcher  durch  Dampf  soweit 
erhitzt  ist,  dass  die  eingebrachte,  in  besonderen  Kesseln  bereits  vor* 
gewärmte  und  erweichte  Guttapercha  in  ihm  balbflüssig  wird,  infolge 
des  mittelst  eines  in  den  Cylinder  allmählich  tiefer  und  tiefer  eingeschraub- 
ten Kolbens  auf  sie  ausgeUbten  starken  Drucks  aus  einer  nach  oben  mün- 
denden Oeflhung  austritt  und  sich  dabei  an  den  genau  in  der  Mitte  des 
Hundstücks  durebgeführten  Draht  anlegt.  Nach  dem  Austritt  des  Drahtes 
erkaltet  der  Guttaperchaüberzug,  erstarrt  und  der  umpresste  Draht  kann 
auf  eine  grosse  Trommel  aufgewunden  werden.  Ferr^re  entwarf  eine 
ganz  ähnlich  eingerichtete  Maschine,  in  der  mehrere  Drähte  zugleich  über- 
wgen  werden  können  (Dingler's  polytechnisches  Journal  139  S.  11).  Vor- 
theilhafter  ist  es,  den  Kolben  durch  eine  im  Cylinder  angebrachte,  in  ste- 
tiger Umdrehung  erhaltene  Schraube  ohne  Endo  (Schnecke)  zu  ersetzen 
wd  durch  diese  die  Guttapercha  durch  ein  am  Ende  des  Cylinders  beflnd- 
litbes  Mundstück  hindurchzupressen,  so  dass  sie  sich  an  den  ebenfalls 
ftetig  durch  das  Mundstück  geführten  Draht  anlegt;  so  braucht  nämlich 
i«r  Betrieb  keine  Unterbrechung  zu  erleiden.  Damit  zwischen  dem  Drahte 
lud  der  Guttapercha  keine  Zwischenräume  oder  Luftbläschen  bleiben,  tränkt 
^ den  Draht  meist  erst  mit  Chatterton’s  Mischung  und  giebt  ihm 
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dann  mehrere  Lagen  von  Guttapercha,  deren  jede  nicht  unter  1 — 1,2  Milli- 
meter dick  sein  darf,  wenn  für  die  Güte  der  Arbeit  eingestanden  werden 
soll.  Man  beschränkt  sich  in  der  Regel  auf  3 — 5 Lagen,  obwohl  bei  Probe- 
taucn  bis  25  Lagen  angewendet  worden  sind.  Ueberzogen  werden  Kupfer- 
drahtläugen  von  3000 — ÜOOOFuss;  die  Vereinigung  dieser  Längen  erfolgt 
dann  so,  dass  man  die  Drahtenden  auf  5 — 6 Zoll  blos  legt,  sorgfältigst 
zusammenlöthet,  mit  mehreren  Lagen  Guttaporchastreifon  umwickelt,  den 
Ueberzug  mit  der  Spirituslampe  erweicht  und  mit  dem,  Finger  an  den 
Draht  andrückt. 

Eine  eigenthümliche  Herstellungsweise  von  Telegraphentauen  Hessen 
sich  South  worth,  Lorillard  & Ferris  in  Neu-York  für  England  paten- 
tiren : sie  fertigen  nämlich  zunächst  aus  Guttapercha,  Kautschuk  oder  einem 
andern  Isolator  einen  Strang  mit  fortlaufenden  Längsrippen,  also  mit 
kreuz-  oder  sternförmigen  Querschnitten,  legen  darauf  in  einer  besonderen 
Maschine  jo  1 Draht  zwischen  je  2 Rippen  dieses  Strangs  und  nöthigen  nun 
den  Strang  durch  eine  sich  umdrehendc,  trichterförmig  ausgehöhlte  Spindel 
zu  gehen,  wobei  sich  die  Rippen  um  die  Drähte  herumlegen;  der  aus  der 
Spindel  aiistretende  Strang  wird  sofort  mit  Draht  oder  Garn , welches  von 
einer  Spule  kommt,  umwickelt,  um  die  Rippen  in  ihrer  Lage  fest  zu  halten; 
von  3 Spulen  einer  andern  Spindel  erhält  dann  das  Ganze  eine  zweite  Lage 
* von  Garn  oder  Draht,  läuft  durch  ein  Gefäss  mit  kaltem  Wasser  und  wird 
endlich  nochmals  mit  Garn  oder  Draht  umwunden,  welche  von  Spulen  einer 
sich  mit  umdrehenden  Scheibe  ablaufen  (Din  gl  er ’s  Journal  179  S.  52  aus 
London  Journal,  October  18(55). 

P.  A.  Balestrini  (Pateutgesuch  vom  8.  Septbr.  1855;  Mech.  Mag.  64 
S.  402)  sucht  die  Guttapercha  ganz  zu  umgehen;  er  lässt  die  Drähte  mit 
Hanf  oder  einem  andern  Faserstoff  umspinnen,  mit  mehreren  Schichten 
Kautschuklösung  und  einer  Schicht  Marineleim  überziehen,  eine  gleiche 
Umspinnung  in  entgegengesetzter  Richtung  mit  ebensolchem  Ueberzug 
darüberlegen  und  das  Ganze  mit  einer  Hülle  von  mit  wasserdichten  Stoffen 
getränktem  Hanf  bedecken;  sind  mehrere  so  isolirte  Drähte  in  ein  Tau  zu 
vereinigen,  so  werden  sie  vorher  mit  Draht  umwickelt. 

Capitän  Rowett  isolirt  den  kupfernen  Leiter  mit  7 Lagen  Kautschuk, 
schliesst  ihn  in  ein  zolldickes  Hanfseil  und  schützt  das  Tau  mit  seiner  sich 
als  wirksam  erweisenden  Schutzlösung,  unter  Ausschluss  jeder  Eisenhülle 
[The  Atlantic  Telegraph^  S.  100). 

Zum  Schutz  gegen  die  Luft  wird  die  Guttaperchahülle  mit  einer  oder 
2 getheerten  Hanflagen  umgeben.  Dies  geschieht  in  einer  einfachen 
Maschine,  die  zwischen  2 hölzernen  Scheiben  eine  Anzahl  von  Spulen  ent- 
hält, auf  welche  die  Hanffäden  oder  Schnuren  aufgewickelt  sind  und  sich, 
wenn  die  Scheiben  in  Umdrehung  versetzt  werden,  auf  das  langsam  und 
glfichmässig  durch  die  hohle  Axe  der  beiden  Scheiben  laufende,  zu  um- 
spinnende Tau  aufwickeln,  da  jeder  Faden  durch  ein  Loch  der  hohlen  Ax.e 
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nach  dem  Tau  geführt  ist.  Werden  mehrere  GattaperchadrShte  in  ein  Tau 
vereinigt,  so  werden  bei  der  Ueberspinnung  die  Zwischenräume  zwischen 
ihnen  durch  parallel  eingelegte  Hanfschnüre  (Trensen)  ausgefüllt.  — 
Capitän  Koux  umwickelt  das  Kabel,  um  es  leichter  zu  machen,  mit  einer 
dicken  Schicht  von  dem  im  südlichen  Frankreich  vielfach  verwendeten 
Mattengeflecht  (spar/me) , welches  auf  dem  Wasser  schwimmt,  nicht  ge- 
theert  zu  werden  braucht  und  im  Wasser  nur  langsam  fault  {Comples  ren- 
dus  72,  S.  284). 

Die  grösste  Mannigfaltigkeit  herrscht  in  Bezug  auf  die  eigentliche 
Schutzhülle,  welche  das  Tau  bekommt.  Zwar  hat  man,  namentlich  früher 
z.  B.  1850  bei  dem  Tau  zwischen  Dover  und  Calais,  wiederholt  versucht, 
die  Gultaperchadräbte  ohne  weitere  Schutzhülle  in  das  Wasser  zu  versen< 
ken;  dies  erscheint  indess  nur  dann  zulässig,  wenn  die  Wassertiefe  nicht 
so  bedeutend  ist,  dass  das  Tau  beim  Versenken  durch  die  Last  des  im 
Wasser  schwebenden  Stücks  und  durch  die  etwa  hinzukommenden  Zer- 
rungen oder  Stösse  einer  nachhaltigen  Dehnung  oder  gar  dem  Zerreissen 
ausgesetzt  ist,  und  wenn  zugleich  das  gelegte  Tau  so  ruhig  und  weich  auf 
dem  Boden  liegt,  dass  ein  Abscheuern  der  Guttaperchabülle  ebensowenig, 
wie  eine  Beschädigung  des  Taues  durch  Schiflsanker  oder  Bohrmuscheln 
zu  befürchten  steht.  Gewöhnlich  ist  eine  besondere  Schutzhülle  ganz 
unerlässlich;  durch  dieselbe  wird  die  absolute  Festigkeit  des  Taues  ver- 
grössert  und  das  versenkte  Tau  gegen  äussere  Beschädigungen  geschützt, 
allein  die  Schutzhülle  vermehrt  zugleich  auch  das  Gewicht  des  Taues  und 
es  ist  natürlich  wesentlich  darauf  zu  achten,  dass  das  Gewicht  des  Taues 
nicht  etwa  jn  stärkerem  Masse  wachse,  als  die  Festigkeit  gegen  den  Zug. 
Je  schwächer  man  die  Schutzhülle  nehmen  kann,  desto  billiger  wird  es  und 
desto  mehr  kann  man  allen  das  Tau  gefährdenden  Unfällen  beim  Einladeu, 
Verschiffen  und  beim  Legen  entgehen  zu  können  hoffen*).  Man  hat  des- 
halb in  dieser  Richtung  sehr  verschiedene  Vorschläge  gemacht;  so  schlug 
Allan  vor,  einen  4 Millimeter  dicken  Kupferdrabt  mit  24  Stahldrähten  von 
der  Dicke  einer  Nähnadel  spiralförmig  zu  umwickeln  und  das  Ganze  mit 
4 Lagen  Guttapercha  zu  überziehen  nud  mit  einer  doppelten  Lage  getheer- 
ten  Bandes  zu  versehen  (/>«  Moncel^  traile  deteLel.  S.  262);  ferner  wollte 
Bauduo  in  als  Leiter  einen  Eisendrabt  von  der  ö^^fachen  Dicke  eiues  aus- 

♦)  Vgl.  auch  Dingler’s  Journal  184  S. 278  aus  Mech.  Mag.  März  1867,  S.  190; 
Proben  des  Kabels,  welches  nach  dem  Verfahren  der  British  and  Americain  Telegraph 
Company  aagefertigt  und  durch  längere  Zeit  dem  Versuche  unterworfen  waren,  haben 
bei  ihrer  neuerlichen  Untersuchung  gezeigt,  dass  mit  der  Zeit,  innerhalb  welcher 
solche  Kabel  in  der  tiefen  See  versenkt  bleiben , ihre  Festigkeit  und  Isolationsfähig- 
keit aunimmt.  Die  Verringerung  des  Gewichts  und  des  Volumens  lässt  erwarten,  dass 
die  Anwendung  solcher  Kabel  mit  geringeren  Kosten  und  weniger  Schwierigkeiten 
verbunden  sein  durfte,  als  dies  bei  den  schon  ausgefUhrten  2 Unterseelinien  der 
Fan  war , um  so  mehr,  als  das  Auslegverfabren  für  ein  neues  Kabel  wesentliche  Ver- 
besserungen erfahren  kann. 
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reichenden  kupfernen  Leiters  verwenden,  etwa  6 Eisendrähte  von  2 Milli- 
meter Dicke  zusammendrehen  und  blos  mit  getheertem  Hanf  oline  Schatz- 
drähte bedecken,  oder  einen  2 Millimeter  dicken  Aluminiumdraht  blos  mit 
Guttapercha  bis  zu  mindestens  5 Millimeter  Dicke  überziehen,  oder  auch 
den  Leiter  aus  Kupfer,  Alumin  und  Eisen  zugleich  herstellten  {Glösener^ 
traile  des  applications  de  V eleclricite ^ Paris  1861,  S.  275 — 282;  Du  Moncel^ 
revue  des  applications  de  VeleclricHe  pour  1857  et  1858,  Paris  1859,  S.  21,  88,  90). 
Das  zwischen  Varna  und  Balaclava  gelegte  Tau  hatte  blos  an  den  Uferendeu 
eine  Schutzhülle.  Dass  übrigens  bei  ruhigem  Wasser  auf  dem  Meeresboden 
eine  etwaige  Beseitigung  der  Schutzhülle  dem  Tau  selbst  nicht  gefährlich 
ist,  haben  die  wiederaufgenommcneu  Taue  dargethan,  z.  B.  das  erste  Do- 
ver-Calais-Tau,  das  Tau  zwischen  Dover  und  Grisnez  bei  seiner  Ausbesse- 
rung im  Jahre  1859  (Zeitschrift  des  deutsch-österreich. Telegraphen- Vereins, 
8,  S.  185),  eines  der  Shoeburyness- Kabel  {Mcch.  Mag.  13,  S.  347)  und  das 
atlantische  Kabel  vom  Jahr  1865  (Schellen,  das  atlantische  Kabel,  Braun- 
schweig 1867,  S.  117).  Bei  Tiefseetauen  sind  die  Küstenendeu  weit  mehr 
Beschädigungen  durch  Schiffsaiiker  und  den  Wellenschlag  ausgesetzt,  als 
die  Mitlelstücke;  daher  pflegt  man  den  Küstenenden  eine  weit  stärkere 
Schutzhülle  zu  geben,  als  den  Mittelstücken  und  kaim  dies  unbedenklich, 
weil  bei  der  an  den  Küsten  vorhandenen  geringeren  Tiefe  die  Legung 
dadurch  nicht  gar  zu  sehr  erschwert  wird.  Die  Schutzhülle  darf  ferner 
nicht  so  eingerichtet  sein,  dass  sic  eine  Ausbesserung  des  Taues,  falls  sein 
Leiter  beschädigt  werden  sollte,  unmöglich  macht.  In  manchen  Fällen  ist 
die  Schutzhülle  zugleich  dazu  bestimmt,  dem  Tau  überhaupt  ein  so  grosses 
specifisches  Gewicht  zu  verschaften,  dass  es  von  selbst  untersinkt,  mau  also 
nicht  nöthig  hat,  es,  wie  z.  B.  das  von  1850  zwischen  Dover  und  Calais  ge- 
legte Tau  durch  besondere  Gewichte  zu  beschweren. 

Eine  in  England  zur  Prüfung  der  Ursachen  des  Misslingens  so  vieler 
Unterseetaue  und  zu  Untersuchungen  über  die  zwcckmässigste  Einrichtung 
der  Taue  niedergesetzte  Commission,  welcher  auch  die  Professoren  Thom- 
son und  Wheatstone,  Varley,  Latimer  Clark,  Edwin  Clark, 
William  Fairbairu  und  Joseph  Whitworth  angehörten,  äussert 
sich  (Zeitschr.  d.  Tcl.-Ver.  8,  S.  182  und  11,8.72;  Du  Mo  ti  celytratte  de  tel.  el. 
S.  258)  dahin,  dass  kein  Tiefseetau  leicht  sein  dürfe,  weil  es  sonst  nicht 
wieder  aufgenommen  werden  könne  und  weil  sich  beim  Versenken  das 
grössere  Gewicht  durch  ein  grösseres  Volumen  ausgleichen  lasse,  so  dass 
die  Spannung  beim  Legen  trotzdem  nicht  grösser  sei,  als  bei  einem 
leichten  Tau;  dass  fast  kein  leichtes  Tau  sich  bewährt  habe,  schwere  da- 
gegen um  so  besser,  je  schwerer  sie  waren;  daher  sei  eine  blose  Hanf- 
hülle nicht  ausreichend,  vielmehr  eine  Metallhülle  nöthig,  zwischen  ihr 
und  dem  Isolator  aber  müsse  eine  dicke  Decke  getheertes  Garn  oder  Band 
befindlich  sein,  um  während  der  Erzeugung  und  Legung  des  ^’aues  als 
Polster  zu  dienen.  Mit  Kücksicht  auf  die  Verhütung  einer  zu  grossen 


Digltized  by  Google 


9 


Telegraphie.  Von  Dr.  Eduard  Zetzsche. 

Delinuog  des  Taues,  einer  zu  grossen  Pressung  der  isolirenden  Hülle  und 
Veihutung  von  Schlingen  beim  Legen  empfiehlt  die  Commission  die 
Scliutzdrähte  in  möglichst  steilen  Windungen  unizulegen,  also  möglichst 
j»arailel  zum  Leiter*).  Für  'J'aue  in  seichtem  Wasser  sei  das  Gewicht 
uicbt  maassgebend,  sondern  der  Schutz  gegen  von  Aussen  kommende  Be- 
schädigung. Um  ein  Anhängen  der  Meeresthiere  zu  verhüten,  könne  man 
dem  Tau  einen  mit  einem  Gift  versetzten  Anstrich  geben,  wie  es  Jouvin 
für  eiserne  Schifte  vorgeschlagen  hat,  nämlich  ein  Gemisch  aus  preussischem 
Blau  und  Turpethum  minerale  (basisch  schwefelsaures  Quecksilberoxyd), 
woraus  sich  unter  Wasser  Quecksilbercyanid  ■ Clilornatriiun,  ein  sehr  hef- 
tiges Gift,  bildet. 

Auch  zur  Schutzhülle  sind  sehr  verschiedene  Stoflfe  vorgeschlagen  und 
verwendet  worden;  O’Shaughnessy  benutzte  1839  gespaltenes  indisches 
Kohr  für  ein  ITlusstau.  Uuncan  Hess  sich  in  England  das  Kat  an  - oder 
Kotang-Rohr  lür  diesen  Zweck  patentiren,  welches  im  südlichen  Ben- 
galen und  China  in  gleichmässig  50  Fuss  langen  Stücken  massenhaft  und 
billig  zu  haben  ist  und  dessen  kieselige  Kinde  weder  vom  Wasser  noch 
von  Insecten  angegrifieu  wird  5 die  Seele  des  Taues  soll  mit  den  Kohrstä- 
ben ähnlich  wie  mit  Drähten  umsponnen  werden.  (Deutsche  Industrie- 
Zeitung  1862  S.  131;  Du  Moncel,  Irailc  S.  2ö3).  Auch  spanisches  Kohr 
wurde  versucht  (Deutsche  Industrie -Zeitung  18(53  S.  35).  Ein  Bleiüber- 
zug  w’urde  wiederholt,  u.  A.  von  Samuel  C.  Bis  hop  in  Neuyork  ißhaff- 
ner^tel,  man.  S,  606)  angewendet.  Bishop  baute  besondere  Maschinen 
zum  Ueberziehen  der  isolirtou  Drähte  mit  Blei;  auch  John  Ohattertou 
in  Birmingham  Hess  sich  am  12.  Juni  1851  eine  verbesserte  Mnschino 
zum  Aufziehen  von  Bleiröhren  auf  die  Drähte  patentiren  [Mech.  Mag.  56 
S.  132;  Dingler’s  Journal  124  S.  265).  W h is ha w schlug  vor,  das  Tau  in 
bewegliche  Eisenröhren  zu  legen,  welche  aus  Stücken  von  1 — 3 Fuss 
Länge  und  1 — 2%  Zoll  Durchmesser  hergestellt  werden  sollten,  indem 
diese  mittelst  Kugelzapfen  verbunden  würden,  wobei  die  Verbindungsstellen 
nicht  w'asserdicht  zu  schliessen  brauchten  {Civil  Engineer  and  Archilecls  Jour- 
nal 1849  S.  304).  Zinnröhren  über  dem  Kabel  und  der  II anfum Wicke- 
lung empfahl  Lami  de  Nozau  (Deutsche  Industrie  - Zeitung  1866  S.  208). 
Shepherd  und  Button  Hessen  sich  am  23.  November  1850  zugleich  mit  der 
Umwickelung  des  Guttaperchadrahtes  mittelst  mit  isolirenden  Stoflen  ge- 
tränkten Flannell  und  darüber  mittelst  Metall  oder  Metalldraht  ein  Verfah- 
ren patentiren,  nach  welchem  der  Draht  in  den  von  den  Gliedern  einer 
Kette  gebildeten  Winkelraum  gelegt  und  an  der  Kette  mittelst  Klampen 

*)  Diese  Ansicht  tbcilen  auch  Allan  und  Delamarche,  während  Felten 
Bud  Guilleaume  bei  festem  Aneinanderscliliessen  der  einzelnen  Drähte  oder 
Litzen  eine  schädliche  Ausreckung  des  Seils  nicht  für  möglich  halten  (Zeitschr.  d. 
Tfel.-Ver.  1,  S.  171;  3,8.  191).  — Bei  Wheat.stone’s  Tau  von  1840  sollten  die 
•'^chatzdräbte  senkrecht  zur  Axe  gewickelt  werden  (Delamarche,  Elemente,  S.  49). 
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befestigt  werden  sollte  {Mech.  Mag,  54  S.  438).  Einen  Panzer  aus  Blech- 
streifen  oder  Stahldraht  in  mehreren  Lagen  mit  je  einer  Zwischen- 
lage von  Guttapercha  unter  Vermeidung  von  Hanf  lie.ss  sich  J.  de 
la  Haie  patcntiren  (Deutsche  Industrie ■ Zeitung  1866  S.  308  und  478). 
Kupferblechstreifen  verwendeten  Siemens  und  Halske  1865  beim 
Bona*  Biserte- Tau.  Das  gewöhnlichste  Material  sind  aber  Eisen-  oder 
Stabldrähte,  welche  theils  in  Litzen  zusammengedreht  (nach  Feit e n und 
Guilleaume  in  Cöln;  Zeitschrift  des  Telegraphen-Vereins  3 S.  178),  theils 
einzeln  umgelegt  werden  und  im  letztem  Falle  wieder  entweder  und  zwar 
gewöhnlich  in  spiralen  Windungen  oder  auch  in  parallelen  Lagen  und  mit 
besonderen  Bindedrähten  oder  Kupferblech  (Siemens  und  Halske;  vergl. 
Du  Moncely  traiie  S.  262)  umwickelt.  Einfache  Drähte  umschliesscn  die 
Seele  dichter  und  allseitiger;  die  Litzenumspinnung  erhöht  zwar  die  Kosten 
des  Taues  um  25 7o»  hat  aber  den  Vorzug,  dass  ein  etwa  springender  Draht 
durch  die  andern  Drähte  derselben  Litze  verhindert  wird,  sich  vom  Tau 
loszutrennen.  Felten  und  Guilleaume  in  Cöln  geben  die  Kosten  eines 
laufenden  preussischen  Fusscs  eines  Seiles  mit  4 Leitungsdrähten,  mit 
doppelter  Hanfumwickelung  und  mit  Litzen  von  verzinktem^  Eisendrahte 
zu  22  Sgr.  und  bei  unverzinktem  Eisendrahte  zu  18  Sgr.  an,  während  ein 
nur  mit  einfachen  dicken  verzinkten  oder  unverzinkten  Eisendrähten  um- 
sponnenes Seil  beziehungsweise  13  oder  11  Sgr.  kostet  (Zeitschrift  des  Tel e- 
graphen-Vereins  1 S.  173).  Der  Eisendraht  wird  aus  dem  besten  Holzkoh- 
leneisen hergestellt  und  soll  eine  Tragfähigkeit  von  80000  Pfund  auf  1 Qua- 
dratzull besitzen’*).  Die  Eiseudrähte  wurden  mehrfach  verzinkt,  oder  ge- 
theert  oder  noch  mit  einer  verhältnissmässig  dicken  Lage  getheerten  Hanfs 
übersponnen,  um  dadurch  das  specifische  Gewicht  zu  vermindern.  Das 
Rosten  und  Zerfressenwerden  der  Eisendrähte  wird  durch  diese  Hanf- 
decke nicht  aufgehalten,  wohl  aber  die  Festigkeit  während  des  Legens  ver- 
grössert  {Mech,  Mag.^  neue  Folge,  13  S.  347).  Die  Maschine  zum  Ueberspinnen 
des  Seils  mit  den  Eisendrähten  oder  Litzen  ist  der  schon  erwähnten  Ma- 
schine, welche  die  Guttaperchahülle  mit  der  Hanflage  versieht,  ähnlich, 
nur  in  allen  Theilen  stärker  und  grösser;  durch  grosse  Seilscheiben  wird 
das  fertige  Seil  von  der  Maschine  selbst  herausgezogen;  beide  Maschinen 
werden  durch  Dampf  getrieben.  Die  Herstellung  der  Taue  in  der  Fabrik 
von  Felten&Guilleaume  in  Cöln  ist  in  der  Zeitschrift  des  Telegraphen- 
Vereins  (l  S.  169 — 173  und  daraus  in  Dingler’s  Journal  134  S.  117)  ausführ- 
lich beschrieben. 

Wesentlich  abweichende  Einrichtungen  der  Telegraphentaue  wurden 


♦)  Ne  wall  verlangt  eine  Tragfähigkeit  von  60  Kilogramm  auf  1 Quadrat- 
millimeter;  beim  amerikanischen  Tan  riss  das  Eisen  bei  70  Kilogramm,  bei  dem 
Tau  zwischen  Sardinien  und  Algier  bei  41 — 42  Kilogramm  (Delamarcbe,  Ele- 
mente, S.  47. 
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von  Thomas  A llaH  in  London  und  von  S.  Statham  vorgeschlagen.  Nach 
Allan  (Patent  vom  8.  Februar  1853)  soll  das  Tau  einen  gerade  laufenden 
starken  Eisendraht  als  Kern  erhalten  und  um  denselben  die  mit  Guttapercha 
öberzogeuen  Leiter  abwechselnd  mit  starken  Eisendrähten  spiralförmig  ge- 
wooden  und  allenfalls  noch  durch  eine  Lage  dünner  Eisendrähte  gegen 
Beschädigung  von  aussen  geschützt  werden  {^Mcch.  Mag.  57  S.  366; 
59  S.  137;  63  S.  414  und  613).  Eine  englisch  - amerikanische  Gesellschaft 
beabsichtigte  Falraouth  und  Halifax  durch  ein  Allan’sches  Kabel  zu 
verbinden  (Deutsche  Industrse-Zeitung  1867 S.  309).  Statham  dagegen  Hess 
sich  am  15.  August  1855  ein  Verfahren  patentiren,  nach  welchem  um  eine 
isolirende  Seele  (mit  oder  ohne  darin  befindlichen  Draht  oder  Schnur)  einer 
oder  mehrere  Leitungsdrähte  gewickelt  werden  und  nach  Befinden  Draht- 
lagen mit  isolirenden  Lagen  abwechseln  sollten;  nach  einem  Patent  vom 
. 26.  Januar  1856  dagegen  sollte  als  Leiter  ein  hohles  Seil  aus  spiralförmig 
gewundenen  Metalldrähten  dienen  mit  oder  ohne  Seele  aus  Guttapercha, 
Kautschuk  und  dergl.  (A/ccA.  64,  S.  282;  65  S.  304;  Diugler’s  Journal 
146  S.  115). 

Wird  ein  aus  so  verschiedenartigen  Stoffen  hergestelltes  Seil  in  seiner 
Längsrichtung  einem  Zuge  ausgesetzt,  so  dehnen  sich  alle  Stoffe  um  gleich- 
viel uud  es  ist  darauf  zu  achten,  dass  bei  keinem  die  Elasticitätsgrenze 
überschritten  wird.  Die  Guttapercha,  deren  absolute  Festigkeit  etwa  3700 
Pfund  für  1 Quadratzoll  beträgt  und  deren  specifisches  Gewicht  0,os  ist,  er- 
reicht die  Elasticitätsgrenze  erst,  wenn  sie  um  0,04  ihrer  Länge  gedehnt 
wird,  das  Kupfer  dagegen  schon  bei  einer  Dehnung  von  0,ooi3  (Schellen, 
d.  atl.  Kabel  S.  14  und  22).  Wird  nun  beim  Kupfer  die  Elasticitätsgrenze 
überschritten,  ohne  dass  sie  bei  der  Guttapercha  erreicht  wird,  so  wird 
letztere  sich  nach  dem  Aufhören  des  Zugs  wieder  vollkommen  auf  ihre 
frühere  Länge  zusammenziehen,  das  Kupfer  dagegen  hat  eine  bleibende 
Dehnung  erlitten,  muss  sich  durchbiegen  uud  die  Guttaperchahülle  durch- 
brechen. Die  Hanfschnüre  können  sich  um  Vio  bis  Vg  ihrer  Länge  aus- 
dehnen und  daher  müssen  hauptsächlich  die  Eisendrähte,  deren  Elasticitäts- 
grenze etwas  unter  der  des  Kupfers  liegt,  das  Kupfer  vor  einer  das  Tau 
gefährdenden  Ausdehnung  schützen.  Es  ist  daher  die  Dicke  der  Eisen- 
drähte nach  dem  specifischen  Gewichte  des  Taues  und  der  Wassertiefe  zu 
bestimmen.  Baudouin  hat  mehrfache  Versuche  mit  Tauen  angestellt 
[Glösener ^ traile  des  appl.  S.  277flg.  aus  Du  Moncel,  Revue  des  appl. 
de  Velecir.  8.  88).  Das  36  Millimeter  dicke  Tau  von  Spezzia  mit  8 Milli- 
meter dicken  Schutzdrähten  würde  hei  einer  Belastung  durch  eine  Länge 
von  9000  Metern  des  ruhig  im  Meer  hängenden  Taues  reissen;  das  nur  15 
Millimeter  dicke  atlantische  Tau  mit  seiner  0,8  Millimeter  dicken  Eisenhülle 
bat  eine  neunfach  geringere  Festigkeit,  würde  aber  doch  erst  bei  9500  Meter 
Länge  reissen.  Ein  nach  B aud  oui  n ’s  Vorschlag  hergestelltes  Tau  mit 
eisernem  Leiter,  welcher  allein  1140  Kilogramm  tragen  könnte,  während 
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der  Kupferdraht  des  atlantischen  Taues  bei  37  Kilogramra  Belastung 
reissen  würde,  hätte  bei  der  nämlichen  Dicke,  wie  das  atlantische  Tau,  im 
Wasser  nicht  462,  sondern  nur  147  Gramm  Gewicht  und  könnte  eine  Lange 
von  13945  Meter  tragen,  während  das  atlantische  nur  9480  Meter  zu  tragen 
vermöchte.  Ein  Baudouin’sches  Tau  mit  Aluminiumleiter  endlich 
würde  bei  270  Kilogramm  reissen,  in  der  Luft  26,  im  Wasser  7 Gramm 
wiegen  und  könnte  eine  Länge  von  =38000  Meter  tragen;  4000 Meter 

desselben  würden  nur  78  Kubikmeter  einnehmen  und  106  Tonnen  wiegen 
gegen  696  Kubikmeter  und  2548  Tonnen  beim  atlantischen  Tau;  im 
Meer  hängend  würden  4400  Meter  nicht  2032,  sondern  nur  31  Kilogramm 
wiegen;  allein  sein  Preis  wäre  doppelt  so  gross. 

Die  Firma  Glass,  Elliot&Co.  hat  in  den  8 Jahren  1854  bis  1862 
allein  6749  englische  Meilen  Leitungen  ausgeführt  (D.  Ind.-Ztg.  1863,  S.  68). 

Als  Beleg  für  die  grosse  Mannigfaltigkeit  in  der  Ausführung  der 
Unterseetaue  geben  wir  auf  'J'afel  I eine  Zusammenstellung  von  Abbil- 
dungen verschiedener  ausgeführter  Taue,  und- zwar: 

Fig.  1:  ein  amerikanisches  Flusskabel  nach  Shaffner,  Wade  und 
Sleetb,  1853;  a ist  ein  Draht  Nr.  10  aus  schwedischem  Eisen,  der  einen 
Zug  von  1300  Pfund  aushält,  h sind  3 Lagen  Guttapercha,  c getheertCv 
Leinewand,  d Läugsdrähte  Nr.  10,  e Bindedrähte  Nr.  12. 

Fig.  2:  im  Hudson  gelegtes  Tau  von  Samuel  C.  Bis  hop  in  New- 
York;  a mit  Guttapercha  isolirte  Kupferdrähte,  b weite  Guttaperchahülle, 
c Schützhülle  aus  getheertem  Hanfgarn. 

Fig.  3:  ebenfalls  von  Bis  hop;  mit  3 Drähten  Nr.  10  aus  schwe- 
dischem Eisen,  getrennt  durch  einen  Guttaperchastrang  a und  umschlossen 
von  einer  Guttaperchahülle  b und  einer  Hanfgarnhülle  c. 

l'ig.  4;  von  Charles  T.  und  J.  N.  Chester  in  New-Yoik;  öKupfer- 
drähte  in  Guttapercha,  in  einer  getheertcu  Haufgarnhülle  und  12  Eisen - 
drahten  Nr.  6. 

Fig.  5 : ebenfalls  von  Chester  und  mit  12  Eisendrähten  Nr.  6.  Ganz 
ähnlich  war  das  Mittelmeer-Tau  von  1856,  nur  hatte  cs  blos  10  ebenso 
starke  Schutzdrähte. 

Fig.  6;  auch  von  Chester,  mit  12  Eisendrähten  Nr.  16.  Shaffner 
{telegr.  man,  S.  605)  bildet  noch  3 andere  Taue  mit  1 Leitungsdraht  und 
ähnlicher,  aber  stärkerer  Umhüllung  aus  12  Eisendrähten  Nr.  10  und  12 
oder  9 Drähten  Nr.  12  ab;  ebenso  2 Taue  mit  je  6 Litzen  aus  je  7 Eisen- 
drähten  für  reissende  Flüsse,  von  denen  dass  stärkste  einen  Zug  von 
14  Tonnen  aushalten  kann. 

Fig.  7:  Dover-Calais-Tau  vom  Jahr  1851,  von  Ne  wall;  mit  4 Kupfer- 
drähten Nr.  16,  zwischen  denen  Hanflitzen  liegen,  mit  einer  Hülle  aus 
Hanflitzen  und  10  verzinkten  Eisendrähten. 

Fig.  8:  Holyhead-Howth-Tau  von  1852,  von  Ne  wall;  a Mittelstück, 
b Küstenende. 
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Fig.  9:  Donaghadee-Port-Patrick-Tau,  1852,  von  Ne  wall.  Aehnlich 
war  das  Dover -Ostende -Tau,  nur  dass  es  12,  aber  etwas  dünnere  Schntz- 
drahte  hatte. 

Fig.  10:  Donaghadee- Port- Patrick -Tau,  1853,  von  Newall;  mit 
C Kupferdrähten  Nr.  16  und  12  Eisendrähten  Nr.  2.  Ebenso  war  das  Mit- 
telmeertau von  1855. 

Fig.  11:  KUstenende  des  Taues  zwischen  Oxfordness  und  Haag,  von 
Newall. 

Fig.  12:  Tau  von  Prinz  Eduards -Insel  nach  Neubraunschweig,  1852, 
von  Newall.’ 

Fig.  13:  Tau  für  den  Balize-Telegi*aph  bei  New-Orleans,  von  Newall. 
Ein  ähnliches  von  Newall  wurde  im  Hudson  bei  New- York  versenkt. 

Fig.  14:  a Mittelstück,  b Küstenende  des  Mittelmeertaues  von  1867, 
von  Newall. 

Fig.  15:  n Mittelstück,  b Küstenende  des  Taues  zwischen  Cagliari, 
Malta,  Corfu,  1857,  von  Newall.  Ganz  ähnlich  war  das  indische  Tau 
(Suez-Aden-Karratschi),  nur  mit  2 Lagen  Guttapercha. 

Fig.  16:  Tau  im  grossen  Belt,  1853,  von  Newall. 

Fig.  17:  Tau  zwischen  Algier  undPort-Vendres,  1860,  mit  einem  2 Milli- 
meter dicken  Strang  von  7 Kupferdrähten,  4 Lagen  von  Guttapercha,  abwech- 
selnd mit  4 Lagen  von  Chatterton’s  Mischung,  1 Lage  von  getheertem 
Hanf  und  10  Stahldrähten  von  2 Millimeter  Dicke  in  getheertem  Hanf.  Ge- 
sammtdicke  22  Millimeter;  Gewicht  eines  Meters  in  der  Luft  620,  im  Wasser 
308  Gramm. 

Fig.  18:  Malta- Alexandria -Tau,  1861;  siebendrähtiger  Kupferstrang 
von  4 Millimeter  Dicke,  3 Lagen  Guttapercha,  Hanf  - und  Eisenhülle. 

Fig.  19:  Bona -Biserte- Tau  von  Siemens  in  London,  1865;  drei- 
drähtiger  Kopferstrang,  mit  einer  dünnen  Schicht  von  Chatterton’s 
Mischung,  darauf  2 Lagen  Guttapercha  und  2 Lagen  getheerten  Hanfs, 
endlich  Kupferstreifen. 

Fig.  20:  Flusstau  mit  3 Leitungen  in  der  Elbe  bei  Pillnitz. 

Fig,  21 : a und  b Mittelstück,  c Küstenende  des  atlant.  Taues  von  1858. 

Fig.  22:  desgl.  von  186.\  Die  Hanflitzen  waren  getheert,  die  Eisen- 
drähte nicht  galvanisirt. 

Fig.  23:  desgl.  von  1866.  Die  5 Manillahanflitzcn  um  die  galvanisirten 
Eisendrähte  sind  nicht  getheert. 

Das  Tau  im  Persischen  Golfe  (Karratschi-Buschier)  hatte  über  dem 
Kupferdrahte  4 Lagen  Guttapercha,  1 Lage  getheerten  Hanf,  10  Eisendrähte 
und  darüber  eine  bandförmige  Umwickelung  mit  Leinwand,  welche  in  Pech 
getränkt  war  (Schellen,  d.  elektro - magn.  Telegr.  4.  Aufl.  S.  228).  — 
In  der  Elbe  zwischen  Hamburg  und  Harburg  wurden  1855  und  1860  2 Kabel 
gelegt;  das  letztere  ist  ähnlich,  wie  Fig.  14  construirt,  nur  mit  stärkeren 
Schutzdrähten  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  8,  165 — 173). 


14  Beiträge  zur  Geschichte  der  Fortschritte  in  der  elektrischen 


Das  für  die  Strasse  von  Kertsch  bestimmte,  bei  Felten&Gnilleaume 
in  Cöln  verfertigte  Kabel  von  12  Seemeilen  Länge  und  3000  Ctr.  Gewicht 
hatte  einen  Leiter  von  1 Linie  Dicke  aus  7 Kupferdrähten,  3 Guttapercha- 
hüllen und  1 Schutzhülle  aus  10  % Zoll  dicken  verzinkten  Eisendrähten ; 
Tragfähigkeit  1500  Ctr.  (Din  gl  er ’s  Journal  181,  S.  154). 

2.  Die  Prüfong  der  Dntereeetane. 

Von  der  grössten  Wichtigkeit  für  das  Gelingen  ist  die  Prüfung  der 
Taue,  und  zwar  darf  dieselbe  nicht  blos  in  einer  Prüfung  des  fertigen 
Taues  bestehen,  sondern  es  müssen  die  zur  Verfertigung  des  Taues  zu 
verwendenden  Stoße  schon  vorher  sorgfältig  geprüft  werden  und  ganz  be- 
sonders muss  bei  der  Versenkung  des  Taues  dessen  Zustand  einer  fort- 
dauernden Untersuchung  unterworfen  werden,  damit  jede  etwa  eintretende 
Mangelhaftigkeit  sofort  erkannt  und  Anlass  zur  Beseitigung  des  entstande- 
nen Fehlers  gegeben  werde.  Natürlich  muss  das  'fau  ausser  den  physika- 
lischen Proben  auch  einer  Prüfung  auf  seine  Festigkeit  unterzogen  werden, 
damit  es  nicht  beim  Versenken  reisst.  (Vergl.  auch  Delamarche,  Ele- 
mente S.  38). 

Von  den  Rohstofi’en  sind  vor  deren  Verarbeitung  sorgfältig  zu  prüfen: 
das  Kupfer,  die  Guttapercha  und  das  Eisen.  Die  im  Handel  vorkommen- 
den Kupfersorten  schwanken  je  nach  ihrer  Reinheit  in  Bezug  auf  ihre 
Leitungsfähigkeit  in  sehr  weiten  Grenzen  (vergl.  auch  Du  Moncel,  iraile 
S.  254;  ferner  Dingler’s  Journal  140,  S.  113  aus  Mech.  Mag.  07,  S 30),  bei 
sorgfältig  ausgewählten  'releg^aphendrähten  bis  zu  20%.  In  dem  Malta- 
Alexandria-Kabel  z.  B.  kamen  an  verschiedenen  Stellen  Kupfersorten  vor, 
deren  Leitungsfähigkeit  zwischen  90  und  74  wechselte,  wenn  die  des  reinen 
Kupfers  = 100  gesetzt  wurde.  Daher  muss  zuerst  jeder  zu  verwendende 
Kupfer draht  auf  sein  Leitungsvermögen  geprüft  werden.  Bei 
der  Herstellung  des  atlantischen  Kabels  vom  Jahr  1805  wurden  alle  Drähte 
verworfen,  deren  Leitungsfähigkeit  unter  85%  von  der  des  reinen  Kupfer« 
betrug.  Ausführliche  Versuche  darüber  und  über  die  Metalllegierungen 
wurden  von  Dr.  A.  Matthi essen  und  M.  Holzmann  auf  Veranlassung 
der  englischen  Regierung  ausgeführt  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  7,  S.  201 — 209 
und  8,  S.  9 — 14  aus  Poggeudorff’s  Annalen  110,  S.  222  und  190).  Ebenso 
muss  ferner  die  Leitungsfähigkeit  des  isolirenden  Materials 
bestimmt  werden;  dieselbe  ist  bei  constanter  Temperatur  hinlänglich  gleich- 
massig;  bei  dem  für  die  Strecke  Rangoon  - Singapore  bestimmten  Kabel 
nahm  die  Tieltungsfähigkeit  zwischen  den  Temperaturgrenzen  von  5 — 27®  C. 
nahe  im  V’^erhältniss  von  1:7  zu,  jedoch  nicht  constant.  Dr.  Werner 
Siemens  und  C.  William  Siemens  führten  daher  ihre  Prüfungen  stets 
bei  24®  C.  aus,  weil  dieser  Temperaturgrad  nach  der  Legung  des  Kabels 
, selten  überschritten  wird  und  dabei  kleinere  Fehler  verhältnissmässig  viel 
leichter  wahrnehmbar  sind;  nachdem  die  zu  untersuchenden  Drahtringe 
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24  Stunden  in  einem  Behälter  mit  Wasser  von  24®  gelegen  hatten,  wurden 
sie  in  den  mit  Wasser  von  24®  gefüllten , hermetisch  verschliessbaren  Ver- 
suchskasten gebracht  und  einem  Druck  von  600  Pfund  auf  1 Quadratzoll 
ausgesetzt,  damit  das  Wasse^r  in  die  etwa  vorhandenen  Höhlungen  oder 
Bisse  eindringe*).  Beobachtungen  an  Tauen  während  des  Versenkens 
derselben  haben  bestätigt,  dass  unter  hydrostatischem  Druck  die  Leitungs- 
fähigkeit der  Guttapercha  sich  merklich  vermindert,  nach  Aufhören  des 
Druckes  jedoch  wieder  etwas  über  den  ursprünglichen  Werth  steigt.  Bei 
Drabtringen  mit  geringen  Fehlem  dagegen  erzeugt  die  Zunahme  des 
lasseren  Druckes  keine  Zunahme  oder  selbst  eine  Abnahme  des  Isolations- 
▼ermögens;  dies  bietet  den  Schlüssel  zur  Ermittelung  von  Mängeln,  die 
sonst  nicht  wahrnehmbar  sein  würden  (Zeitschr.  d.  'I’el.-Ver.  7,  S.  112). 
W.  und  C.  W.  Siemens  wählten  für  die  Prüfungen  des  Leitungsver- 
mögens des  Kupfers  und  der  Guttapercha  als  Widerstandseinheit**) 
den  Widerstand  einer  Quecksilbersäule  von  l Meter  Länge  und  von 
1 Quadratmillimeter  Querschnitt  bei  der  Temperatur  0®,  da  sie  die  Jacobi- 
sche  Einheit  nicht  für  zweckmässig  erachteten  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  7, 
S.  55  — 68  und  8,  S.  76 — 85,  aus  Poggendorff’s  Annalen  110,  S.  1 und 
113,  S.  91;  mit  Tabelle  der  Widerstände  der  anderen  Metalle).  Dr.  Mat- 
thiessen  schlägt  eine  Mischung  von  2 Gewichtstheilen  Gold  und  1 Theil 
Silber  vor  (Poggendorff’s  Annalen  112,  S.  353)  und  vertheidigt  die  von 
der  British  Association  aufgestellte  Einheit  (Poggendorff’s  Annalen  129, 
S.  161}.  lieber  die  veischiedenen  Einheiten  vergl.  ferner  Zeitschr.  d.  Tel.- 
Ver.  13,  S.  1 und  12  aus  Poggendorff’s  Annalen  126,  S.  369  und  127, 
S.  327.  Zur  Bestimmung  der  Widerstände  der  zu  verwendenden  Drähte 
benutzten  Gebrüder  Siemens  die  Wheatstone’sche  Brücke  [während  Du 
Moncel  (/rai7<?  S.  282)  ein  Ditferentialgalvanometer  vorzieht]  und  Wider- 
itandsrollen  mit  einem  Widerstand  von  l — 10000  Einheiten.  Zur  Messung 
Ton  Widerständen  jenseits  dieserGrenzen  änderten  sie  die  Brücke  dahin  ab, 
dass  sie  auch  die  festen  Zweige  a und  b (Fig.  24)  nicht  einander  gleich, 
sondern  veränderlich  machten,  sodass  jeder  derselben  die  Werthe  10,  100 
oder  1000  erhalten  konnte,  wodurch  sie  mit  l — 10000  in  c eingeschalteten 
Widerstandseinheiten  einen  Widerstand  d zwischen  0,oi  und  1000000  Ein- 


*)  Vergl.  auch  die  Versuche  von  Fl oeming  Je nk in  mit  verschiedenen  Tau- 
iticken ; Polvtechnisches  Centrull)latt  1860,  S.  444  aus  Civ.  Eng.^  October  1859. 

*♦)  Eine  preussische  Meile  Eisendrahtleitung  von  2^  Linien  Durchmesser  ent- 
spricht 64')00  solcher  Einheiten.  Den  Widerstand  von  1 alten  Seemeile  (=3^,  Aequa- 
torgrad)  bei  4®  C.  fand  Dr.  EsselbacL  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  6,  S.  109)  beim 
kolben  Meer-Kabel  zu  22816,  beim  Bona -Cagliari- Kabel  zu  116232,  beim  Sjra- 
Conatantinopel- Kabel  zu  41160,  beim  Hellas -Alexandria -Kabel  zu  21816,  beim 
Mlantischen  Kabel  zu  60516  solcher  Einheiten.  — Die  Widerstände  von  Guttapercha, 
Kaotachuk  etc.  giebk  Du  Moncel,  traiUy  S.  275. 
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heiten  messen  konnten.  Zur  Messung  der  isolirenden  Schicht  kürzerer 
oder  besser  isolirter  Tauenden  (von  etwa  1 Knoten  = geographische 
Meile  Länge)  benutzten  sie  eine  sehr  empfindliche  Sinusbussole*)  oder 
ein  Weber’sches  Spiegelgalvanometer  mit  -1(K)00  Umwindungen  und  magne- 
tischem Spiegel;  mit  Hilfe  eines  regulirenden  Magnets  kann  die  Empfind- 
lichkeit dieses  Instruments  von  1 auf  100  verändert  werden.  Um  das 
Messinstrument  auch  für  die  mit  der  wachsenden  Länge  des  Taues  fort- 
während abnehmenden  Isolationswiderstäude  gleich  empfindlich  zu  machen, 
legten  sie  über  die  Drahtwindungen  der  Sinusbussole  noch  eine  zweite 
Lage  von  verhältnissmässig  wenig  Windungen  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  7, 
S.  115),  leiteten  durch  diese  beständig  den  Strom  einer  kleinen  constanten 
Batterie  und  zwar  in  entgegengesetzter  Richtung,  als  der  zur  Prüfung  der 
Isolation  dienende  Strom  in  den  inneren  ursprünglichen  Windungen  läuft, 
und  regulirten  jenen  Strom  durch  eingeschaltete  Widerstände  so , dass  er 
die  Wirkung  des  anderen  auf  die  Magnetnadel  gerade  aufhebt,  diese  also 
in  der  Ruhelage  bleibt.  Wächst  die  Taulänge,  so  wird  der  Widerstand 
im  Kreis  der  äusseren  Umwindungen  so  w^eit  vermindert,  bis  das  Gleich- 
gewicht an  der  Nadel  wieder  hergestellt  ist,  und  den  bekannten  Werth 
dieser  Widerstandsänderung  braucht  man  nur  mit  dein  festen  Verhältniss 
zwischen  den  Einwirkungen  beider  Umwindungen  auf  die  Nadel  zu  mul- 
tipliciren.  Ist  in  Fig.  25  der  Widerstand  der  inneren  Windungen  der 
Sinusbussole,  IF,  der  ihnen  hinzugefügte  Widerstand,  tv  der  Widerstand 
der  äusseren  Hilfswindungen,  fi\  der  in  ihren  Kreis  eingeschaltete  Wider- 
stand, m und  n endlich  die  Zahl  der  Batterieelemente  in  diesen  beiden 
Kreisen  und  k der  constante  Coefficient  des  Verhältnisses  zwischen  den 
Einwirkungen  beider  Umwindungen  auf  die  Nadel,  so  hat  man 

n ^ m 

w -j- 

setzt  man  nun  anstatt  fV^  den  unbekannten  Widerstand  .r  des  Taues  und 
muss  man  dabei  ti\  in  w,  ändern,  während  die  Zahlen  der  lOlemente  jetzt 
.V  und  N sein  mögen,  so  w ird 
N . M 


m //;-}- /t’i 

jr,  ‘ • /u+iu,’ 


/*■  ™ - 

_M  n ir-f  Jf\ 
N ' m ’ IV  -f-  //', 


oder  j-  y ^ — Jf' 

kN 


(7V^,V,')  - fr. 


Bei  Messung  des  sehr  grossen  Isolationswiderstandes  kurzer  Tauenden 


*)  Nach  der  aus  /I  sm  ct~S~n  E:  W’  fllcs.sondcn  Korniel  IV ~n  sina^x  sina, 
worin  /Vdor  zu  messende  Isolationswiderstand,  ot  der  ai)};elcsene  Nadelaii.s.schlag,  w die 
Zahl  der  Klemente,  S die  .Stromstjirke,  E die  elektro-motori.sche  Kraft  eines  Elemen- 
tes, yf  eine  Constante  und  .vf«  «,  die  (I»ei  länger  danrrnden  Messungen  öfters  zu  be- 
stimmende) Constante  des  Instruments.  Die  Widerstandscinlicit  giebt  mit  einem 
Element  den  Ausschlag 
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kann  man  /Fund  w veniacblässigen  und  x=.  — setzen,  wobei  k von 


der  Empfindlichkeit  des  Instruments  nicht  abhängt.  Ueber  den  Isolations- 
widerstand kurzer  Taue  und  Messungen  des  Widerstandes  der  Isolirschicht 
bei  verschied enen  Temperaturen  vergl.  Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  7,  Ö.  201 
und  206. 


Der  Isolationswiderstand  Fisolirter  Drähte  findet  sich  (Zeitschr.  d.  Tel.- 
Ver.  7,  S. 202  u.  Du  Moncel,  traite,S.  267)  aus  dem  specifischen  Leitungsver- 
mögen der  verwendeten  Materialien  folgendermassen:  sind  r und  R die  Halb- 
messer des  Drahtes  und  der  Guttapercha,  / und  X die  Länge  und  das  specifi- 
sche  Leitungsvermögen  des  Drahtes,  so  ist  der  Widerstand  des  isolirenden 
Cjlinderdifferentials  von  der  Dicke  dx,  im  ^bstande  x von  der  Längsaxe 


(ir  = 


dx 


2nX.lT 


, folglich  der  ganze  Widerstand 


2nXlJ  X 


, R 
lognat  — 

2nXl 


Unerlässlich  muss  das  Leitungvermögen  für  jede  einzelne  Meile 
desisolirten  Drahts  gemessen  werden,  nicht  nur,  um  mangelhaftes  Ma- 
terial ausschliessen  zu  können,  namentlich  an  Stellen,  wo  der  metallische 
Zusammenhang  des  Kupferdrahts  beim  Umpressen  gelitten  bat,  sondern 
auch  um  einen  vollständigen  Nachweis  über  die  Leitungsfähigkeit  jedes 
einzelnen  Tbeiles  des  fertigen  Taues  zu  gewinnen,  ohne  welchen  sich  später 
durch  galvanische  Versuche  und  Rechnung  der  Ort  etwa  vorgekommener 
Beschädigungen  nicht  genau  bestimmen  lässt. 

Erfahrungsgemäss  treten  an  den  Stellen  des  isolirten  Drahtes,  wo  die 
isolirende  Schicht  von  Haus  aus  dünner  war,  als  durchschnittlich,  sei  es  in- 
folge einer  Verletzung,  sei  es  infolge  einer  vom  Wasser  eingedrückten 
Blase  oder  einer  excentrischcn  Lage  des  Drahtes  elektrolytische  Wirkungen 
des  Telegraphirstroms  auf  und  veranlassen  Störungen  im  Betrieb.  Daher 
muss  der  isolirte  Draht  auch  sorgfältig  auf  derartige  Fehler  geprüft  werden. 
Dazu  kommt  er  in  ein  mit  schwach  angesäuertem  Wasser  gefülltes,  herme- 
tisch geschlossenes,  gusseisernes  Gefäss,  worin  ein  Druck  von  etwa  140  Pf. 
auf  1 QZoll  herrscht*);  das  eine  Ende  desselben  wird  mit  einem  empfind- 
lichen Galvanometer  und  durch  dieses  mit  dem  einen  Pol  einer  Batterie  ver- 
banden; wird  nun  der  andere  Batteriepol  mit  dem  zweiten  Drahtende  ver- 
einigt, so  erkennt  man  am  Galvanometer  den  Widerstand  der  Kujiferader 
und  seine  Leitungsfähigkeit;  isolirt  man  dagegen  das  zweite  Drahtende  und 
verbindet  dafür  den  zweiten  Pol  mit  dem  gusseisernen  Gefass,  so  zeigt  ein 


*)  Will  man  etwa  in  der  Gnttnperchahülle  eingeschlossene  Lnftbläschen  znm 
Platzen  veranla.ssen , so  macht  man  das  Gefäss  vor  dem  Einfüllen  des  Wassers  mög- 
lichst Inftleer. 

ZaiUchrift  f,  Mathematik  u.  Physik.  Xlll,  1. 
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Ausschlag  des  Galvanometers  das  Vorhandensein  von  Fehlern,  welche  man 
durch  langsames  Ilerausziehen  des  Drahts  bis  zur  Fehlerstelle  experimen- 
tell finden  kann.  (Vorgl.  auch  Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  1,  S.  126  fF.) 

Eine  weitere  Prüfung  hat  sich  auf  das  Vertheilungsver  mögen  zu 
erstrecken.  Die  Versuche  haben  dargethan,  dass  das  specifische  Verthei- 
lungsvormögen  isolirender  Körper  weit  beständiger  ist,  als  ihr  specifisches 
Leitungsvermögon.  Das  Vertheilungsvermögen  ist  überdies  unabhängig 
von  örtlichen  Fehlern  der  Isolirschicht  und  hängt  w’esentlich  von  der  Ge- 
stalt des  Isolators'  ab.  Durch  die  Messung  des  Vertheilungsvermögens 
einer  gegebenen  Taulänge  und  die  Vergleichung  desselben  mit  dem  mitt- 
lern  Vertheilungsvermögen  des  verwendeten  Matt>rials  lässt  sich  daher 
mit  grosser  Sicherheit  entscheiden,  ob  die  isolirende  Schicht  überall  gleich 
dick  ist,  oder  ob  der  Draht  theilweise  excentrisch  in  ihr  liegt.  Das  Ver- 
theilungsvermögen muss  man  überdies  wissen,  wenn  man  die  Lago  eines 
Bruches  des  Leitungsdrahtes,  bei  welchem  das  Bruchende  isoürt  bleibt,  be- 
stimmen will.  Da  das  Tau  eine  Leydener  Flasche  bildet,  deren  innere  und 
äussere  Belegung  der  Draht  und  das  Wasser  sind,  so  ist  das  Vertheilungs- 
verraögen  K das  Product  aus  dem  Leitungsvermögen  und  einem  constanteii 

2 TTX  1 


Factor  C,  alsoA= 


lognat  — 


. C,  worin  x das  specifische  Vertheilungsvermögen 


bedeutet  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  7,  S.  196  und  Tabelle  der  K auf  S.  203, 
desgl.  Du  Moncely  tj'aite,  S.  274);  diese  Formel  nimmt  aber  beiKabeln  oder 

X C 

cylindrischen  Flaschen  die  einfachere  Gestalt  Ä'= 


, R 
lognat  — 


an.  Ist  die  elek- 


trische Spannung  E einer  mit  dem  Kabel  verbundenen  Batterie  in  der  Zeit 
< auf  y gesunken*) , so  sinkt  sie  im  folgenden  dl  durch  den  nachdem 

Ohm’schen  Gesetze  stattfindenden  Entladungstrom  — um  dy  und  mau  hat, 
wenn  tv  der  Widerstand  der  isolirenden  Schicht,  A'  der  Vertheilungscoef- 

ficient  ist,  zunächst  — /Cdy=:  — dt  und  daraus 

A 

r 2nlK  Xf 


w 


, E l 


C,lognal 


= /.  - 


2 / jcx 


X 


C . hujnal 

Beobachtet  man  nun  mittelst  eines  Elektrometers  in  2 verschiedenen 
Fällen  die  Zeiten  /,  und  in  denen  die  ursprüngliche  S2)annung  einer 


*)  Ein  befriedigend  isolirtcs  Tau  zeigt  nach  seiner  Ladung  stets  einen  dentlicli 
wahrnehmbaren  Rückschlag.  — Ueber  die  Prüfung  des  Isolationszustandcs  mit  dem 
Elektrometer  von  P el  tier,  ▼ergl.auch  Schellen,  d.  elektromagii.  Telegraph,  4.  Au  fl. 

s.  280  m 
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Batterie  bis  zu  einer  gegebenen  Grösse  herabsinkt,  so  erliältmjjn  für  die  spe- 

cifischen  Leitungsvermögen  das  Verhältniss  — = — , mittelst  dessen  man 

leicht,  wenn  auch  mit  grösserem  Zeitanfwande,  den  specifiseben  Widerstand 
des  isolirenden  Materials  bestimmen  und  die  Isolation  zweier  ähnlicher  Kabel 
vergleichen  kann,  seihst  wenn  man  kein  Instrument  zu  einer  genauen  Mes- 
sung zur  Hand  hat.  Ueber  das  Verfahren  dabei  vcrgl.  anchy Du  Moncel,  irnite 
S.  28*2;  Schellen,  d.  elektroraagn.  Telegraph,  4.  Aufl.  S.230  ff.  Das  Resul- 
tat ist  davon  nicht  abhängig,  ob  der  Draht  vollkommen  ccntrisch  in  dem 
Isolator  liegt.  Bei  langen  Kabeln  könnten  indessen  kleine  Fehler  leicht 
der  Beobachtung  entgehen,  da  sie  nur  einen  im  Verhältniss  zur  ganzen  La- 
dung kleinen  Elektricitätsvcrlust  veranlassen.  Daher  ziehen  es  Siemens 
vor,  die  Ladung  a und  nach  Verlauf  einer  Minute  die  Entladung  h mit  dem 

Galvanometer  zu  messen,  den  Verlust  D = l an  Quantität  oder  Span- 


y_ 

E 


in  obige  Formel  einzu- 


nung  in  l Minute  zu  bestimmen  und  — anstatt 

a 

setzen.  — Ueber  die  Resultate  der  Messungen  des  specifiseben  Verthei- 
Inngscoefflcienten  verschiedener  Isolatoren  vergl.  Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  7, 
S.  202—205. 


Bei  der  Prüfung  der  Taue  während  des  Legens  wandten  S i e- 
mens  auf  der  Landstation  ein  Uhrwerk  an,  welches  das  Ende  des  Kabels 
abwechselnd  kurze  Zeit  mit  der  Erde,  dann  mit  dem  Pole  einer  Batterie 
verband,  dann  einige  Zeit  isolirt  hielt.  Auf  dem  Schiffe  ist  beständig  ein 
Widerstandsmessapparat  mit  der  Linie  verbunden.  Durch  Herstellung  des 
Gleichgewichts  an  der  Wh  e ats  tono’schen  Brücke  wird  abwechselnd  der  Wi- 
derstand der  Isolationsschicht  und  dos  Leitungsdrahtes  am  Land  und  auf  dem 
Schiffe  bestimmt  und  erstere  nach  dem  Schiffe  tclegraphirt;  weichen  diese 
4 Wertlio  erheblich  von  einander  ab,  so  ist  ein  Fehler  vorhanden  und  die 
Lage  desselben  kann  aus  den  beobachteten  Werthen  berechnet  werden.  Die- 
ses Verfahren  ist  zwar  ermüdend,  aber  sehr  zweckentsprechend. 

Sind  beide  Tauenden  zur  Hand  und  ist  der  Fehler  bei  f in  Fig.  20  um 
X und  y von  ihnen  entfernt,  w'ährcnd  die  Länge  des  ganzen  Taus  = l ist 
und  werden  die  Widerstände  und  so  regulirt,  dass  die  Nadel 

des  Galvanometers  G in  Ruhe  bleibt,  so  ist  x = — — . Ist  dagegen 

+ 

bei  einer  einfachen  versenkten  Leitung  c der  Widerstand  des  ganzen  Taues 
X und  y die  Widerstände  vom  Fehler  bis  zu  den  beiden  Enden  hin,  z der 
Widerstand  des  Fehlers  selbst,  und  6,  die  ^Viderstände,  welche  an  beide# 
Enden  gemessen  werden,  während  jedesmal  das  andere  p]nde  isolirt  ist,  und 
a und  b die  entsprechenden  Widerstände,  wenn  das  andere  Ende  mit  der 
Erde  verbunden  ist,  so  liefert  das  Ohin’sche  Gesetz  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver. 
7,  8.  lOfl); 
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c—x-^y,  a,=3X  + r,  + 


« = jr  -f- 


^+y  ’ 


X 


2-f  X 


und  hieraus 


a, 


X 


I - V 

2 a — b t r 


c—h  ( 

-rl 

a — b I 


b 

c — n 

• 

a 

c — b 

-y  (a,  — «)(r— ö) 


— =7^" 
y ' b'  c — a 

War  das  Kabel  schon^vor  Auftreten  eines  entstehenden  Fehlers  nicht 
vollkommen  gut  isolirt,  so  bestimmt  man  den  Widerstand  y der  schon  vorher 
vorhandenen  Isolationsfehler  annähernd  aus  den  gemessenen  b^  a^  und 
b^  und  entwickelt  dann  aus  den  nach  Eintritt  des  neuen  Fehlers  an  der  am 
andern  Ende  isolirten  Leitung  gemessenen  Widerständen  n,  und  b^  für  den 
Ort  des  neuen  Fehlers 


X — rt, — yl/-^ — ^ oder  y=^bi—yj/_J ! 

' />,— />2  ^ «I— «ä 

je  nachdem  der  neue  Fehler  zwischen  dem  alten  und  der  Station  A mit  den 
Aufzeichnungen  «,  a^  und  oder  der  Station  B mit  den  Aufzeichnungen 
6,  6,  und  liegt*). 

Bei  allen  diesen  Versuchen  soll  die  Polarisation  an  der  Fehlerstelle 
möglichst  gleich  sein;  deshalb  wird  durch  vorläufige  Messungen  der  Ort 
des  Fehlers  erst  angenäbert  bestimmt  und  dann  für  die  eigentliche  Mes- 
sung die  Zahl  der  Elemente  so  regulirt,  dass  der  von  der  einen  oder  andern 
Seite  her  durch  die  Fehlerstelle  gehende  Strom  stets  nahe  dieselbe  Stärke 
hat;  bei  der  Beobachtung  selbst  aber  wartet  man,  bis  die  Polarisation  ihr 
Maximum  erreicht  hat. 


Beim  Versenken  des  atlantischen  Kabels  im  Jahre  1800  erfolgte  die 
Prüfung  nach  einem  von  Willougby  Smith,  dem  ersten  Elektriker  der 
Telegraph  Construction  and  Maintenance  Company,  ausgearbeiteten  Regle- 
ment in  folgender  Weise  (Schellen,  d.  atlant.  Kabel  S.  99 — 106;  Mecht 
Mag.  XV^  S.  211):  Die  3 Kabeltheile  waren  auf  dem  Schiff  hinter  einander 
zu  einem  einzigen  Stromkreise  verbunden,  dessen  vorderes  Ende  « (Fig.27) 
durch  das  irische  Küstenkabel  mit  einem  Marinegalvanoraeter  unter 
Einschaltung  eines  Widerstandes  w von  derselben  Grosse,  wie  5 Meilen 
Guttaperchahülle**)  verbunden  war,  während  der  auf  dem  Lande  be- 
findliche Taster  für  gewöhnlich  isolirt  w^ar,  aber  durch  Niederdrücken 


*)  Im  letzteren  Falle  wäre  = — 7,y+yl/-!ls — 


**)  100  Millionen  Kinheiten,  da  man  den  Widerstand  von  1 Meile  Gultapercha- 
scbiclit  für  die  Temperatur  des  Meerwassers  im  Mittel  = 500  Millionen  Einheiten 
setzen  kann. 
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von  1 auf  2 mit  dem  veränderlichen  kleineren  Wid  erstände  iv  und  der  Erde 
* in  Verbindung  gesetzt  werden  konnte.  Das  hintere  Ende  h des  Kabels  K 
war  auf  dem  Schiffe  durch  das  Keflexgalvanometer  Gi  und  den  geschlossenen 
Taster  T^  mit  der  Batterie  B aus  100  Elementen  einer  sogenannten  Sand- 
oder Sagemehl  - Batterie  verbunden.  Letztere  war  also  für  gewöhnlich 
geschlossen  und  sendete  ihren  Strom  durch  <?,  und  G^.  Ein  zweiter,  unter 
Umständen  stärkerer  Strom  geht  blos  durch  G, , die  Guttapercha  und  das 
Wasser;  denn  die  Guttapercha  isolirt  nicht  vollständig  und  ihr  Widerstand 
würde  bei  2000  Meilen  Länge  nur  Million  Einheiten  betragen, 

während  w=100  Millionen  Meilen  war.  Vernachlässigt  man  den  verhält- 
nissmässig  kleinen  Widerstand  der  Batterie  und  der  Galvanometer,  so  ver- 
hält sich  der  erstere  (Kupfer-)  Strom  zu  dem  zweiten  (Guttaperchastrom), 
wie  \ ; 100,  So  lange  die  Ablenkung  beider  Galvanometer  sich  nicht 
änderte,  war  Alles  in  gutem  Zustande.  Mittelst  des  Tasters  T,  konnte  bei 
Polw'echsel  oder  Veränderung  der  Batteriestärke  vom  Schiff  nach  dem 
Lande,  mittelst  Tj  vom  Lande  nach  dem  Schiff  telegraphirt  werden.  Wurde 
nämlich  niedergedrückt , so  ging  der  Haupttheil  des  Stromes  durch 
und  w zur  Erde,  hatte  also  den  Widerstand  tv  nicht  zu  überwinden,  und 
deshalb  musste  der  Ausschlag  in  G,  merklich  grösser  werden.  Der  Wider- 
stand w sollte  den  Kupferstrom  in  G,  nicht  zu  stark  auftreten  lassen. 
Die  Zeitmomente,  in  denen  von  der  Küste- nach  dem  Schiffe  gesprochen 
werden  sollte,  waren  im  Voraus  genau  festgestellt,  damit  keine  Verwechse- 
lungen eintreten  sollten;  nämlich  die  ersten  30  Minuten  jeder  Stunde  waren 
zur  Prüfung  der  Isolation  bestimmt,  die  folgenden  10  Minuten  zur  Prüfung  des 
Widerstandes  des  Leiters  und  dann  je  10  Min.  zum  Sprechen  zwischen  Schiff 
und  Küste  und  umgekehrt.  Trat  z.B.hei  c ein  Isolationsfehler  ein  und  ging 
hier  ein  Theil  des  Stromes  ins  Meer,  so  musste  das  Galvanometer  auf  dem 
Schiff  einen  stärkeren,  das  am  Lande  einen  schwächeren  Ausschlag  zeigen. 
Eine  geringere  Aenderung  im  Ausschlag  deutete  auf  einen  kleinen  Fehler, 
eine  sehr  starke  auf  einen  grossen  Fehler,  auf  „tödtende  Erde“  {dead 
ettrih).  Aber  selbst  dann  konnte  vom  Schiff  noch  nach  der  Küste  ge- 
sprochen werden , wenn  nur  durch  Niederdrücken  von  der  Gesamrat- 
widerstand  der  Leitung  fast  auf  die  Hälfte  reducirt  und  G*  zwischen  w und 
der  Erde  eingeschaltet  wurde.  Bei  einem  Reissen  des  Kupferdrahtes  ohne 
Verletzung  der  Guttapercha  zeigt  sich  auf  Gj  noch  ein  schwacher  Strom, 
da  die  Guttapercha  nicht  ein  absoluter  Isolator  ist,  und  aus  dem  noch  vor- 
handenen Widerstand  der  Guttaperchahülle  lässt  sich  die  Lage  des  Fehlers 
ermitteln , da  derselbe  der  Länge  dieser  Hülle  umgekehrt  proportional  ist. 
lat  der  Leiter  und  die  Guttaperchahülle  gerissen,  so  wird  der  Widerstand 
plötzlich  wesentlich  kleiner  und  bleibt  dann  unveränderlich.  Liegen  nun 
einige  Zoll  des  Kupferdrahtes  im  Wasser,  so  geht  der  Strom  ins  Wasser, 
dessen  Widerstand  man  =0  setzen  kann,  so  dass  man  aus  dem  noch  vor- 
handenen Widerstande  des  Kupferdrahtes  die  Entfernung  der  Rissstelle 
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berechnen  kann.  Wird  daher  der  Kupferdraht  nur  in  einer  kleinen 
Fläche  vom  Wasser  berührt,  so  zeigt  sich  ein  sehr  grosser,  launenhaft  ab-  * 
und  zunehmender  Widerstand,  und  man  kann  nur  die  dem  beobachteten 
kleinsten  Widerstande  entsprechende  Entfernung  ermitteln,  über  welche 
hinaus  der  Fehler  nicht  liegen  kann.  Tritt  der  Kupferdraht  mit  der 
Eisenhülle  in  Verbindung,  so  ist  er  noch  inniger  mit  dem  Meere  verbunden, 
als  wenn  der  Draht  auf  einige  Zoll  blos  gelegt  ist;  der  Widerstand  ist  dann 
noch  weniger  veränderlich  und  es  fehlen  die  schwachen  Strome  vollständig, 
welche  von  dem  durch  das  Salzwasser  getrennten  Kupfer  und  Eisen  des 
gerissenen  Kabels  herrühren;  in  beiden  Fällen  treten  Erdströme  aus  dem 
Unterschiede  der  elektrischen  Spannung  zwischen  der  Küste  und  dem 
Meerwasser  an  der  Fehlerstelle  auf.  Hat  endlich  die  Guttaperchahüllc 
eine  Oeffnung,  so  tritt  der  Leiter  mit  dem  Wasser  unter  grösserem  oder 
kleinerem  Widerstande  in  Verbindung,  der  gesammte  Isolationswiderstand 
vermindert  sich  bedeutend  und  ein  Theil  des  Sti'oms  geht  ins  Meer,  doch 
bleibt  die  Möglichkeit,  dass  die  beiden  Enden  mit  einander  sprechen; 
bleibt  der  Widerstand  des  Fehlers  constant,  so  kann  man  den  Ort  des 
Fehlers  durch  zwei  Widerstandsmessuugen  bestimmen,  wobei  die  andere 
Station  das  Ende  des  Taues  einmal  mit  der  Erde  verbindet  und  einmal 
isolirt. 

Interessant  sind  die  Versuchsreihen,  welche  Chajrles  Wheatstone 
mit  dem  Spezzia-Corsiea-Sardinien-Kabel  und  E.  0.  Wild  man  White- 
honse  mit  dem  Mittelmeer-  und  dem  Neufundland -Kabel  anstcllton. 
Vergl.  darüber  Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  2,  S.  152 — 157  und  S.  274 — 278.  Des- 
gleichen die  Versuche  von  Varley  über  die  Induction  der  Kabel,  vergl. 
Civ.  Eny.  and  Arch,  J,  1859,  S.  149 — 157. 

3.  Die  Vertenkung  des  Taues. 

Während  bei  der  Anfertigung  und  der  Verschiflung  des  Taus  jeder 
einzelne  Theil  gehörig  beaufsichtigt  und  mit  der  erforderlichen  Vorsicht 
und  Muse  behandelt  werden  kann,  werden  die  ohnehin  nicht  geringen 
Schwierigkeiten  bei  der  Versenkung  des  Taus  dadurch  noch  wesentlich 
erhöht,  dass  man  neben  allen,  die  Schifffahrt  erschwerenden  Umständen 
auch  noch  einer  Anzahl  von  besonderen  Zufälligkeiten  ausgesetzt  ist  und 
alle  auftretenden  Störungen  mit  ziemlicher  Schnelligkeit  ermittelt  und 
beseitigt  werden  müssen,  da  ja  das  Tau  mit  nicht  geringer  Geschwindig- 
keit abläuft.  In  vielen  Fällen  missglückte  die  Versenkung  durch  zu  hef- 
tigen oder  überhaupt  ungünstigen  Wind.  (Zeitsehr.  d.  Tel.-Ver.  3,  S.  18, 

19  u.  272.)  Man  muss  daher  die  erfahmngsmässig  günstigste  Zeit  zur 
Versenkung  auswählen. 

Bevor  zur  Versenkung  selbst  geschritten  werden  kann,  muss  der  mit 
dem  Kabel  bei  der  Versenkung  einzu  sc  klagende  Weg  festgestcllt  werden 
und  hierzu  wieder  ist,  abgesehen  von  politischen,  Handels-  und  Betriebs- 
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Kücksichten,  eine  möglichst  genaue  Kenntniss  der  Tiefen  und  der  Be- 
schaffenheit und  Gestalt  des  Meeresbodens  erforderlich.  Ausserdem  sind 
die  Tiefenverhältnisse  schon  für  die  Anfertigung  des  Taues  mit  mass- 
gebend. Die  zwischen  den  gegebenen  Endpunkten  vorhandene  kürzeste 
Linie  ist  mit  dem  kürzesten,  daher  am  leichtesten  zu  ladenden  und  zu 
versenkenden  Tau  zu  belegen,  und  deshalb  weicht  man  von  ihr  nicht 
ohne  Noth  ab.  Doch  dürfen  sich  die  Sondirungen  nicht  bloss  auf 
diese  Linie  allein  erstrecken,  sondern  sie  müssen  von  ihr  aus  nach  bei- 
den Seiten  bis  zu  einiger  Entfernung  ausgedehnt  werden,  damit  mato 
nicht  nur  die  günstigsten  Verhältnisste  für  das  zu  legende  Tau  ermitteln, 
sondern  auch  im  Voraus  feststellen  kann,  nach  welcher  Seite  hin  man 
im  Falle  der  Noth  von  jener  kürzesten  Linie  abzugehen  hat.  Zu  gros- 
sen und  besonders  sehr  unregelmässig  und  stark  sich  ändernden  Tiefen 
geht  man  nach  Möglichkeit  aus  dem  Wege,  um  das  Tau  nicht  zu  gros- 
sen Spannungen  auszusetzen  und  durch  Störungen  bei  der  Abwickelung 
zn  gefährden.  Die  tiefen  Meeresbecken  zeigen  meist  eine  auf  grössere 
Entfernungen  sich  nur  wenig  und  allmälig  ändernde  Tiefe;  deshalb 
kann  man  in  ihnen  die  Sondirungen  in  grösseren  Abständen,  etwa  von  6 bis 
12  Meilen , vornehmen , während  man  bei  unregelmässigem  Boden  nur 
etwa  in  je  2 bis  3 Meilen  Entfernung  sondiren  muss.  Die  Sondirungen 
werden  um  so  schwieriger,  jo  grösser  die  Tiefe  ist.  Delamarche, 
Ploix  und  de  Bastard  benutzten  bei  den  Tiefenmessungen  von  etwa 
3000  Metern,  welche  sie  zwischen  den  Balearen  und  Algier  anstellten*), 
ein  einfaches  Senkblei  von  15  Kilogramm  Gewicht  an  einer  aus  18  ge- 
zwirnten Fäden  bestehenden  Seidenschnur  von  5500  bis  6000  Meter  Länge, 
an  der  von  100  zu  100  Meter  Marken  angebracht  waren ; die  sich  von  einer 
Bolle  abwickelnde  Schnur  hielt  von  selbst  au,  wenn  das  Blei  den 
Grund  erreicht  hatte  und  wurde  dann  von  zwei  Mann  mittelst  einer 
Kurbel  wieder  aufgewickelt.  Zu  einer  Lothung  von  3000  Meter  Tiefe 
waren  etwa  l!4  Stunde  erforderlich.  Mit  Hanf  überzogene  Messingseile 
bewährten  sich  schlecht  und  rissen  leicht  durch  Schleifenbildung.  Die 
ausgedehntesten  und  grossartigsten  Tiefenmessungen  wurden  im  Atlan- 
tischen Ocean  ausgeführt  und  nach  ihnen  erschien  die  Legung  eines 
Telegraphentaus  quer  durch  diesen  Ocean  durchaus  nicht  unmöglich. 
Der  Hydrograph  und  Director  der  Sternwarte  zu  Washington,  Lieute- 
nant F.  M.  Maury,  berichtete  untenn  22.  Februar  1854  ausführlich  über 
die  im  Sommer  1853  vom  Lieutenant  0.  H.  Berry  man  ausgeführten 
Messungen  an  den  Marinesecretär  der  Vereinigten  Staaten  (Dingler’s 
Journal  133,  S.  74,  aus  Zeitschr.  d.  Telegr.-Ver.  1,  S.  142);  nach  diesen 
Messungen  war  zwischen  Neufundland  und  Irland  ein  regelmässiges 


*)  Mit  ähnlichen  Benkbleien  hatten  Bdrard  und  de  Tessan  schon  1831 
zwischen  Sardinien  und  den  Balearen  Tiefen  von  etwa  1500  Meter  gemessen. 
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Plateau  von  1500  bis  2000  Faden  Tiefe.  Die  vom  Meeresboden  mit  her- 
aufgebrachten Bodenproben  zeigten  kalkige  Schalen  mikroskopischer  Mu- 
scheln, woraus  man  auf  die  Abwesenheit  merkbarer  Strömungen  am  Bo- 
den dieser  Meeresstellen  schloss.  {Shaf fner ^ lei.  wer«.  S.  053.)  Die  bei 
diesen  Sondirungen  benutzte  Tiefseesonde  des  Lieutenant  J.  M.  Brooks 
zeigt  Fig.  28.  Eine  in  ihrer  Axe  durchbohrte  Kugel  k ist  mittels  teiner 
Schnur  f und  einer  Schlinge  ^ an  2 Haken  zweier  um  die  Axe  x drehbarer 
Hebel  aufgehängt  und  mit  dieser  Axe  ist  der  Schaft  s der  Sonde  fest  ver- 
bunden. Während  des  Niedergehens  hängen  Schaft  undKugel  an  der  straffen 
LothleineÄ  wie  Fig. 28a  zeigt;  sobald  jedoch  der  Schaft  auf  den  Boden  auf- 
stösst , wird  die  Leine  h schlaff,  die  Hebel  nehmen  die  in  Fig.  286  gezeich- 
nete Lage  an,  die  Schnur  f rutscht  von  den  Haken  ab  und  fällt  sammt  der 
Kugel  zu  Boden,  worauf  der  Schaft«  allein  wieder  aufgezogen  wird.  Eine 
etwas  einfachere  Einrichtung  des  oberii  Theils  ist  in  Fig.  28  d abgebildet. 
Das  untere  Ende  des  Schaftes  ist  hohl  und  entweder  blos  mit  Unschlitt  be- 
strichen, oder  er  enthält  3 Federkiele  (Fig.  28  c),  damit  in  dieselben  etwas 
von  den  Bestandtheileu  des  Bodens  eindringen  und  mit  emporgenommen 
werden  kann.  Weitere  Messungen  folgten  im  Herbst  1856;  bei  diesen  be- 
obachtete Berryman  die  gleichmässige  Abnahme  der  Geschwindigkeit  der 
niedergehenden  Sonde,  welche  er  auf  die  Reibung  der  Leine  am  Wasser 
schiebt;  bei  den  tieferen  Sondirungen  dauerte  das  Sinken  etwa  3 Stunden, 
das  Aufheben  besorgte  eine  kleine  Dampfmaschine  (Zcitschr.  d.  Tel.-Ver.  3, 
S.  232,  mit  Profil  des  Meeresbodens  zwischen  Irland  und  Neufundland,  aus 
Petermann’s  geographischen  Mittheilungen  1850,  S.  175).  Bei  den  1857 
von  Capitän  Dayman  vorgenommenen  Sondirungen  zwischen  Irland  und 
Neufundland  befand  sich  am  Endo  des  Schaftes  eine  federnde  Klappe, 
welche  beim  Sinken  die  Höhlung  offen  Hess , beim  Aufstossen  aber  durch 
die  darüber  weggleitende  Kugel  in  das  Innere  des  Stabes  hiiieingesclioben 
wurde  und  so  die  in  diesen  eingedrungenen  Bodenbestandtheile  absperrte, 
worauf  eine  zweite,  ursprünglich  über  der  ersten  sitzende  Kugel  mit  en- 
gerer Bohrung  auf  der  Feder  sitzen  blieb  und  deren  Rückgang  beim  Auf- 
ziehen verhinderte.  Das  in  Fig.  29  abgebildete  Tiefenloth  des  Lieutenant 
Fitzgerald  hat  ein  auf  2 Häkchen 6 der  Eisenstange  c sitzendes,  80  bis 
90  Pfund  schweres  Eisenstück  a ; am  Ende  der  Stange  c befindet  sich  ein 
Kästchen^,  welches  durch  die  Klappe/"  verschlossen  werden  kann;  dieLoth- 
leineÄ  ist  an  einem  Hebel  g befestigt,  welcher  mit  dem  einen  Ende  Ar  in  den 
Eisenstab  c eingesteckt  ist,  während  das  andere  Endet  mittelst  einer  Schnur« 
an  die  Klappe /*  geknüpft  ist,  so  dass  diese  beim  Sinken  das  Kästchen d 
nicht  verschliessen  kann;  stösst  jedoch  die  Sonde  mit  dem  Kästchen  auf 
dem  Boden  auf,  so  hakt  sich  das  Ende  Ar  des  Hebels«;  aus  dem  Stabe  6 aus, 
dieser  schlägt  um,  das  Senkgewicht  a hakt  aus,  das  Kästchen  d schaufelt  et- 
was vom  Meeresboden  auf  und  wird  vorangehend  beim  Aufziehen  des  Lothes 
von  der  Klappe  / verschlossen.  — Eingehendere  Mittheilungcu  über  die 
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Sondirnngen  des  Meeresbodens  und  die  Tiefenmessungen  gab  Schellen  in 
Weste  rmann’s  Monatsheften  1860,  Bd.  8,  S.  01. 

Von  grosser  Wichtigkeit  ist  ferner  die  Wahl  derLandungspunkte, 
welche  wo  möglich  frei  von  Klippen  sein  sollen;  heftige  Bewegungen  des 
Meeres  an  den  Landungspunktcn  erschw'eren  die  Landung  des  Taus  un'd 
setzen  dasselbe  einer  Beschädigung  durch  Abscheuern  aus.  In  der  Nähe 
der  Laudungspunkte  soll  sich  ferner  den  Schiffen  kein  passender  Anker- 
grund bieten,  damit  das  Tau  beim  Aufwinden  der  Anker  nicht  gefährdet 
ist.  Endlich  sollen  die  Landungspunkte  nicht  zu  weit  von  den  Uferstatio- 
nen entfernt  sein. 

Die  Schwierigkeiten  bei  der  Niederlegung  des  Taus  auf  dem  Meeres- 
boden hat  man  auf  verschiedene  Weise  zu  umgehen  versucht.  J.  J.  Lake 
schlug  vor,  das  Tau  an  Korkstücken  aufzuhäugen  und  später  am  Grunde 
durch  Anker  oder  Gewichte  festzuhalten  {Mcch.  Mag.  53,  S.  274).  H.  B. 
Wright  liess  sich  am  21.  August  1860  die  Benutzung  von  Bojen  beim  Le- 
gen und  zum  Schwebenderhalten  des  Taus  patcntiren.  {Mcch,  Mag.  15.  März 
1867,  S.  160).  Armand  in  Bordeaux  fertigte  1865  ein  neues  Tau,  angeblich 
eine  Erfindung  des  Kaisers  Napoleon,  welches  in  einer  Tiefe  von  30  bis  40 
Meter,  wo  das  Meer  selbst  bei  heftigen  Stürmen  ruhig  bleibt,  schwim- 
mend erhalten  werden  sollte  (D.  Ind.-Ztg.  1865,  S.  260).  W.  Bauer 
sprach  einen  ähnlichen  Gedanken  aus:  An  den  im  Atlantischen  Meere  zwi- 
schen Europa  und  Amerika  aufgefundenen  Höhenzügen  beträgt  die  Tiefe 
nicht  viel  über  500  Fuss;  an  diesen  Punkten,  in  Entfernungen  von  je  etwa 
40  geogr.  Meilen,  sollten  auf  versenkbaren,  mit  Leuchtthürmen  versehenen 
Schififen  Hauptstationen  errichtet  werden,  zwischen  denen  das  an  regel- 
mässig vertheilten  Schwimmern  hängende  Tau  in  200  Fuss  Tiefe  unter  dem 
Spiegel  hinziehen  sollte ; muss  ein  Stationsschiff  wegen  Sturm  in  die  Tiefe 
gehen,  so  lässt  es  an  der  Oberfläche  einen  durch  elektrisches  Licht  erleuch- 
teten Schwimmer  zur  Bezeichnung  seiner  Stelle  zurück;  so  wäre  zugleich 
die  Hauptschifffahrtsstrasse  über  den  Ocoan  bleibend  markirt  und  die  Schiffe 
hätten  die  Möglichkeit  eines  fast  ununterbrochenen  telegraphischen  Ver- 
kehrs mit  dem  Festland  (D.  Ind.-Ztg.  1864,  S.  368.)  Das  grosse  Gewicht  des 
vom  Schiff  herabhängenden  Taustücks  wollte  Patrick  M’Grade  dadurch 
vermindern,  dass  er  das  Tau  durch  Köhren  gehen  liess,  welche  an  Hilfs- 
tanen  so  aufgehängt  werden  sollten,  dass  sie  bremsend  auf  das  Telegraphen- 
tau wirken  könnten  {Civ.  Eng.  1859,  S,  324).  Die  Geschwindigkeit  des  Ab- 
laufens durch  am  Tau  angebrachte  Fallschirme  zu  mässigen,  war  nach 
einem  Vorschlag  von  Balestrini  schon  bei  der  Legung  des  Boua-Kabels 
versucht  worden,  jedoch  ohne  Erfolg.  (Delamarche,  Elemente  S.  67). 
Aebnlich  beabsichtigte  Pierre  Dronier  in  Entfernungen  von  je  200 
Metern  einen'Fallschirm  (Preis  4 Ngr.)  von  0,6  Metern  Durchmesser  anzu- 
bringen, damit  das  Tau  höchstens  mit  1 iCtetcr  Geschwindigkeit  ahlaufo ; 
diese  Schirme  sollten  aus  Segeltuch  passend  zugeschuitten,  durch  am  Um- 
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fange  befestigte  Stricke  so  an’s  Tau  gebunden  werden , dass  sie  sich  beim 
Eintritt  in’s  Wasser  schirmartig  auf  blähten  (D.  Ind.-Ztg.  1866,  S.  138).  lu 
England  wurde  vorgeschlagen,  das  Tau  nach  seinem  Ablaufen  vom  Schiff 
anfangs  durch  Bojen  aus  Kautschuk  oder  einem  andern  wasserdichten  Stoffe 
schwebend  zu  erhalten;  die  Bojen  sollten  2 Oeffnungen  bekommen,  von  de- 
nen die  eine  luftdicht  vcrschliessbar  sein  und  zum  EinfUllen  der  Luft  die- 
nen sollte,  während  die  andere  mit  einem  Drahtnetze  verschlossen  wird, 
welches  mit  einer  sich  im  Wasser  allmälig  lösenden  Substanz,  z.  B.  Gummi 
überzogen  ist,  so  dass  sich  das  Tau  senkt,  so  wie  sich  diese  Substanz  löst 
und  Luft  entweicht  (D.  Ind.-Ztg.  1864,  S.  50). 

Die  ersten  Unterseetaue  wurden  von  Segelschiffen  versenkt,  welche 
von  einem  oder  mehreren  Dampfern  geschleppt  wurden.  Bald  jedoch  er- 
kannte man,  dass  sich  ein  Dampfschiff  besser  eignen  müsse,  weil  man 
dessen  Bewegung  besser  überwachen  und  regeln  kann;  das  Schiff  muss  aber 
ausreichende  Stabilität,  Grösse  und  Tragfähigkeit  besitzen,  seine  kräftige 
Maschine  muss  einen  leichten  und  sichern  Gang  haben  und  das  Deck  eine 
freie  Bewegung  gestatten.  Wegen  der  am  Tau  befindlichen  beträchtlichen, 
aber  veränderlichen  Eisenmasse  kann  das  Kabelscbiff  den  Compass  nicht 
brauchen  und  deshalb  ist  bei  grösseren  Entfernungen  ein  besonderer  Dam- 
pfer als  Wegweiser  erforderlich.  Früher  Hess  man  das  'l'au  vom  Vordertheil, 
jetzt  vom  Hintertheil  ablaufen.  Im  Schiff  wird  das  Tau  gewöhnlich  in 
Rollen  von  möglichst  grossem  Durchmesser  gelegt , obgleich  hierbei  das  ah- 
laufende  Kabel  eine  die  Festigkeit  beeinträchtigende  Drehung  erfährt  und 
leicht  durch  Schleifenbildung  gefährdet  wird.  Um  die  Drehung  zu  um- 
gehen, könnte  man  das  Tau  in  Form  einer  8 legen,  allein  man  würde  dann 
wesentlich  mehr  Kaum  für  dasselbe  Tau  brauchen ; oder  man  könnte  das 
Tau,  falls  es  nicht  zu  gross  ist,  auf  Haspel  wickeln.  So  schlug  Capitäu 
Labrousse  vor,  auf 5 Haspeln  von  13  Meter  Länge  und  2 Meter  Trommel- 
Durchmesser  mit  Endscliciben  von  4 Meter  Durchmesser  je  160000  Meter 
(ll4  Tonnen)  eines  zwischen  Frankreich  und  Algier  zu  legenden  Taus  auf- 
zuwickeln (Dolamarche,  Elemente  d.  unters.  Tel.,  S.  62).  Auch  hat  man 
beim  Legen  des  Vama-Balaclava-Kabels  versucht,  durch  eine  besondere 
Maschine  jene  Drehung  wieder  zu  beseitigen.  Der  Raum,  in  welchen  das 
Tau  geladen  wird,  muss  ganz  frei  zugänglich  sein  und  beim  Ablaufen  dür- 
fen sich  dem  Tau  keine  unbeabsichtigten  Hindernisse  in  den  Weg  stellen. 
Die  Ladung  muss  natürlich  gleichmässig  über  das  Schiff  vertheilt  sein  und 
dieses  Gleichgewicht  darf  beim  Ablaufen  des  Taus  nicht  gestört  wer- 
den, was  sich  am  leichtesten  erreichen  lässt,  wenn  als  Ballast  für  das  Schiff 
Wasser  benutzt  wird.  Das  geladene  Tau  muss  sorgfältig  vor  zu  grosser 
Erwärmung  geschützt  werden,  um  so  mehr,  als  die  getheerte  Hanfliülle  sich 
selbst  zu  erhitzen  pflegt.  C.  William  Siemens  wies  diese  Selbsterhitzung 
mittelst  eines  Widerstandsthermometers  nach , welches  aus  mehreren , auf 
einen  18  Zoll  langen  Metallstab  auf  ge  wickelten  Lagen  mit  Seide  besponne- 
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nen  Kupferdrahtes  bestand  j wurde  mittelst  eines  DifFercntialgalvanometers 
(oder  einer  Wheatstone’schen  Brückej  der  Widerstand  dieser  Drahtrolle  ge- 
messen, so  konnte  mau  aus  der  innerhalb  der  gewöhnlichen  Temperatur- 
grenzen der  temperatur  proportionalen  Widerstandsänderung  die  Tempera* 
tur  bestimmen.  Siemens  wies  mit  solchen  Instrumenten  bei  demRangoon- 
Singaporc-Kabel  nach  dessen  Verladung  eine  stetige  tägliche  Temperatur- 
zunahme von  3®  F.  nach  und  zeigte  damit  zugleich,  wie  wichtig,  ja 
nothwendig  eine  öftere  Abkühlung  der  Taue  sei  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  7, 
8.  353). 

Welche  Linie  das  vom  Schiff  ins  Meer  herabhängende  Tau  bildet, 
hängt  von  der  Geschwindigkeit  des  Schiffs,  der  Geschwindigkeit  des  Ab- 
laufcns  und  des  Niedersinkens  des  Taus  im  Wasser  ab,  also  auch  von  der 
Tiefe  des  Wassers  und  dem  specifischen  Gewicht  des  Taus.  Im  Zustande 
der  Ruhe  w'ürde  das  Tau  eine  gemeine  Kettenlinie  bilden;  da  es  aber 
im  Wasser  niedersinkt  und  sich  auf  den  Boden  legt,  so  kann  es  dabei  auch 
eine  andere  Linie  bilden.  Abgesehen  von  den  in  der  Nähe  des  Schiffs 
stattfindenden,  bei  Bestimmung  der  Festigkeit  des  Taus  nicht  ausser  Acht 
zu  lassenden  Schwankungen  und  dem  Wellenschläge,  nimmt  Siemens  an, 
das  Tau  falle  senkrecht  zu  seiner  Richtung  mit  constanter  Geschwindigkeit 
und  bilde  daher  bei  constanter  Geschwindigkeit  des  Schiffs  eine  Gerade*), 
bei  zu-  oder  abnehmender  Schiffsgeschwindigkeit  eine  nach  oben  oder 
unten  gekrümmte  krumme  Linie  (Delamarche,  Elemente  S.  31,  34  u.  55). 
Natürlich  ist  die  Spannung  des  Taus  ausser  der  Tiefe  und  dem  specifischen 


*)  Nach  W.  Thomson  ist  heim  Gewicht  fy  der  Längeneinheit  des  Taues 
im  Wasser,  beim  Neigungswinkel  a der  Kabellinie  gegen  den  Horizont,  der  Was- 
serliefe  D und  der  Lunge  D:sin  a des  eingetauchten  Stücks  der  Druck  senkrecht 
gegen  die  Richtung  des  letzteren  W D rosctxsina  und  die  in  Richtung  des  Kabels 
infolge  der  Schwere  wirkende  Seitenkraft  14’ D (also  unabhängig  von«).  Lst  nun 
P die  transversale,  Q die  longitudinale  Seitenkraft  des  (sogenannten)  Keibungs- 
widersiandes,  den  dos  Tau  längs  der  im  Wasser  zu  durchlaufenden  Strecke  (für 
jede  Längeneinheit)  erfährt,  und  T die  Spannung  dos  Taues,  so  ist 

W D~T-\- Q - Ü'.sinu  und  Wcosa  = P. 

Entsprechen  nun  den  Componenten  P und  Q die  (hypothetischen)  Beschleunigungen 
p und  y,  so  ist  p=o.vina  und  qz=u  — v cos  a,  wenn  v die  Geschwindigkeit  des 
Schiffes,  n die  Geschwindigkeit  (Beschleunigung)  ist,  mit  welcher  das  Kabel  vom 
Schiff  abläuft;  der  Widerstand,  den  das  Kabel  findet,  ist  eine  Function  der  Ge- 
schwindigkeit und  diese  wird  sich  daher  während  des  Versenkens  ändern;  hätte 
man  nun  in  einem  bestimmten  Augenblicke  p,  und  , so  könnte  mau  Pzr= 
and  (J  = setzen  und  erhielte 

p,=r  sina  : Ycosa  und  q\  r=(a — vcosa  V fV  l) — T)  sina, 

welche  Ausdrücke  anwendbar  sind , wenn  das  Tau  unter  dem  Wasser  sich  gleich- 
förmig fortbewegt,  vorausgesetzt,  dass  sein  unteres  Endo  keine  Spannung  erleidet. 
Eine  Tabelle  für  i»:p,  findet  sich  in  Dinglcr’s  Journal  183,  S.  4D3.  — Vcrgl. 
ausserdem  Ciu.  Eng.  1859,  S.  317  und  4l2,  S.  273  und  S.  285. 
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Gewichte,  dem  Widerstande  des  Wassers  und  der  Stärke  der  Bremsung 
von  der  Gestalt  der  Linie  abhängig,  die  cs  im  Wasser  bildet.  Auf  alle 
Fälle  aber  muss  bei  wechselnder  Wassertiefe  und  bei  nicht  ganz  unveränder- 
licher Geschwindigkeit  des  Schiffs  auch  die  Geschwindigkeit  sich  ändern, 
mit  welcher  das  Tau  vom  Schiff  abläuft,  wäre  es  auch  nur,  damit  das  Tau 
auf  dem  Boden  keine  Schlingen  bilde  und  keine  unnöthige  Spannung  be- 
halteDaher  sind  stets  Vorrichtungen  zum  Reguliren  und  Messen  die- 
ser Geschwindigkeit  des  Ahlaufens  nothwendig.  Diese  und  die  Vorrich- 
tungen zur  Führung  des  Taus  auf  seinem  Wege  aus  dem  Schiffsräume  in 
das  Meer  mögen  hier  Erwähnung  finden. 

Bei  der  (missglückten)  von  Canning  geleiteten  Legung  eines  Taus  im 
St.  Lorenzbusen  im  August  1855  war  das  Tau  auf  dem  Segelschiff’  Sarah  L. 

ryant  verladen,  welches  vom  Dampfschiff  James  Adger  unter  Capitän 
Turner  geschleppt  wurde.  Das  Tau  lag  im  Schiffsräume  in  2 grossen  Rin- 
gen, wie  die  l'aue  in  den  Dockmagazinen.  Durch  eine  kleine  Oefliiung 
im  Deck  lief  das  Tau  über  eine  kleine  Walze  zu  einer  grossen  eisernen 
Trommel  von  12  Fuss  Durchmesser,  um  die  es  3 Mal  geschlungen  war,  dar- 
auf ebenso  viel  Mal  um  eine  zweite  eben  solche  Trommel  und  dann  über 
eine  dicke  Eisenstange  am  Stern  des  Schiffes  in  die  See;  die  Trommeln  wa- 
ren mit  m^htigen  Bremsen  versehen  und  ein  Zählwerk  an  ilinen  gab  die 
Zahl  der  Umdrehungen  und  die  Länge  des  ausgeschossenen  l'aus  an. 
32  Mann  regelten  beständig  im  Schiffsraum  die  Abwickelung  der  Ringe,  ver- 
hüteten Schleifen  und  Klänken  und  bedienten  die  Bremsen  auf  dem  Deck 
(Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  3 , S.  19).  Im  Juli  1850  w'urde  im  St.  Lorenzbusen 
ein  anderes  Tau  von  dem  Dampfer  Propontis,  Capitän  Goodwin,  unter 
Leitung  von  Samuel  Canning  ohne  jeden  Unfall  gelegt.  Das  Tau  war 
im  Schiffsraum  mit  grosser  Sorgfalt  so  untergebracht,  dass  jede  Lage  vom 
Centrum  aus  gegen  den  Umfang  sich  abrollte.  Von  der  Rolle  ging  das  Tau 
durch  einen  gusseisernen  Trichter  und  über  2 gusseiserne  Trommeln  von 
9 Fuss  Durchmesser  und  jo  1*4  Tonnen  Gewicht,  endlich  über  eine  Rolle 
am  Stern  des  Schiffs.  Ein  Zähler  an  der  Trommel  gab  die  ausgelaufene 
Länge  an.  Die  Bremsen  an  den  Trommeln  regulirten  das  Ablaufen,  so  dass 
sich  das  Tau  sanft  auf  den  Meeresboden  lagerte.  An  den  tiefsten  Stellen 
machte  das  Tau  einen  Winkel  von  25®  mit  dem  Wasserspiegel,  seinGewucht 
war  also  gerade  hinreichend,  der  fortschreitenden  Bewegung  des  Schiffs  das 
Gleichgewicht  zu  halten  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  3,  S.  175). 

Die  Ingenieure  W.  J.  Macquorn  Rankine  und  John  Thomson 


*)  Läuft  das  Tau  mit  einer  der  Schiffsgeschwiudiglicit  gleichen  Geschwindig- 
keit aus,  so  legt  es  .sich  auf  dem  (ebenen')  Meeresboden  ohne  Schleifen  und  ohne 
Spannung  nieder.  Wächst  die  Tiefe,  so  muss  die  Bremse  scharfer  angezogen  wer- 
den, um  der  Beschleunigung  im  Ablaufen  entgegen  zu  wirken;  bei  abnehmender 
Tiefe  ist  die  Bremse  zu  lüften. 
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suchten  durch  folgende  am  23.  Februar  1855  für  England  patentirte  Anord- 
nung die  grosse  Reibung,  Erhitzung  und  Abnutzung  des  Taus,  der  Eisen- 
stange  am  Hackbord,  der  Bremsen  und  sonstigen  Maschinerie  zu  vermin- 
dern und  Schleifenbildung  auf  den  Trommeln  zu  verhüten.  Zunächst  um- 
gaben sie  jede  Trommel  mit  einem  spiralförmig  um  die  Trommel  gelegten 
Band  aus  Stahl,  so  dass  für  jeden  Ring  des  Taus  ein  besonderer  Raum  zwi- 
schen den  Ringen  des  Bandes  vorhanden  war;  das  Band  ist  mit  seinen  En- 
den und  nach  Bedarf  auch  an  Zwischenpnnkten  am  Gestell  der  Maschinerie 
befestigt  und  bleibt  feststehen,  während  sich  die  Trommel  dreht.  Ferner 
ersetzten  sie  eine  oder  mehrere  Trommeln  durch  je  ein  paar  grosse  und 
starke  Rollen,  welche  am  Umfange  mit  kreisförmigen,  durch  Zwischenwände 
von  einander  getrennten,  nach  Erfordern  mit  Querriefen  versehenen  Ka- 
nälen mit  einer  zur  Taudicke  passenden  Tiefe  und  Weite  versehen  waren; 
je  2 Rollen  waren  in  derselben  Verticalebene  aufgestellt,  so  dass  das  Tau 
wechselsweise  halb  um  die  eine,  halb  um  die  andere  geführt  werden  kann, 
und  zwar  so  viel  Mal,  als  Kanäle  im  Umfange  vorhanden  sind ; dadurch  war 
ein  Durchgleiten  des  Taus  und  ein  Uebereinanderlegen  seiner  einzelnen 
Ringe  unmöglich  gemacht;  der  Durchmesser  der  Rollen  schwankt  je  nach 
der  Dicke  des  Taus  meist  zwischen  6 und  10  Fuss.  Ebenso  Hessen  sie  an 
Stelle  der  Eisenstange  am  Hackbord  eine  weit  genug  über  den  Stern  des 
SchiflFes  hinausragende  Trommel  oder  Rolle  treten,  von  welcher  das  Tau 
frei  ins  Meer  herabHef.  Zur  Regulirung  der  Geschwindigkeit  brachten  sie 
mehrere  doppeltwirkende  Pumpen  an,  welche  von  den  Rollen  oder  Trom- 
meln aus  in  Bewegung  gesetzt  wurden  und  Wasser  oder  Luft  durch  eine 
verstellbare  OefFnung  drängten;  dabei  wurde  zugleich  die  Erhitzung  in  den 
Maschinentheilen  vermindert  und  ausserdem  konnte  das  gepumpte  Wasser 
auch  zur  Abkühlung  des  Taus  und  der  betreffenden  Maschinentheile  be- 
nutzt werden  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  3,  S.  12). 

Robert  Stirling  Newall  zu  Gateshead  Hess  sich  am  14.  Mai  1855 
einen  Apparat  zur  Versenkung  von  Untersectauen  patentireu.  Das  Tau 
wurde  um  einen  aussen  glatten,  hölzernen  oder  eisernen,  vom  Boden  bis 
zur  Höhe  des  aufgerollten  Taus  reichenden  Kegel  gelegt,  während  es  durch 
einen  cylindrischeu  Mantel,  welcher  aus  im  Boden  und  Deck  befestigten 
und  durch  einen  in  der  Mitte  umgelegten  Reifen  zusammengehaltenen 
Stangen  gebildet  w'ar , unverrückbar  in  seiner  Lage  erhalten  wurde ; über 
dem  Kegel  befand  sieh  eine  Rolle,  deren  eine  Seite  genau  in  der  Achse  des 
Kegels  lag  und  nach  welcher  das  Tau  gelangte,  indem  es  durch  eine  Anzahl 
eiserner  Reifen  hindurchging ; diese  an  der  Decke  und  den  Seitenwänden 
aufgehängten  Reifen  umschlossen  die  Spitze  des  Kegels  nach  oben  hin  immer 
enger  und  engerund  sollten  das  Auseinanderffiegen  der  Tau  Windungen  infolge 
der  Centrifugalkraft  und  eine  Verwickelung  des  Taus  unmöglich  machen. 
Die  Windungen  des  Taus  wurden  von  aussen  nach  dem  Kegel  zu  gelegt, 
mussten  sich  also  beim  Versenken  von  innen  nach  aussen  abwickeln.  Zwi- 
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sehen  dem  Kegel  und  dem  Stern  des  Schiffs  waren  ein  oder  zwei  Brems- 
räder  von  8 bis  9 Fuss  Durchmesser  angebracht  (Dingler’s  Journal  146, 
S.  114). 

Aefanlich  waren  die  Einrichtungen  auf  der  Elba,  welche  im  September 
185"7  für  Newall  das  Tau  von  Bona  nach  Cap  Spartivento  legte.  Das  durch 
die  Eisenringe  aus  dem  Schiffsraum  kommende  Tau  lief  durch  eine  Knie- 
rinne und  dann  in  eisernen  Rinnen  nach  dem  Hinterthcil,  wo  eine  eiserne 
Trommel  von  8 Fuss  Durchmesser  auf  einem  Balkengerüste  ruhte;  in  der 
einen  Abtheilung  dieser  Trommel  lag  ein  Bremsband,  welches  durch  einen 
Hebel  beliebig  gespannt  werden  konnte;  in  der  andern  Abtheilung  der 
Trommel  war  das  Tau  4 bis  ö Mal  herumgeschlungen  und  eine  Vorrichtung 
unten  an  der  Trommel  schob  das  Tau  nach  seinem  ersten  Umgänge  zur 
Seite,  um  die  Stelle  des  Auflaufens  stets  frei  zu  halten  und  ein  Ueberein- 
anderlegen  der  Windungen  zu  verhüten.  Aus  einem  Kasten  floss  stets  kal- 
tes Wasser  auf  Jie  Trommel  herab.  Nach  Siemens’  Vorschlag  war  zur 
Messung  der  Tauspannung  und  zur  Milderung  des  Einflusses  der  Schwan- 
kungen des  Schifls  noch  ein  langer,  mit  Gewichten  beschwerter,  einarmiger 
Hebel  angebracht,  welcher  das  unter  einer  an  seinem  Endo  befindlichen 
Rolle  weglaufende  Tau  durchbog;  diese  Rolle  lag  genau  in  der  Mitte  der 
Entfernung e der  Trommel  von  dem  Gleitstück,  durch  welches  das  Tau  ab- 
lief; wurde  bei  der  durchbiegenden  Belastung  0 das  mit  A'  gespannte  Tau 
um  den  Winkel«  gegen  die  Horizontale  oder  um  die  Pfeilhöhe  h durchgobo- 
gen,8owar():  2A’’=rzsin  « = /< und  hieraus:  h=QeriyA  Ä*—  C^*.i 
mit  Hilfe  dieser  Formel  wurde  eine  Scala  berechnet,  so  dass  inan  mittelst 
eines  an  der  Rolle  befestigten,  auf  der  Scala  spielenden  Zeigers  jederzeit  die 
Spannung sofort  ablcsen  konnte,  wahrend  ein  Zählwerk  an  der  'rroiumel 
die  Länge  des  ahgelaufcnen  Taus  angab  (Delainarchc,  Elemente,  S.  95). 

Das  atlantische  Kabel  vom  Jahre  1857  wurde  zur  Hälfte  auf  dem  eng- 
lischen Dampfer  Agamemnon  von  92  Kanonen,  zur  Hälfte  auf  der  amerika- 
nischen Fregatte  Niagara  von  5200’I’onnen  eingeschifft;  auf  dem  Agamemnon 
bildete  es  einen  einzigen  Stapel  von  etwa  15 Meter  Durchmesser  und  4,5Me- 
ter  Höhe  und  die  Pjinschiffung  erfolgte  in  Greenwich,  wobei  in  24  Stunden 
etwa  50  Meilen  eingeschifft  wurden  und  etwa  30  Mann  die  Aufwickelung  hei 
Gasbeleuchtung  besorgten;  die  andere  Hälfte  wurde  zu  Birkenhead  erst  in 
grosse  Barken  geladen  und  bildete  auf  dem  Niagara  5 Stapel  von  13  Meter 
Durchmesser,  bei  deren  Anordnung  man  jedoch  ziemlich  sorglos  verfahren 
sein,  namentlich  für  ausreichenden  Schutz  gegen  die  Schiftsmaschinenwänne 
nicht  geborgt  haben  soll;  die  Einlegung  des  'Paus  begann  stets  voraRAud  des 
Stapels  aus  nach  dem  in  der  Mitte  befindlichen  Kegel  von  3 Meter  Durch- 
messer hin.  Die  Maschinerie  zum  Logen  nennt  Delamarche  (Elemente 
S.  81)  plump  und  complicirt;  sie  bestand  hauptsächlich  aus  4 Rollen A 
(Fig.  30)  von  1,6  Meter  Durchmesser  und  0,13  Meter  Breite,  auf  welche  sich 
das  'I'au  in  Form  einer  doppelten  8 aufwickeltc;  jede  Rolle  war  mit  einem 
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Zahnrade  von  denselben  Dimensionen  und  einer  Brerasscheibe  verbunden; 
über  eine  am  Hintertheile  befestigte  fünfte  Rolle  fiel  das  Tau  ins  Wasser. 
Ausserdem  waren  noch  2 grosse  Rollen  mit  5 Rinnen,  von  2 Meter  Durch- 
messer nnd  0,3  Meter  Breite,  in  Verbindung  mit  2^hnrädern  und  Brems- 
sebeiben  vorhanden,  zur  etwa  nöthigen  Wiederaufnahme  des  Taus.  Alles 
zusammen  wog  15  Tonnen  und  kostete  50000  Franken. 

Der  norwegische  Telegraphendirector  C.  Nielsen  beschreibt  das  Ver- 
fahren bei  der  Legung  von  24  Kabeln  an  der  norw'egischen  Küste  in  der 
Zeitschrift  d.  Telegraphen-Vereins  (0,  S.  1)  folgen  dermassen : Das  Tau  lag 
in  concentrischen  Ringen  und  jede  Schicht  war  zur  Verhütung  von  Verwir- 
rungen beim  Ablaufen  an  8 bis  12  Stellen  mit  der  darunter  liegenden  mittelst 
Kabelgarn  verknüpft.  Da  der  Kegel  nicht  in  der  Mitte  der  Ringe,  sondern 
gerade  unter  der  Luke  stand,  so  waren  von  den  entfernteren  Punkten  des 
freien  kreisförmigen  Raumes  schräge  Streben  nach  dem  Kegel  gelegt,  um 
das  Tan  zu  führen.  Oberhalb  des  Decks  lief  das  Tau  zunächst  über  den 
eisernen  Kopf  eines  Bockes  zum  Auslegapparat  und  zwar  zuerst  unter  einer 
Walze  weg,  dann  zwischen  verticalen  gusseisernen  Führungsplatten,  darauf 
zwischen  den  mit  starken  Eisenplatten  belegten  Backen  einer  Druckbremse 
hindurch,  einige  Mal  um  die  Haupttrommel,  über  eine  Walze  und  zwischen 
verticalen  Frictionswalzen  hindurch  nach  dem  über  dem  Heck  des  Schiffes 
befestigten  Rade,  von  dem  es  ins  Wasser  hinabschiesst.  Die  Haupttrommel 
hatte  6Fuss  im  Durchmesser;  in  ihrem  Kranze  befanden  sich  2 vertiefte  Rin- 
nen, die  eine  für  einen  Bremsriemen,  der  durch  einen  mit  Gewichten  zu  be- 
lastenden Druckhebel  gespannt  wurde,  die  andere,  ebenfalls  einfache,  aber 
breitere  für  das  Tau ; unter  der  Trommel  lief  das  Tau  über  eine  Rolle  und 
an  einem  seitlich  beweglichen  Abweiser  vorbei,  welcher  verhütete,  dass  sich 
seine  Windungen  auf  der  Trommel  über  einander  legten.  Die  verticalen 
Frictionswalzen  dienten  zum  Hemmen  des  Taus,  falls  es  bei  heftigen  Seiten- 
bewegungen des  Schiffs  aus  der  Rinne  des  Rades  am  Heck  geworfen  wurde. 
Die  ganze  Maschine  mit  Gestell,  aber  ohne  Kegel,  wog  12800  Pfund.  Boi 
Tiefen  bis  600  Fuss  ist  es  ausreichend,  wenn  die  Spannung  des  Taus  von 
einem  Manne  mit  dem  Fusse  geprüft  wird.  Bei  schroffem  Abhang  des 
Meeresbodens  an  der  Küste  wurde  das  Tau  am  Land  sicher  befestigt  und 
vom  Befestigungspunkte  bis  zur  Wasserlinie  in  hölzerne  Rinnen  gelegt; 
zur  Befestigung  dienten  Deckelbolzen  von  2 bis  3 Zoll  Länge  und  bis 
2 Zoll  Dicke,  welche  mit  einem  Gemisch  aus  Schwefel  und  Sand  in  grossen 
Felsblöcken  eingegossen  wurden;  das  mit  Blei  umwickelte  Tau  wurde  in 
die  Nuth  dieser  Bolzen  eingelegt  und  dann  der  Deckel  fest  aufgescliraubt. 
Wo  das  Tau  heftigem  Seegänge  ausgesetzt  war,  wurde  es  auf  kleinen  eiser- 
nen Kreuzen  befestigt  und  durch  diese,  so  weit  die  Brandung  reichte,  ausser 
Berührung  mit  dem  Meeresboden  erhalten. 

Die  Auslegmaschine  für  das  atlantische  Tau  vom  Jahre  1858  war  von 
Everett  constmirt.  Das  aus  dem  Schiffsräume  kommende  Tan  lief  über 
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mehrere  Leitrollen  zuerst  durch  ein  Führnngsrohr  über  eine  Scheibe  mit 
tiefer  Furche  oder  Rille  im  Umfange,  dann  auf  2 grosse  Räder  (F- Räder) 
mit  4 tiefen  Rillen  und  zwar  abwechselnd  von  dem  einen  Rad  zum  andern, 
indem  es  bei  der  ersten  obem  Rolle  des  ersten  Rades  eintrat,  oben  nach 
dem  zweiten  Rad  ging,  unten  nach  dem  ersten  zurück  u.  s.  f.,  bis  es  bei  der 
vierten  obern  Rille  des  zweiten  Rades  austrat;  von  da  ging  das  Tau  über 
eine  Leitrolle  nach  dem  Dynamometer  über  eine  zweite  gleiche,  in  gleicher 
Höhe  und  in  gleicher  Entfernung  vom  Dynamometer  befindliche  Leitrolle 
und  über  eine  letzte  Rolle  ins  Meer.  Auf  den  verlängerten  Axen  der  beiden 
grossem  F-Räder  sassen  je  2,  mit  ihrer  untern  Hälfte  in  Kühlwasser  ein- 
tauchende Bremsscheiben,  gegen  welche  man  durch  4 Stangen  die  4 Brems- 
ringe anpressen  konnte;  diese  4 Stangen  aber  wurden  mittelst  Winkelhebeln 
von  einem  an  einem  Stcuerrade  S (Fig.  31)  beim  Dynamometer  stehenden 
Arbeiter  bewogt,  da  sie  mittelst  einer  über  2Rollen  F,  u.  Fg gelegten  Kette  A . 
mit  dem  Steuerrade  verbunden  waren  und  so  von  diesem  aus  in  dem  einen 
Sinne,  beim  Nachlassen  des  Steuerrades  aber  durch  an  ihnen  angebrachte 
Gewichte  im  entgegengesetzten  Sinne  bewegt  werden  konnten.  Jenseits 
der  Bremsscheiben  sassen  auf  der  Axe  der  beiden  grossen  F-Räder  noch 
Zahnräder,  welche  durch  ein  in  sie  eingreifendes,  gemeinsames  Getriebe 
verbunden  waren  und  von  denen  das  eine  durch  eine  für  diesen  Zweck  vor- 
handene besondere  Dampfmaschine  in  der  Richtung  in  Umdrehung  versetzt 
werden  konnte,  dass  das  bereits  versenkte  'l’au  wieder  aufgenommen  wurde, 
die  Auslegmaschine  also  als  Aufwindemaschine  diente.  Das  Dynamometer 
zeigt  Fig.  31 ; das  Tau  T läuft  unter  der  Rolle  G hinweg,  deren  Axe  in  dem 
starken,  metallenen,  zwischen  2 gegenüberliegenden  Stahlbacken  (Coulis- 
sen)  auf  und  nieder  steigenden,  durch  das  angehängte  Gewicht  ff'  be- 
schwerten Gleitstück  G eingelagert  ist.  Je  geringer  nun  die  Spannung  des 
Taus  T ist,  desto  tiefer  muss  die  Rolle  G sinken,  und  demnach  kann  man 
aus  dem  Stande  des  an  der  Rolle  G befindlichen  Zeigers  auf  der  an  der  Cou- 
lisse  aufgetragenen  Scala  (1858  von  1200  bis  3000  Pfund)  stets  die  Spannung 
des  Taus  unmittelbar  ableson,  wenn  man  nur  durch  Anhängung  bekannter 
Gewichte  vorher  die  zu  den  verschiedenen  Spannungen  gehörigen  Stand-  , 
höhen  der  Rolle  G ermittelt  hat.  Die  Stange,  woran  das  Gewicht  W sitzt, 
trägt  unterhalb  in  einem  mit  Wasser  gefüllten  CyliiiderG  einen  Kolben,  da- 
mit der  Widerstand,  den  das  Wasser  der  Bewegung  des  Kolbens  entgegen- 
setzt, etwaige  Stösse  des  Taus  bei  plötzlichen  Spaunungsänderungen  infolge 
starker  Schwankungen  des  Schiffs  u.  dgl.  unschädlich  mache.  Eine  ähnliclie 
Einrichtung  verhütet  zu  grelle  Bewegungen  der  Bremsen.  — Das  Tau  lag 
1858  auf  dem  Niagara  in  6 Ringen;  die  Schiffsschraube  war  mit  einem  star- 
ken Eisengitter  umgeben,  damit  sich  dasTau  nicht  in  sie  verwickeln  konnte; 
das  Vordertheil  war  auch  mit  einer  Rolle  versehen,  um  nöthigenfalls  das 
Tau  am  Vordertheil  aufwinden  zu  können. 

Im  Jahre  1865  wurde  das  ganze  Tau  auf  dem  Great  Eastern  von  über 


4 


DIgitized  by  Google 


33 


Telegraphie.  Von  Dr.  Eduard  Zetzsciie. 

20000  Tonnen  Gehalt)  verschifft  und  lag  in  drei  20J  Fuss  tiefen  cylindri- 
drischen  Räumen  (Tendern),  von  denen  der  vordere  von  51^  Fuss  Durch- 
messer 693,  der  mittlere  von  öSj  Fuss  Durchmesser  809  und  der  hintere  von 
58 Fuss  Durchmesser  898 Meilen  Tau  aufnelimen  konnte.  Die  Auslegmaschine 
war  von  Canning  &-Clifford  mit  besonderer  Sorgfalt  so  gebaut,  dass 
das  Tau  leicht  festgehalten , seine  Geschwindigkeit  leicht  regulirt  w'crden 
konnte  und  möglichst  wenig  Torsion  zu  erleiden  hatte.  Dazu  waren 
6 T- Räder  R (in  Fig.  32)  mit  einer  tiefen  Rinne  auf  ihrem  Umfange  hinter 
einander  aufgestellt,  und  auf  dem  Umfange  eines  jeden  lag  eine  Reitrolle  r, 
deren  Axe  durch  Hebel  und  Gewichte  niedergehalten  wurde,  so  dass  sich 
die  Rolle  auf  den  Umfang  des  F- Rades  auflegtc.  Auf  den  Axen  der 
F- Räder  sassen  Bremsscheiben,  deren  Bremsringe  nach  Bedarf  angezogen 
wurden.  Das  Tau  ging  aus  dem  Schiffsräume  erst  über  eine  Leitrolle, 
dann  zwischen  den  Umfängen  der  0 F- Räder  und  der  darüberliegenden  Reit- 
rollen  in  gerader  Linie  (also  nicht  in  Form  einer  8,  wie  früher)  nach  einer 
kleinen  Leitrolle,  w^elche  ihm  die  Richtung  nach  einer  grossen  Trommel 
von  Q Fuss  Durchmesser  und  1 Fuss  Breite  gab,  auf  deren  Axe  2 Appold- 
sche  Bremsscheiben  sassen;  nachdem  es  in  4 Windungen  über  den  Umfang 
dieser  Trommel  gelaufen  war,  wurde  ihm  durch  eine  F- Rolle  die  Rich- 
tung nach  dem  Dynamometer  angewiesen , und  cs  lief  dann  über  eine  in 
gleicher  Entfernung  stehende  F- Rolle  über  die  letzte,  starke  und  gegen 
das  Abgleiten  gut  verw-ahrte  Rolle  am  Hintertheil  des  Schiffes.  Trommel 
und  Bremse  waren  doppelt  vorhanden,  und  falls  die  eine  den  Dienst  ver- 
sagte, konnte  die  andere  durch  eine  einfache  licbelvorrichtung  an  ihre 
Stelle  gesetzt  werden.  Die  Bremsscheiben  standen  mit  ihren  unteren 
Theilen  im  Wasser  und  die  Reitrollen  wurden  durch  beständigen  VTasser- 
zuBuss  von  oben  abgekühlt.  Die  Bremsen  w’urden  wüeder  durch  ein  beim 
Dynamometer  befindliches  Steuerrad  geöffnet  und  geschlossen;  sank  die 
Rolle  G des  Dynamometers  zu  tief,  so  lief  in  der  Regel  das  Tau  zu  schnell 
ab  und  die  Bremsen  mussten  angezogen  werden.  Die  Maschine  arbeitete 
vorzüglich  und  mit  so  wenig  Reibung,  dass  bei  offenen  Bremsen  das  Tau 
schon  durch  200  Pfund  durch  sie  hindurchgezogen  wurde.  Falls  das  Tan 
auf  dem  Schiff  reissen  oder  bei  ungünstigem  Wetter  gekappt  werden  sollte, 
hatte  man  ausser  anderen  Drahtseilen,  Bojen,  Enterhaken  u.  s.  vr.  ein 
5 Meilen  langes,  sehr  starkes  Drahtseil  an  Bord,  mit  Marken  in  je  100  Faden 
Entfernung;  das  eine  Endo  dieses  Seils  konnte  sofort  am  Tau  befestigt 
werden,  während  das  andere  Ende  an  einer  grossen  und  starken  Boje  hing; 
bei  einem  eintretenden  Unfall  konnte  man  also  mittelst  der  Boje  den  Ort, 
und  mittelst  der  Marken  am  Seil  die  Tiefe  erkennen,  in  der  das  Tau  am 
Meeresboden  lag.  Die  Aufwindemaschine  war  von  der  Auslegemaschine 
ganz  unabhängig  und  hatte  ihre  besondere  Dampfmaschine  (Schellen, 
d.  atlant.  Kabel  S.  71 ; Atlantic  Telegraph  S.  40). 

Bei  der  Legung  des  atlantischen  Taues  von  1860  waren  die  Auslege- 
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und  Aufwiiulemaschine  mit  2 Dampfmaschinen  von  70  Pferdekräfteu  ver- 
sehen, und  ersterc  liess  sich  auch  zum  Aufwinden  benutzen,  so  dass  dieses 
ebensowohl  vom  Hintertheil,  als  vom  Vordertheil  bewirkt  w'crden  konnte. 
Ein  340  Centn  er  schweres  Eisengitter  hielt  das  'rau  von  der  Schiffsschraube 
fern.  Der  zum  Auffischeu  des  Taues  von  1865  bestimmte  Apparat  war  von 
Penn  & Clifford  neu  construirt.  Das  Enterhakentau  von  1865  hatte 
nur  10,  das  von  1806  aber  20^  Tonnen  Tragfähigkeit,  und  nicht  allein  der 
Great  Eastern,  sondern  auch  seine  Begleitschiffe  Medway  und  Albany 
hatten  ganz  gleiclio  Ausrüstung  zum  Aufwinden.  Das  dazu  in  20  Meilen 
Länge  (je  7^  für  den  Great  Eastern  und  Medway,  5 für  den  Albany)  an- 
gefertigte Drahtseil  (Fig.  33)  hatte  6^  Zoll  Umfang  und  bestand  aus  den- 
selben mit  Manilahanf  umsponnenen  Eisendrähten  Nr.  13  (0,095  englische 
Zoll),  wie  die  Umhüllung  des  Tiefseetaues;  von  seinen  7 Litzen  umgaben 
6 die  7.  spiralförmig;  ebenso  die  7 Drähte  jeder  Litze.  Ilierzu  kamen 
5 Meilen  Drahtseil  für  die  Bojen,  deren  grösste  mit  200  Centner  Zugkraft 
nach  oben  an  das  bis  auf  eine  gew'isso  Höhe  gehobene  Tau  gelegt  w'erden 
sollte,  während  die  mittleren  zur  Befestigung  des  Tauendes  bei  etwaigem 
Reissen  oder  Kappen  bestimmt  waren  und  die  kleinsten  als  Markzeichen 
dienen  sollten.  Im  Ganzen  wurden  14  Bojen  gelegt  und  12  davon  wieder 
aufgenommen.  Au-sser  den  gewöhnlichen  Enterhaken  hatte  man  eine  in 
Fig.  34  abgebildete  Sorte,  deren  10 — 12  Zoll  hohe  Klauen  von  je  10  Tonnen 
Tragfähigkeit  mit  starken  Sperrfedern  versehen  waren,  damit  sie  das 
einmal  gefasste  'Pan  beim  Weiterschleifen  auf  dem  Meeresboden  zwischen 
Feder  und  Klaue  festhalten  könnten,  und  eine  andere  Sorte,  deren  Klauen 
auf  der  Innenseite  mit  stählernen  Messern  besetzt  waren,  an  denen  das 
gefasste  Tau  beim  in  die  Höhe  ziehen  durch  sein  eigenes  Gewicht  sich 
durchschneiden  sollte.  Die  Schaufelräder  des  Great  Eastern  wurden  von 
einander  getrennt,  damit  sie  nach  Bedarf  beide  zugleich  oder  jedes  einzeln 
arbeiten  könnten.  Zwei  Dampfkessel  wurden  ausser  Dienst  gestellt,  weil 
sie  den  vorderen  Kabeltendern  so  nahe  lagen,  dass  die  von  ihnen  aus- 
gestrahlte Wärme  die  Guttapercha  hätte  erweichen  können.  Im  vorderen 
Tender  lagen  670  [Meilen  Tiefsee-  und  3 Meilen  Küstentau,  im  mittleren 
865  und  im  hinteren  839  Meilen  Tiefseetau;  der’ Dampfer  Medw'ay  von  1900 
Tonnen  trug  400  Meilen  Reservetau  (Schellen,  das  atlant.  Kabel,  S*  95;  ' 
ihe  Allaulic  Telegraph^  S.  80), 

Der  Versenkung  der  Taue  schenkt  auch  Civil  Engineer  and  ArchitecU 
Journal  (z.  B.  1859,  S.  29,  273,  285)  wiederholt  eingehende  Beachtung. 

4.  Das  Wiederaulhelimen  und  die  Wiederherstellung  schadhafter  Dnterseetaue. 

Ist  eine  Unterseeleitung  beschädigt  worden,  so  wird  zuerst  die  Lage 
der  schadhaften  Stelle  auf  einer  Seekarte,  in  welche  die  Lage  des  Taues 
genau  eingetragen  ist,  durch  Widerstandsbestimmungen  ermittelt*),  darauf 

*)  1'-»  geschieht  (lies  ähnlich,  wie  i>ci  unterirdischen  Linien ; vergl.  Dub,  die 
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sücbt  man  an  der  betreffenden  Stelle  das  Tau  mit  einem  Anker  zu  fassen, 
hebt  es  behutsam,  legt  es  in  die  Rinne  einer  Rolle  an  der  Seite  des  Schiffs, 
welches  darauf  dem  Tau  entlang  der  schadhaften  Stelle  entgegen  fahrt. 
Ist  das  Tau-  zerrissen,  so  schiesst  es  schnell  von  der  Rolle  hinab,  wenn  man 
sich  der  Bruchstelle  nähert;  man  zieht  dann  beide  Enden  an  Bord,  prüft 
sie  auf  ihre  Isolation,  setzt  ein  neues  Stück  Tau  ein  und  lässt  es  behutsam 
wieder  hinab,  damit  sich  keine  Schlingen  oder  Knoten  bilden.  Ist  das  Tau 
nicht  zerrissen,  sondern  blos  beschädigt,  so  wird  es  je  nach  Erfordern  blos 
ausgebessert  oder  das  schadhafte  Stück  durch  ein  neues  ersetzt.  — Bei  der 
genauen  Bestimmung  und  endlichen  Austrennung  der  Fehlerstelle  sind 
Proben , bei  welchen  die  Leitungsdrähte  im  Tau  durchgeschnitten  werden 
müssen,  nicht  zu  umgehen  (vergl.  auch  Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  ß,  S.  51).  Der 
dänische  Telegraphen-Inspector  Loren zen  hat  hierzu  eine  einfache  Vor- 
richtung construirt,  welche  gestattet,  die  Leitungen  des  Taues  zu  tren- 
nen , ohne  die  Schutzdrähte  zu  durchschneiden.  Zu  beiden  Seiten  der 
Stelle,  wo  man  die  Leitungen  trennen  will,  werden  in  etwa  2^  Fuss 
Entfernung  von  einander  2 Klemmen  (wie  Fig.  35)  auf  das  'J'au 
geschraubt,  in  entgegengesetzter  Richtung  umgedreht,  bis  die  sich  in  die 
Riefelung  fest  einlegenden  Schutzdrähte  gerade  gerichtet  sind;  darauf  wer- 
den 2 Zugschrauben  über  die  Handgriffe  der  Klammem  gelegt  und  die 
Schrauben  angezogen,  wodurch  die  Schutzdrähte  sich  so  weit  auseinander 
begeben,  dass  man  bequem  zur  Seele  gelangen,  die  Hanfumwickelung  lösen 
und  die  Guttaperchadrähte  durchschneiden  kann.  Nach  beendeter  Unter- 
suchung entblösst  man  den  Kupferdraht  an  beiden  Enden  etwa  1 Zoll  lang, 
stösst  die  Enden  stumpf  an  einander,  legt  ein  1*^  bis  2 Zoll  langes  Stück 
Kupferdraht  seitwärts  daneben,  umwickelt  mit  feinem  Kupferdraht  und  ver- 
löthet  gut,  umgiebt  den  Draht  mit  Chatterton’s  Compound  und  Guttapercha^ 
wickelt  den  Hanf  um,  entfernt  die  Zugschrauben  und  dreht  mittelst  der 
Edemmen  die  Schutzdrähte  wieder  in  ihre  ursprüngliche  Lage  (Zeitschr.  d. 
Tel.-Ver.  12,  S.  72).  — C.  Lair  erleichtert  die  Löthung  dadurch,  dass  er 
die  beiden  Tauenden  durch  dieOeffnungen  eines  Rahmens  einführt  (Fig.  30), 
die  zurückgeschlagenen  Eisendrähte  um  einen  schwach  conischen  Ring 
stülpt  und  so  einen  die  Enden  festhaltenden  Knopf  bildet,  worauf  die  blos 
gelegten  Kupferdrähte  zusammengedreht,  gelöthet  und  wieder  mit  Gutta 
percha  überzogen  werden  (/>«  Moncel^  traile^  S.  289).  — Fig.  37  ver- 
anschaulicht die  von  Latimer  Clark  vorgeschlagene  Art  und  Weise  der 
Verbindung  zweier  Kabelstücke  (Dingler’s  Journal  183,  S.454).  In  eigen- 
thttmlicher  Weise  stellte  der  technische  Inspector  der  Schweizer  Telegra- 
phen, M.  Hipp,  im  December  1858  das  einige  Monate  zuvor  im  Vierwald- 
städter See  von  Bauen  nach  Flüelen  (18000  Schweizer  Fuss  Entfernung, 


Anwendung  des  Elektro-Magnetisraus,  Berlin  1803,  S.  171;  Schellen,  d.  elektro- 
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grösste  Tiefe  700  Fuss)  gelegte  Tau  wieder  her.  Der  Leitungsdraht  dieses 
Taus  war  mit  Guttapercha  isolirt,  durch  ein  mitTheer  getränktes  Hanfband 
geschützt  und  mit  2 Eisenhändei-n  der  Art  umwunden,  dass  das  zweite  die 
vom  ersten  gelassenen  Lücken  überdeckte.  Gewicht  60  Centner,  Werth 
10000  Francs.  Die  Voruntersuchung  deutete  auf  einen  Fehler  in  2000  Fuss 
Entfernung  vom  Ufer  bei  Flüelen;  das  Tau,  welches  sich  in  den  Schlamm 
versenkt  hatte,  w’urde  an  dieser  Stelle  aus  300  Fuss  Tiefe  empor  gehoben, 
zeigte  an  der  für  verdächtig  gehaltenen  Verbindungsstelle  keinen  erheb- 
lichen Fehler,  vielmehr  waren  beide  Theile,  der  aufgehobene  kürzere  und 
der  längere,  fehlerhaft,  weil,  wie  sich  später  ergab,  die  Guttapercha  spröd 
und  rissig  geworden  war;  das  kürzere  Stück  wurde  durch  ein  neues  ersetzt, 
das  längere  aufzuheben  war 'misslich , weil  die  Eisenbänder  den  Draht  zu 
wenig  vor  dem  Reissen  schützten.  Einen  so  starken  Strom  durch  das  Tau 
zu  senden,  dass  die  Erwärmung  des  Drahts  zumErweichen  der  Guttapercha 
ausreichte,  war  kostspielig  und  konnte  misslingen.  Hipp  ging  daher  dar- 
auf aus,  durch  die  Einwirkung  einer  starken  Batterie,  deren  positiver  Pol 
mit  der  Leitung  verbunden  wurde,  den  Kupferdraht  zu  oxydiren  und  mit 
seinem  Oxyd  die  Risse  der  Guttapercha  auszufüllen.  Er  beauftragte  dem- 
gemäss das  Telegraphenbureau  Luzern,  diese  Operation  mit  einem  constan- 
ten  Strom  von  72  Elementen  vorzunehmen  und  zwar  im  Bureau  Luzern 
selbst,  welches  9 Stunden  von  der  Stelle  des  Vierwaldstädter  Sees  entfernt 
ist,  wo  das  Tau  cingesenkt  ist;  der  Strom  musste  also  durch  diese  Leitung 
gehen.  Der  Stromverlust  betrug,  wenn  die  Leitung  jenseits  des  Vierwald- 
städter Sees  unterbrochen  wurde,  32  bis  36”  eines  Galvanometers  mit  32Um- 
windungen , an  dem  die  Stärke  des  gewöhnlichen  Telegraphirstroms  30  ” 
betrug.  Den  5.  Deceraber  Morgens  begann  die  Operation  und  am  8.  betrug 
die  Ableitung  auf  der  unterseeischen  Leitung  von  Luzern  nach  Altdorf  nur 
3®,  von  Altdorf  nach  Luzern  nur  2**;  am  ersten  Tage  war  die  Ableitung 
gleich  stark  geblieben,  am  zweiten  Tage  auf  20”  und  am  dritten  auf  8”  herab- 
gegangen; erst  nach  3 Wochen,  während  welcher  Zeit  die  Batterie-immer  in 
gutem  Stande  erhalten  wurde,  war  der  Verlust  nur  noch  1”.  Ein  Ver- 
such im  Kleinen  weist  nach,  dass  nicht  nur  eine  Spalte  in  der  Guttapercha 
unter  Wasser  mit  Oxyd  ausgefüllt  werden  kann,  sondern  dass  sich  auch 
dieses  Oxyd  unter  fortdauernder  Einwirkung  des  Stroms  auftrocknen  lässt 
(Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  4,  S.  73). 

Gestützt  auf  die  im  Jahre  1866  gemachten  Erfahrungen  führte  Lati- 
iner  Clark  einen  neuen  pneumatischen  Regulator  und  einen  ankerartigen 
Enterhaken  aus,  welche  beide  bereits  patentirt  sind  (Din  gl  er' s Journal  183, 
S.  450,  aus  Mech.  Mag.  XVI,  S.  40).  Bei  dem  Regulator  ist  die  Scheibe, 
welche  von  dem  über  2 entsprechende  Führungsrollen  zu-  und  abgeführten 
Tau  getragen  wird,  an  einem  Kolben  in  einem  hohen,  5 bis  6 Fuss  Aveiten 
(''ylinder  befestigt;  der  Raum  unter  dem  Kolben  steht  aber  durch  ein  mit 
einer  Klappe  vcrselienes  Rohr  mit  einem  Behälter  in  Verbindung,  in  wcl- 
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chem  die  Luft  durch  Pumpen  entsprechend  verdünnt  wird;  bei  sich  ändern- 
der Spannung  in  dem  ablaufenden  oder  aufzuwindendeu  Tau  steigt  der 
Kolben  in  seinem  Cylinder  auf  oder  nieder.  Soll  dieser  pneumatische  Re- 
gulator beim  Auslegen  eines  Taus  benutzt  worden,  so  muss  die  Bremsvor- 
richtung mittelst  eines  ähnlichen  Lufteylinders  mit  dem  eben  erwähnten  so 
verbunden  werden,  dass  bei  jeder  Zunahmevder  Spannung  im  ablaufcnden 
Tau  das  Bremswerk  so  weit  gelüftet  wird,  dass  eine  das  Tau  gefährdende 
Spannung  oder  gar  ein  Keissen  des  Taus  verhütet  wird.  — Den  Enterhaken 
hat  Clark  so  eingerichtet,  dass  er  beim  Zusammentreffen  mit  dem  Kabel  au 
seiner  Vorder- oder  Rückseite  dasselbe  zwischen  2 Platten  einklemmt  und 
beim  Aufwärtsziehen  zerschneidet,  den  eingeklemmten  'rheil  zu  'rage  bringt» 
das  abgeschnittene  oder  abgerissene  Ende  aber  auf  den  Boden  zurUckfallen 
lässt. 


4 


II. 

üeber  die  Formveränderimgen  prismatischer  St&be  durch 

Biegung. 

Von 

Gustav  Ad.  V.  Peschka, 

Professor  um  k.  k.  technischen  Institute  in  Brünn. 


Di«  Formverämlernngen , welche  feste,  elastische  Körper  unter  dem 
Einflnsse  iiiisserer  Kräfte  erfahren,  sind  bereits  vielfach  Gegenstand  ein- 
gehender Studien  gewesen.  Die  wissenschaftlichen  Untersuchungen 
stützten  sich  auf  Grundgleichungen , die  auf  einer  Hypothese  beruhten, 
welche  aller  Wahrscheinlichkeit  nach  als  richtig  angesehen  werden  muss. 
Die  Lösung  obgenannter  Gleichungen  bestimmt  die  llaumveränderung 
einzelner  Moleküle,  ausgedrückt  durch  die  sie  beeinflussenden  Kräfte  und 
durch  die  Coordinaten  ihrer  Anfangslagen. 

Da  jedoch  jene  Gleichungen  partielle  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung  sind,  so  blieb  man  auch  von  der  strengen  Bestimmung  dieser 
Raumveränderungen  weit  entfernt.  Nur  einige  wenige  Gesetze,  wie  z.  B. 
jenes  der  Aenderung  der  Ausdehnung  (Dilatation)  nach  verschiedenen 
Richtungen  von  einem  Punkte  aus,  gestatteten  eine  einfache  und  elegante 
Ausdrucksform;  aber  selbst  hierfür  gestalten  sich  die  Näherungsformeln  für 
die  inneren  Spannungen  so  complicirt,  dass  sie  eine  praktische  Anwendung 
nicht  wohl  zulassen. 

Man  machte  deshalb  in  speciellen  Fällen  specielle,  auf  Wahrschein- 
lichkeit beruhende  Annahmen,  wodurch  die  Schwierigkeiten  der  Integration 
grossenthcils  umgangen  wurden.  Eine  der  ältesten  Voraussetzungen  ist 
die,  „dass  der  Widerstand,  den  ein  dünner  prismatischer  Stab  dem  Biegen 
durch  äussere  Kräfte  an  irgend  einer  Stelle  seiner  Länge  entgegensetzt, 
dem  Krümmungshalbmesser  seiner  Axe  in  eben  demselben  Punkto  um- 
gekehrt proportional  sei“;  eine  Hypothese,  von  welcher  schon  Bernoulli 
unter  Annahme  einer  elastischen  Linie,  d.  i.  eines  Stabes  von  unendlich 
kleinem  Querschnitte,  Gebrauch  machte. 
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In  der  That  ist  diese  Annabrae,  wenn  sie  auf  Stäbe,  deren  Quer- 
schnitte nicht  sehr  klein  sind,  angewendet  wird,  diejenige,  welche  für  die 
Praxis  äusserst  nützliche  Kesultato  liefert,  und  welche,  wie  bekannt, 
die  Grundlage  einer  Theorie  wurde,  die  durch  Navier,  Poncelet, 
Morin  und  Andere  ausgebildet  und  durch  Erfahrungen  bereichert  uud 
gefestigt,  allgemeine  Verbreitung  fand. 

In  dem  Folgenden  wollen  wir  es  versuchen,  die  F^rmveränderung 
prismatischer  Stäbe  durch  Biegung  unter  consequentem  Festhalten  an  einer 
gegenwärtig  allgemein  üblichen  Hypothese  durchzuführen.  Die  sich  er- 
gebenden Resultate  sind  der  Hauptsache  nach  keineswegs  neu;  daher  das 
Vorliegende  eigentlich  als  eine  Studie  anzuseheu  sein  wird,  bei  welcher 
vielleicht  wenigstens  die  Darstellung  einige  Beachtung  verdienen  dürfte. 


Voranssetznngeii.  Zum  Behufe  einer  befriedigenden  Lösung  der  uns 
gestellten  Aufgabe  werden  sowohl  bezüglich  des  Körpers  während  der  Be- 
einflussung durch  äussere  Kräfte,  als  auch  hetrefifs  der  mit  der  Formver- 
änderung desselben  im-  Zusammenhänge  stehenden  Vorgänge  im  Innern 
des  Stabes , gewisse  Voraussetzungen  gemacht  werden  müssen.  Selbst- 
verständlich müssen  diese  Annahmen  von  der  Art  sein,  dass  deren  Zu- 
lässigkeit entweder  schon  an  und  für  sich  in  der  Natur  der  Sache  begründet 
erscheint,  oder  doch  wenigstens  insofern  als  naturgcmäss  bezeichnet  wer- 
den können,  als  man  unter  Voraussetzung  ihrer  Richtigkeit,  ohne  auf 
Widersprüche  zu  stossen,  zu  Resultaten  gelangt,  die  sich  erfahrungsgemäss 
als  richtig  bewahrheiten. 

а.  Eine  lineare  Aufeinanderfolge  der  Moleküle  eines  Körpers  wollen 
wir  eine  Faser  nennen  und  voraussetzen,  dass  die  Richtung  der  Fasern 
immer  parallel  sei  mit  der  Richtung  der  Molekularkräfte.  Letztere  wider- 
setzen sich  der  Formveränderung  und  leisten  somit  den  äusseren,  die 
Festigkeit  des  Körpers  beanspruchenden  Kräften  Widerstand. 

Ein  homogener  stabförmiger  Körper  von  congruentem  Normalquer- 
scbnitt  wird  daher  als  ein  Bündel  ganz  gleicher  Fasern  anzusehen  sein,  oder 
der  gerade  Stab  sowohl,  als  auch  der  gekrümmte  besteht  aus  unendlich 
vielen  unter  einander  parallel  laufenden  Fasern,  die,  als  mathematische 
Linien  betrachtet,  in  parallelen  Ebenen  liegen. 

б.  Alle  Atome,  welche  ursprünglich  in  einem  ebenen  Querschnitte 
lagen,  sollen  auch  im  gebogenen  Zustande  in  einer  Ebene  liegen,  die  an 
den  betrefifenden  Stellen  der  Faser  auf  dem  Faserelementc  senkrecht  steht. 

Unter  Querschnitt  des  Stabes,  welchen  wir  durchgehends,  d.  i.  in  der 
ganzen  Länge  des  Stabes  als  sich  gleichbleibeud  annehmen  wollen,  ver- 
stehen wir  jene  Figur,  die  erhalten  wird,  wenn  sämratliche  Fasern  durch 
eine  Ebene  normal  geschnitten  werden. 

Die  Verbindungslinie  der  Schwerpunkte  aller  aufeinanderfolgenden 
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Querschnitte,  welche  wir  uns  als  eine  Curve  denken,  heisse  die  Axe  oder 
die  Axenfaser  des  Stabes. 

c.  Durch  die  Axe  und  den  Querschnitt  des  Stabes  ist  die  Gestalt  des- 
selben vollkommen  bestimmt. 

Die  Ebene  der  Axe  des  stabförmigen  Körpers  heisse  dessen  Biegungs- 
oder auch  Hauptbiegungsebene.  In  dieser  Ebene  denken  wir  uns  alle  den 
Stab  angreifenden  Kräfte  wirkend. 

d.  Die  Atome  eines  und  desselben  Querschnittes  behalten  ihre  relative 
Gegeneinnnderlageriing  bei;  es  ändert  sich  also  durch  die  Biegung  weder 
die  Form,  noch  die  Grösse  des  Querschnittes. 

c.  Nach  der  Biegung  bleiben  die  Fasern,  wie  zuvor,  unter  einander 
parallel,  treten  aus  ihren  Ebenen  nicht  heraus  und  bilden  alle  ursprünglich 
geradlinigen  Fasern  im  gebogenen  Zustande  des  Stabes  zur  äussersten 
Faser  äquidistante  Linien. 

f.  Die  Biegung  des  Stabes  sei  von  der  Art,  dass  die  für  die  Aus- 
dehnung und  Zusammendrückung  von  Stäben  innerhalb  der  Elasticitäts- 
• grenze  geltenden  Gesetze  ihre  volle  Giltigkeit  behalten. 

Obwohl  diesen  Voraussetzungen  ein  eingespannter  und  belasteter 
Stab  niemals  mathematisch  genau  entsprechen  wird,  so  mussten  denn  doch 
diese  Annahmen  vorausgeschickt  werden,  weil  bei  starken  Belastungen 
und  bei  einem  leicht  zusammendrückbaren  Materiale  so  complicirte 
Molekularvcrschiebungen  und  Formveräuderungen  eintreten,  dass  es  ganz 
unmöglich  ist,  diese  durch  Rechnung  zu  bestimmen.  Die  gemachten  An- 
nahmen haben  aber  zugleich  eine  wichtige  praktische  Bedeutung;  denn 
sie  sprechen  die  Bedingungen  aus,  denen  jeder  auf  Biegungsfestigkeit  be- 
anspriiclite  Bestandtheil  genügen  muss,  um  als  solides  Glied  irgend  einer 
Construction  betrachtet  werden  zu  können. 

A.  Wir  werden  zuerst  eineu  Stab  betrachten,  der  an  dem  einen 
Ende  festgehalten  und  an  dem  anderen  Ende  belastet  er- 
scheint. 

Obwohl  dieser  Fall  in  der  Wirklichkeit  verhältnissmässig  selten  vor- 
kommt, so  wollen  wir  denn  doch  von  demselben  ausgehen,  weil  sich  auf 
ihn  alle  anderweitigen  Biegungsfälle  zurückführen  lassen. 

Gleichgewichtsbedingungen.  Soll  in  einem  Stabstücke,  das  zwischen 
einem  beliebigen  Quer.schnitto  F,  und  dem  Stabende  liegt,  Gleichgewicht 
stattfinden,  so  müssen  selbstverständlich  die  in  diesem  Querschnitte  durch 
die  Belastung  und  durch  die  hiermit  im  Zusammenhänge  stehende  Form- 
veränderung (Biegung)  wachgerufenen  Kräfte,  welche  theils  in  der  Ebene 
des  Querschnittes,  theils  senkrecht  auf  dieselbe,  jedoch  parallel  zur 
Biegungsebene,  wirken,  mit  den  äusseren  Kräften  im  Gleichgewichte  sein. 

Die  Bedingungen,  die  zu  erfüllen  sein  werden,  damit  der  Gleich* 
gewichtszustand  eiutrete,  lassen  sich  kurz  folgend  zusammenfassen. 
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Denken  wir  uns  nämlich  jede  einzelne  Kraft  in  zwei  beliebige  Kräfte 
zerlegt,  deren  Richtungen  zweckmässigerweise  so  gewählt  werden  können, 
dass  sie  mit  den  Coordinatenaxen  OX  und  OY  (der  Ursprung  derselben 
werde  mit  0 bezeichnet)  zusammenfallen  oder  zu  denselben  parallel  sind 
und  in  der  Biegungsebene  liegen,  so  muss: 

«)  die  Summe  der  Componenten  aller  Kräfte  geschätzt  nach  zwei 
beliebigen  Richtungen  gleich  Null  sein,  und 

h)  die  algebraische  Summe  ilirer  statischen  Momente  in  Bezug  auf 
eine  durch  den  betreffenden  Punkt  der  Axenfaser  gehende,  auf  der  Ebene 
der  Figur  senkrecht  stehende  Axe  gleich  Null  sein. 

Die  Momente  der  Kräfte  werden  als  positiv  oder  negativ  betrachtet, 
je  nachdem  die  Drehung  im  Sinne  von  der  positiven  Abscissenaxe  zur 
positiven  Ordinatenaxe,  oder  umgekehrt  geschieht. 

Um  einen  ersten  Ausdruck  für  jene  inneren  Kräfte  zu  erhalten,  wird 
die  Betrachtung  eines  zweiten,  dem  ersten  unendlich  nahen  Querschnittes 
und  die  der  Aenderung  ihrer  gegenseitigen  Lage  nach  der  Biegung  nöthig 
sein. 

Der  ursprüngliche  Zustand  des  Stabes  heisse  der  erste,  jener  nach 
der  Biegung  der  neue  oder  zweite. 

Im  ersten  Zustande  schneiden  sich  die  Querschnitte  und  in  einer 
Geraden,  welche  auf  der  Hauptbiegungsebene  senkrecht  steht  und  letztere 
im  Punkte  trifft.  Versteht  mau  unter  F,  und  Fj  zugleich  die  Schwer- 
punkte der  zwei  vorerwähnten  Querschnitte,  so  ist  offenbar  der  Krüm- 
muDgsmittelpunkt  der  Axenfaser  für  das  Intervall  F,  F,  und  A^  F^  und  F, 
als  die  Durchschnittslinien  der  Querschnittsebenen  mit  der  Biegungsebene, 
deren  Krümmungshalbmesser,  welche  den  unendlich  kleinen  Winkel  or, 
einschliessen  und  die  wir  mit  p,  bezeichnen  werden. 

Im  zweiten  Zustande  wollen  wir  die  correspondirenden  Grössen  mit 
9 benennen. 

Was  von  der  Schwerpunktsfaser  gilt,  hat  selbstverständlich  auch  be- 
züglich aller  übrigen  Fasern  seine  Richtigkeit.  Die  Krüminungsmittel- 
punkte  derselben  werden  säinmtlich  auf  der  in  A^  zur  Ilauptbiegungsebene 
errichteten  Normalen  liegen  und  wieder  als  die  Durchschuittspuukte  jener 
Geraden  mit  den  respectiven  Biegungsehenen  erscheinen. 

Denken  wir  uns  durch  F,  eine  auf  die  Biegungsebene  senkrechte  Ge- 
rade gezogen  (in  der  Folge  werden  wir  diese  Gerade  kurz  mit  F,  benennen) 
und  betrachten  wir  ein  unendlich  kleines  Faserstück  zwischen  den  beiden 
vorgenannten  Profilen  von  der  Länge  A,  und  dem  sehr  kleinen  Quer- 
schnitte df^  so  wird,  wenn  wir  dessen  Entfernung  von  der  erwähnten  Ge- 
raden u heissen : 

+ «)  «1- 

Das  negative  oder  positive  Vorzeichen  wird  zU  wählen  sein,  jo  nachdem 
die  Faser  auf  derselben  oder  auf  der  entgegengesetzten  Seite  mit  dem 
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Krümmungsmittelpunkte  liegt.  Da  sich  zufolge  der  getroffenen  Annahme 
das  u nach  der  Biegung  nicht  ändert,  wird  auch 

^ = ((>1  T »0 

wobei  X für  den  zweiten  Zustaud  dieselbe  Bedeutung,  wie  für  den 
ersten  hat.  Die  Faser  hat  also  eine  Laugenändernng 

A — A,  = ((»  + u)a  — ((),  + «)«,  . 

erlitten.  Hiernach  wdrd  die  Kraft  dp^  mit  welcher  die  Faser  dieser  Aende- 
lung  widersteht,  durch  den  Ausdruck 

— A,)  /•  / “ ? w 


dp^df 


\cc^  ) 


A,  ' ' \cty 

dargestellt,  wo  u schon  das  Zeichen  in  sich  schliesst  und  E den  Elasticitäts- 
inodul  für  das  Material  des  Stabes  bezeichnet. 

i 

Dieser  Ausdruck  lässt  sich  unter  der  Voraussetzung,  dass  u gegen  q 
und  p,  sehr  klein  ist,  in  einen  für  die  Folge  bequemeren  verwandeln;  es 
ist  nämlich: 


(>+« 

pi4*w 


Q 


M\  Qi\  qJ\  9i/ 


-1 


'(* + 3 


Vernachlässigt  man  die  zweiten  und  höheren  Potenzen  von  m,  so  erhält 


man: 


und  daher 


dp  -- 


P+M 

^+-“- 

(»1+« 

Qi  ' 

^ Q 

Qi) 

r ccQ 

u\  1 

--=  Edf 

— 

(1  + 

L«! 

\ Q 

Qi)  J 

Nun  sind  aber  «p  und  «, nichts  Anderes,  als  die  Längen  ds  und  dsy  des 
betrachteten  Elementes  der  Axo  zwischen  den  Punkten  F,  und  in  beiden 
Zuständen  des  Stabes,  daher  wird 

welcher  Ausdruck  die  in  einem  Flächenelemente  des  Querschnittes  senk- 
recht  auf  dessen  Ebene  wirkende  Kraft  repräsentirt. 

Die  zweite  in  der  Ebene  des  Flächenelementes  (gegen  das  Abscheren 
oder  Abschieben)  wirkende  Kraft,  deren  Zahlwerth  wir  einstweilen  nicht 
näher  bestimmen,  heisse  dq. 

Bezeichnet  q>  den  Winkel,  den  die  Richtung  von  dp  mit  der  positiven 
Abscissenaxe  einschliesst , und  i/;  den  Winkel  mit  dq^  und  sind  ATK, 
A',  r,  etc.  die  Componenten  der  äusseren  Kräfte,  so  hat  man  für  das 
Gleichgewicht  die  Bedingungsgleichiingen : 

2)  2 d p. cos <p-{-Zdq. cos  EX=0y 

3)  2 dp.  sin  q> -|-  2d q . sin  ip  + AI  l'=0, 

wo  sich  die  Suimnenzeicheu  beiderseits  auf  alle  Kräfte  orstrcckon. 
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Um  dq  zxx.  eliminiren,  multipHcire  man  die  Gleichung  2)  mit  cosq>^  die 
Gleichung  3)  mit  sirup  und  addire  Äoselben,  so  wird  : 

Xdp  (cos* qp -p stn* <p)-l~jSdq (cos  <p  cos sin  <p -p sin  ijj) 
-j-cosq)£J^’j-sing)2J  F=0; 

oder,  da 


ist,  wird 

4) 


cos  (p  cos  ip  -p  w fp  sin  = 0 

^^p-Prosqp  £J^-^sin  q>  Z F=0. 


Obwohl,  um  die  Gleichung  für  die  statischen  Momente  der  den  Körper 
beeinflussenden  Kräfte  aufzustellen,  die  Drehungsaxe  beliebig  gewählt 
werden  könnte,  so  dürfte  es  denn  doch  zweckdienlich  erscheinen,  um  die 
bisher  nicht  ermittelten  Abschiebungskräfte  dq  hierauf  ausser  Einfluss  zu 
bringen,  die  Drehungsaxe  als  im  Querschnitte  liegend  und  senkrecht 
auf  die  Biegungsebene  anzunehmen.  Es  stellt  sich  diesfalls  von  selbst 
als  das  Einfachste  dar,  sie  durch  den  Schwerpunkt  zu  führen,  weil  dann  nur 
die  Coordinaten  der  Axe,  deren  Veränderungen  wir  eigentlich  zu  bestimmen 
haben,  in  die  Rechnung  eintreten. 

Diesem  Umstande  zufolge  denken  wir  uns  auch  die  Angriffspunkte 
sämmtlicher  Kräfte  in  die  Stabaxe  verlegt. 

Seien  die  Coordinaten  der  Letzteren  allgemein  | und  »/,  die  Coordina- 
ten von  X und  y,  so  ist  die  Momentengleichung: 

5)  2dp.u-\-ZY(^  — x) — Zx(f} — y)=0, 

wobei  das  Vorzeichen  des  ersten  Gliedes  noch  zu  bestimmen  ist. 

Setzt  man  in  die  Gleichungen  4)  und  5)  für  dp  den  gefundenen  Werth, 
ersetzt  man  ferner  die  Summenzeichen  durch  Integrale  und  bedenkt  man, 
dass,  wenn  der  Bogen  der  Axenfaser  von  dem  betrachteten  Querschnitte 
an  gegen  das  Ende  zu  wächst. 


cosw  und  ^inq>  beziehungsweise  in  — — und  — 

cs  OS 

übergeht,  und  dass  endlich  die  Drehungsaxe,  auf  welche  sich  die  Abstände 
u beziehen,  eine  Schweraxe  des  Querschnittes  sei  und  folglich  in  Bezug 
auf  dieselbe  das  Integral 

J* udf=0 

ist,  so  ergiebt  sich : 

oder,  da  j*df  die  Fläche  / des  Querschnittes,  und  Trägheits- 

moment X desselben  in  Bezug  auf  die  Schweraxe  bedeutet. 


6) 


/a. 


\ dx 


V V’ 


a.v 
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g- 


7«)  + 

Die  Krümmungshalbmesser  q und  g,  sind  hier  absolut  genommen;  ersetzt 
man  dieselben  durch 

If. 

dcc 

oder  auch,  da  a und  die  Contlngenzwinkel  in  beiden  Zuständen  sind, 
durch 


nnd|ll 


ds  j ^s, 
— und  — , 
cg>  og>f 


so  übergehen  die  Gleichungen  in; 


± 


ds 

ds, 


1 /dx  dx  \ 


ds  /I  1\ ds  /d cp  ^<p\ 

ds,  g,)  ds,  \3s  ds,/ 


E.% 


[EY{^-x)-SX{-q-y)\. 


Weil  die  Drehungsrichtung  der  positiven  Momente  mit  der  positiven  Zu- 
nahme des  Neigungswinkels  (d.  i.  mit  d cp  — dcp,)  übereinstimrat,  so  ergiebt 
sich  durch  einfache  Betrachtungen  mit  Leichtigkeit,  dass  in  der  Glei- 
chung 9)  das  positive  Vorzeichen  beizubehalten  sei. 

Um  zur  endlichen  Gleichung  der  Axenfaser  zu  gelangen,  müssten 
zuerst,  damit  die  vollständige  Integration  vorliegender  Differentialgleichun- 
gen nicht  zu  grosse  Schwierigkeiten  darbiete,  die  Coordinaten,  welche  sich 
auf  den  ursprünglichen  Zustand  des  stabförmigen  Körpers  beziehen,  durch 
Elimination  entfernt  werden.  Begnügt  man  sich  jedoch  mit  zulässigen 
Annäherungen,  so  sind  die  durch  die  Biegung  herboigeführten  Aenderungen 
der  Coordinaten  mit  Rücksicht  darauf,  dass  die  Formveränderung  über- 
haupt als  sehr  klein  vorausgesetzt  wird,  leicht  zu  erhalten. 

Die  zweiten  Glieder  der  Gleichungen  sind  sodann  sehr  geringfügige 
Grössen  derselben  Ordnung  als  die  Coordinatenänderungen. 

Setzt  man  in  obige  Gleichungen  statt  der  neuen  Coordinaten  die  ur- 
sprünglichen, welche  sich  von  ersteren  nur  sehr  wenig  unterscheiden,  so 
begeht  man  allerdings  einen  Fehler,  doch  ist  dieser  Fehler,  als  durch  Ver- 
nachlässigung sehr  kleiner  Ausdrücke  zweiter  und  höherer  Ordnung  ent- 
standen, ein  bei  einer  ersten  Annäherung  erlaubter,  und  man  erreicht 
dadurch  den  Vortheil,  dass  die  rechtsstehenden  Tlieile  obiger  Gleichungen 
8)  und  9)  durchgehend  bekannte  Grössen  enthalten. 

Setzt  man  also: 


und 


EZ 


' r?i.  r rl  — 


[rFU-x)-A\V(t/-y)]  = ö, 


so  übergehen  die  Gleichungen  8)  und  9)  in: 
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10)  ds  — Ö5,=a55,, 

11)  dtp  — d (px  = a d q>x-\~b  d s^. 

Die  einzelnen  Bogenelemente  der  Axe  und  die  zugehörigen  Contin- 
genzwinkel  erfahren  also  Aenderungen,  welche  durch  die  rechtsstehenden 
Glieder  der  Gleichungen  10)  und  11)  ausgedrückt  werden;  es  handelt  sich 
somit  nur  darum,  aus  diesen  unendlich  kleinen  Aenderungen  jene  der  ent- 
sprechenden endlichen  Grössen  herzuleiten. 

Die  Gleichungen  10)  und  11)  lassen  sich  unmittelbar  getrennt  integri- 
ren,  wodurch  man  die  endlichen  Ausdrücke  für  5 — und  cp — <p,  erhält. 
Diese  Grössen  sind  aber  für  die  Anwendung  nicht  so  bequem,  wie  x — Xi 
und  y — y, , wenn  sich  auch  letztere  auf  verschiedene  Weise  aus  ersteren 
entwickeln  lassen.  Der  in  Folgendem  eingeschlagene  Weg  scheint  daher 
den  Vorzug  auch  schon  deswegen  zu  verdienen,  weil  hier  auch  die  Be- 
deutung der  in  den  Resultaten  vorkommenden  doppelten  Integrale,  sowie 
die  Grenzen,  zwischen  welchen  sie  zu  nehmen  sind,  mit  grösserer  Klarheit 
erkannt  werden  kann. 

Die  letztangeführten  Gleichungen  drücken  aus,  dass  die  Längen  der 
uoendlich  kleinen  Bogen  ^s^  und  ds  — dsi  verändert,  und  die  W’inkel  5<p,, 
welche  zwei  solche  aufeinanderfolgende  Elemente  einschliessen , uni 
dep  — dcpi  vergrössert  oder  vermindert  werden. 

Denkt  man  sich  nun  statt  der  continuirlich  gekrümmten  Axe  des 
Stabes  zw’ischen  n-j-1  Punkten 

0,  1,  2,  3....W  — 1,  n, 

deren  Coordinaten 

> ^0?  ®l»  3^1  j Vt  • • • • ^«—1»  y«— 1 } ^n>  Vn 

sein  mögen,  ein  Polygon  von  n endlichen  Seiten 

^1»  ^3****^n— 1»  ^n> 

welche  mit  der  Abscissenaxe  die  Winkel 

9’s****9’« — 1» 

und  unter  einander  (jede  vorhergehende  mit  der  nachfolgenden)  die  Winkel 

Jcpiy  Jepty  Jeps ^(Pn-i 

einschliessen  (letztere  so  genommen,  dass  eine  Seite  um  den  ihr  zugehörigen 
<X,  ^epr  im  Sinne  von  der  positiven  0 X zur  positiven  OV  gedreht  werden 
mnss,  um  mit  der  Verlängerung  der  vorhergehenden  zusaiurnenzufallen), 
und  durch  irgend  eine  Ursache  die  Gestalt  des  Polygons  so  verändert,  dass 
die  bezeichneten  Polygonseiten  in: 

S,  -p  Ö Sy  y $2  “P  d , S3  -p  d S3  ....  Sfi  d Sffy 

die  Winkel  in 

<Pi  + d<p,,  <P3  + dg?,,  (P3+ dg)3....q?„-pdq)„  , 

und  die  Contingenzwinkel  in 

<p, -p d ^ qPi , // qr, -p d 6 ^ cpj ..  ..Jcpn~\~b  J q>n 
tibergehen,  so  besteht  die  Aufgabe  einfach  darin,  aus  der  bekannten  neuen 
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Lage  (.Ty  + ö.TQ,  t/Q-\~Syo)  des  Punktes  0 und  der  gegebenen  Grössen  die 
Lage  (^n  + d^n ) des  Endpunktes  u zu  finden. 

Man  bat  bekanntlich  die  Gleichung: 

x„  — o:q  = s, cos(3Pj-f"^tCosqp,  -f- . cos<p„^ 

und  eine  ähnliche  Gleichung  für  den  zweiten  Zustand. 

Werden  diese  beiden  Gleichungen  von  einander  abgezogen,  so  ist: 

12)  — da'o=  [(^r  d“  d^r)<^05(g>r+ d <pr) SrCOSqPr] 

und  analog 

13)  6yn  — dyo=  2:,"[(Srd-d5r)«>J(9’r+d(pr)  — (Pr] 

Ebenso  wird 


<Pr  = <Pi+(gPa  — <)P|)d-  Os  — gpg^d“ + (<Pr-l  — qPr-2)  + Or qpr-l)  = 

J q>t  J (p2-\- -\-J(pr-2~{~^(Pr  — l 

und  die  Differenzen  genommen: 

44)  6q>r=S  g>i-\-öjd  (pi-\-6J(p^-\-.,..-{-6Jq}r-i  = 6(pi-\-2”  ~^6  Jcpf 
Werden  ö(pr  und  ös^  als  sehr  kleine  Grössen  erster  Ordnung  an- 
gesehen und  ihre  Potenzen  sowie  deren  Producte  vernachlässigt,  so  gestalten 
sich  die  Ausdrücke  wie  folgt: 

12«)  dx„=d  ■+-^i”(d^r  cosqPr  — Sr  sin  q>r . 6 g>r')  t 

nb)  6yn  = SyQ  + 2i”{ÖSrSin  (fr Sr  cos  q>r  d qPr)* 

Substituirt  man  statt  8q>r  aus  14)  den  Werth,  so  ist: 

15)  d o:„  = d ” ( — Sf si«  <p,-  d gji  -f  - d SfCOS  q>r — Sr sin  9?,.  2^, *■  “ * d 2/  go, ) , 

16)  8yn  = dyo  + -^i"  (^r  COS(pr  8 (Pi  -^8SrSifl(pr  -|-  Sr  COS  (fr  Zi’"“*  8 J (fs)- 
Wie  ersichtlich,  drücken  in  diesen  beiden  Gleichungen  die  ersten  Glie- 
der den  Einfluss  der  Verrückung  des  ersten  Punktes  im  Polygone,  die 
zweiten  Glieder  (innerhalb  der  Summen)  hingegen  jenen  aus,  welcher  von 
der  Drehung  des  ganzen  Polygons  um  den  Winkel  dqp,  herrührt;  die  dritten 
Glieder  bestimmen  den  Einfluss,  der  aus  der  Veränderung  der  einzelnen 
Seitenlangen  entspringt,  und  die  letzten  Glieder  endlich  bezeichnen  die 
Coordinatenveränderungen  des  Endpunktes,  die  aus  den  kleinen  Drehungen 
der  einzelnen  Seiten  um  die  zugehörigen  Polygonecke  entstehen. 

Um  auf  unser  Problem  zurückzukommen,  denke  man  sich  innerhalb 
des  in  Betrachtung  stehenden  Axenstückes  einen  Punkt  (ar,  y),  dessen 
Coordinatenveränderuug  man  erfahren  will;  sei  der  Punkt,  dessen 

Lage  bekannt  ist. 

Ersetzt  man  die  Summe  durch  Integrale,  und 

Sr  ,,  d S ^ 


COSepr  „ 

Siiupr  „ 
dgpi  „ 

8 Sr  ,, 

8Jq>,  „ 


dxi 

d Si 

d s^ 

8q>o 

ds  — dSi 

d(p  — d<pt, 
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80  ist 
1') 

18) 

19) 


Sx  = — (t/ — yo)  + f(f  dx~dy J[adcp  + bds]^ 

•*0  •*0 

X x' 

6y  = 6yo  + {x  — J(^adi/  + dx  J[ad(p  + bds]^, 

'o  'o 

X 

ö(p  = 6g>Q-^  J*{adg>-^  b ds). 


Die  Grössen  in  den  zweiten  Theilen  vorstehender  Gleichungen  beziehen 
sich  auf  den  ursprünglichen  Zustand. 

War  der  Stab  anfänglich  gerade,  so  ist  d<p  = 0^  daher  unter  dieser 
Voraussetzung  die  Gleichungen  übergehen  in: 


X' 


20) 

21) 

22) 


6x=6xq — (y  — yo)d(Po+  dyjb  Js), 

X x‘ 

= + + f(adt/  + dx  J 

X 

dg>=zö(pQ-{-  J bds. 


Diese  Gleichungen  sind  dieselben,  welche  auch  bereits,  mit  Ausnahme  der 
Glieder  in  a,  anderwärts  gefunden  wurden.  Letztere  können  übrigens  im 
Allgemeinen,  da  sie  gegen  die  vorhergehenden  sehr  klein  sind,  oft  ver- 
nachlässigt werden. 

Die  auf  diese  Weise  erhaltenen  neuen  Coordinaten  der  Axe  könnten 
in  a und  b substituirt,  diese  Functionen  sodann  in  die  Integrale  gesetzt 
und  dieses  Verfahren  öfters' wiederholt  werden,  wodurch  mau  immer  mehr 
und  mehr  genäherte  Werthe  von  by  und  bx  erhielte,  die  in  Beziehung  auf 
den  früher  begangenen  Fehler  sich  von  den  wahren  Werthen  stets  weniger 
und  weniger  unterscheiden  würden.  Letzteres  ist  jedoch  nur  bis  zu  einem 
gewissen  Grade  erreichbar,  indem  in  der  Entwickelung  die  Cosinus  kleiner 
Winkel  der  Einheit,  und  die  Sinus  derselben  den  Winkeln  selbst  gleich- 
gesetzt wurden,  welcher  Fehler  durch  jenes  Näherungsverfahren  nicht  be- 
hoben wird. 

Was  die  Anwendung  der  gefundenen  Formeln  betrifft,  sei  noch  be- 
merkt, dass  die  Functionen  a und  b nicht  immer  continuirlich  sind.  Wir- 
ken nämlich  mehrere  endliche  Kräfte  an  verschiedenen  Stellen  auf  den 
stabförmigen  Körper,  so  werden  besagte  Functionen  für  jedes  Intervall 
zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Angriffspunkten  durch  andere  For- 
meln ausgedrückt^  und  die  Gestalt  der  Axenfaser  wird  an  diesen  Stellen 
eine  Unterbrechung  der  Continuität  erleiden,  weshalb  man  sich  veranlasst 
sehen  wird,  jedes  von  diesen  Curvenintervallen  für  sich  abgesondert  zu  be- 
trachten. 
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Werden  diese  Angriffspunkte  der  Reihe  nach  mit 

1, 2,  3 ....  r,  r-}-l,  ....  n, 
und  ihre  respectiven  Coordinaten  mit 

C^i»  yi)»  (^2j  y*) » (^3»  ysj (-^o»  y»*) (^ni  vn) 

bezeichnet,  so  bestimme  man  nach  der  Formel  mit  den  bekannten  Anfangs- 
werthen  zuerst  dar, , dy, , d qo, , betrachte  sodann  diese  Grössen 

als  Anfangswertho  für  die  Bestimmung  von  d^a » ^y*  i ^<jP*  > verfahre  mit 
letzteren  auf  ähnliche  Weise  und  setze  dieses  Verfahren  so  lange  fort,  bis 
man  endlich  die  Ausdrücke  dd7r>  ^Hr^^<pr  für  einen  Angriffspunkt  (r)  ge- 
funden hat.  Letztere  Werthe  werden  sodann  zur  Berechnung  der  Lage 
des  erwählten  Punktes,  welcher  hier  in  dem  Intervalle  (r)  und  (r+  l)  lie- 
gend gedacht  wird,  dienen. 

Die  Ausführung  des  Gesagten  wird  unmitelhar  das  Gesuchte  liefern, 
wenn  man  die  Kräfte  in  der  Reihenfolge  ihrer  Angriffspunkte  successive 
wirken  lässt,  und  w’eun  man  die  durch  den  Einfluss  der  Kräfte  hervor- 
gebrachten Coordinatenveränderungen  des  bezogenen  Punktes  einzeln,  ohne 
Rücksicht  auf  die  übrigen  Kräfte,  iu  Rechnung  zieht,  was  wegen  der  linea- 
ren Form  der  Resultate  gestattet  erscheint. 

Beziehen  sich  also  die  Functionen 

ffj  und  nur  auf  die  im  Punkte  (1)  wirkenden  Kräfte, 

<7j  und  fcj  ,,  ,,  ,,  „ ,,  (2)  ,.  ,, 

Ö3  und  Aj  „ ,,  ,,  „ ,,  (3)  ,,  „ 


Of  und  br  nur  auf  die  im  Punkte  (r)  wirkenden  Kräfte  und 
a und  b auf  alle  vom  Punkte  (^+1)  an  wirkenden,  sowie  auf 
alle  jenen  Kräfte,  für  welche  diese  Functionen  nach  der  ganzen  Stablänge 
continuirlich  sind,  so  erhält  mau: 


23) 


^y=^yo+(‘^  — ^0)  ^9^0  + 

+/(“.  dy-i-da:  J*(a,  + -f- (a:  — a-,)  J'ca,  ^ qo-f  6,  5s) -|- 

Xu  Xq  Xo 

X X'  X 

+f(k  5y-f-5ar  J'C«, 5 qp  + 6, 5 s])  + (a:  — a:*)  ^^(«2  5 qp 4* &,  + 

x„  X Xo 


X' 


U-  J'(«r  5y  + 3a:  J'[ffr^<P~h^r  — a?r)  + ^5)  4- 

Xo  ^0  ^0 

X X' 

J'(adtj-\-dx  J*[a  dq>-{‘b  d 

Xo  Xo 

und  ebenso  für  dx  und  5qp  analoge  Ausdrücke. 
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Mitunter  enthalten  a und  h noch  unbekannte  Grössen,  welche  erst  gc- 
ßocht  werden  müssen. 

Wären  z.  B.  die  Formänderungen  eines  wie  immer  gestalteten  ge- 
schlossenen Ringes  zu  bestimmen,  der  an  einer  Stelle  eingeklemmt  ist,  so 
kann  man  die  feste  Stelle  des  Stabes  als  den  Anfangspunkt,  dessen  Coor- 
dinaten  Xq  und  sich  nicht  ändern,  ansehen,  die  Integration  über  dessen 
ganze  Länge  erstrecken  und  als  Endpunkt  wieder  wählen,  auf 

welchen  noch  die  Kräfte  2dp  und  Zdq^  sowie  das  Drelmngsmoment  Zudp 
(einem  Kräftepaare  äquivalent)  wirkend  gedacht  worden.  Durch  Voll- 
ziehung der  Integrationen  erhält  man  Ausdrücke  für  da;,  dy,  d<p  des  End- 
punktes, die  jenen  für  den  Anfangspunkt  gleich,  also  Null  sind.  Aus  die- 
sen so  erhaltenen  Gleichungen  findet  man  die  gesuchten  Werthe  für  Sdpy 
Zd  q und  Zudpj  welche  in  die  Integralformel  von  Neuem  eingeführt  die 
Berechnung  der  Aenderungen  für  jeden  heliebigen  Punkt  des  Stabes  mög- 
lich machen. 

Durch  ein  ähnliches,  jedoch  entsprechend  modificirtes  Verfahren  wer- 
den .sich  alle  Aufgaben  dieser  Art  lösen  lassen. 

Einige  Beispiele  werden  den  Gebrauch  der  aufgestellten  Gleichungen 
und  Formeln  erleichtern  helfen. 

Beispiel  1.  Es  ist  ein  gerader  Stab  von  der  Länge  / an  einem  Ende 
festgekleinmt  und  am  freien  Ende  dem  Einflüsse  einer  Kraft,  deren  Com- 
ponenten  Ä und  JF  sind , ausgesetzt. 

Die  positive  Abscissenaxe  falle  mit  dessen  Axenfaser,  der  Ursprung 
mit  dem  festen  Punkte  zusammen.  Hiernach  ist: 


und 


3y=0,  ds=dx,  Sxq=0,  öi/q  = 0,  Ö(Pq=0. 


Sx=J-^Xdx=  — .X.x, 


X X 


iy=ßxj-^  r(i-x)  1). 

• 0 ' 


Die  neuen  Coordinaten  sind  somit: 
und 

Eliminirt  man  hieraus  so  ergieht  sich  die  Gleichung  der  gegebenen 
Axenfaser. 

ZeiUchrin  f.  MaUiamatik  u.  Phyiik  XIII,  1.  a 
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Die  grösste  Ausbiegung  findet  an  der  Einmauerungsstelle,  d.  i.  für 

F/* 

x = l statt,  und  ist  ihrem  Zahlwertbe  nach  c—  - - - 

3F.5: 

Beispiel  2.  Unter  Beibehaltung  derselben  Voraussetzungen,  wie  im 
vorhergehenden  Beispiele,  sei  noch  die  Annahme  beigofügt,  dass  der  vor- 
gegebene stabförmige  Körper  noch  an  einer  Stelle  in  der  Entfernung  e vom 
Ursprung  durch  einen  horizontalen  Schraubenbolzen,  welcher  durch  seine 
Axe  geht,  befestigt  sei. 

An  letztbezeichneter  Stelle  können  sich  also  nicht  die  Coordinaten, 
wohl  aber  kann  sich  die  Neigung  der  Stabaxe  ändern. 

Die  Schraube  wird  gegen  den  Stab  einen  Druck  äussern,  dessen  Grösse 
und  Richtung  vorläufig  unbekannt  sind.  Die  Componenten  des  Letzteren 
mögen  durch  A, , Fj  repräsentirt  erscheinen. 

Hiernach  hat  man  für  das  Stabstück  von  0 bis  e: 

Für  die  Stelle  x—e  ist  dar=0  und  dy=0,  hiernach  also: 

— F 


2e 


(3/— c), 


und 


Endlich  orgiebt  sich  für  das  Stabstück  e bis  l: 


ferner 


und 


« = A,  und  ^ = ^0; 


X r 

- c)  + j\l-x)9x 

c * 

F r — X*  Ix*  €X  . C*/"l 

“'A.xL  6 2 4 ^ ^^'^tJ~~T2’ 


öx  = ^^{x  — ey 


Für  x~~l  ist  der  Pfeil 


und  für  e~  — ist: 
2 - 


_ F / /»  9el*  e*l  e>\ 
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/ • 

_ 7 r/» 

96  ' E.Z 

d.  i.  im  Vergleiche  zu  dem  iin  vorhergehenden  Beispiele  gefundenen  Re- 
sultate der  Th  eil. 

Der  Pfeil  für  das  Stabstück  0 bis  e lässt  sich  ebenso  einfach  finden. 
Es  ist  nämlich : 

Y //ar*  Y (31  — e)  /ex^  ar’x 

^ E.Z  V~2  6^/  2e,E.Z  \1 

oder 

daher  wie  bekannt 

ddy  . 

-;^=0=2ex  — 3a?*, 

OT 


woraus 

Demzufolge  ist: 
Hieraus  folgt  für  ^ ^ 


— Y(l  — e)c* 
~27'E.X 
__  / 

~3 


— 

216  E.t' 


\ 


Beispiel  3.  Es  ruhe  ein  Stab  von  der  Länge  l auf  zwei  Stützen 
horizontal  auf,  über  welchen  eine  Last  als  gleichförmig  vertheilt  voraus- 
gesetzt wird,  die  per  Längeneinheit  mit  Einschluss  des  eigenen  Gewichts  g 
sei.  Den  Ursprung  des  Coordinatens3^steins  wollen  wir  mit  dem  einen 
Uoterstützungspunkte  zusammenfallend,  und  die  positive  Ordinatenaxe  mit 
der  Richtung  der  Schwere  übereinstimmend  annebmen. 

Es  wird  diesfalls: 


a=0,  und  & = 


1 

lz 


Der  Druck  auf  jeden  der  beiden  Stützpunkte  beträgt 


Es  wird  also 


Ferner  ist 
and 


öa?=0, 


* «r 


4* 
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Für  x~l  ist  = daher  auch 

9^ 


ld(fo  — 


und 


d<Po  = 


24E.Z 


. / = 0, 


Hiernach  ist  allgemein 


dy== 


24  E.Z 


2A  EZ 

Die  grösste  Einbiegung  lässt  sich  auf  bekannte  Weise  leicht  erniittelii. 
Wir  finden  nämlich: 

/*  — 6/a:*+4.r'  = 0, 

woraus  folgt,  dass : 

/ 

X = — , 

2 

oder  dass  die  grösste  Senkung  in  der  Mitte  stattfinde. 

Hiernach  ergiebt  sich  der  Pfeil 

’ 384  E,Z' 

Auch  kann  man  sich  sehr  leicht  die  Ueberzeugung  verschaffen,  dass 

6tj  für  x=- — u und  o:=  — +«  dasselbe  bleibt,  und  folglich  die  Gestalt 

der  Axe  gegen  eine  durch  die  Mitte  des  Balkens  gezogene  Vertikale 
symmetrisch  ist,  was  übrigens  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  schon 
an  und  für  sich  einleuchtend  ist. 

Beispiel  4.  Ein  geradliniger  horizontaler  Stab  von  der  Länge  l ist 
an  beiden  Enden  eingemauert  und  in  einer  Entfernung  e vom  linksseitigen 
Ende  mit  einem  Gewichte  — P belastet.  Der  Ursprung  des  Coordiuateu- 
systems  stimme  mit  jener  Stelle  überein,  von  welcher  aus  die  Entfernung  c 
gemessen  wird , die  positive  Abscissenaxe  falle  mit  der  Axenfaser  des 
Stabes  zusammen  und  die  positive  Ordinatenaxe  sei  der  Richtung  der 
Schwere  direct  entgegengesetzt. 

Zum  Behnfe  der  Lösung  vorstehender  Aufgabe  denken  wir  uns  am 
rechtsseitigen  Stabende  eine  Kraft,  deren  Componenten  A',  und  V,  sind, 
und  ein  Kräftepaar,  dessen  Moment  M heissen  möge,  wirkend. 

Wir  haben  sonach  für  einen  Punkt,  dessen  e ist 


+ 


X X 

fdx J\M+Y,{l-o:)\dx 


Mo*  , i^x\ 

+— r> 
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and 


= r.(/L-J)  + .;x-% 

Für  den  Endpunkt  ergiebt  sich  hiernach : 


JC 


Y /*  P(^ 

ö<p^  =0=iW/H — ^ 


und 


woraus 


, MP  , Y,P  , ^ 

by,  =o=— + P 


/e’  e^l\ 

(e  “T/ 


und 


Pe^ 


Pe^ 

M=--^{l-e). 


Der  Zahlwerth  von  x,  ist  ofieubar  gleich  Null. 
Durch  Substitution  findet  man: 


Der  Pfeil  ist  für 


P r — e*  (3/ — 2c)  X*  e^{2l  — e)x*  c*.r  ^ 


QP 


2P 


+ 


öj' 


döy (3/ — 2c)x*  (2/  — . 1, 

^ 37*  P ^2  ’ 


daher 


(21— e)  + yp(2l—ef  — P{Zl  — 2e) 
(3/-2C) 

und  da  das  obere  Zeichen  za  wählen  ist,  wird: 

P 


Für  e =z  - wird  x = - und 
2 2 


3/  — 2e* 


— 1 PP 
~m'  E.Z* 


Beispiel  5.  Ein  kreisförmiger  Ring  vom  Halbmesser  r werde  um 
seinen  vertikalen  Durchmesser  als  Axe  gedreht. 

Die  positive  Ordinatenaxe  gehe  von  dem  Endpunkte  der  Drehungs- 
sie  aus,  stimme  mit  deren  Richtung  überein  und  die  Abscissenaxc  taugiro 
den  Ring  an  eben  dieser  Stelle. 

Durch  die  Einwirkung  der  Centrifugalkraft  wird  er  abgeplattet. 
Offenbar  wird  der  Ring  gegen  die  Vertikale  eine  symmetrische  Gestalt  an- 
nehmen,  weshalb  wir  nur  dessen  eine  Hälfte  zu  betrachten  brauchen. 
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Die  in  jedem  Punkte  thätige  Fliehkraft  wird  dargestellt  durch  die 
Gleichung  f fi.ds ,v* worin  f*.  die  Masse  der  Volumeinheit  und  v die 
Rotationsgeschwindigkeit  bedeutet;  Im  obersten  Punkte  des  Ringes  werden 
wir  uns  aus  leicht  begreiflichen  Gründen  eine  horizontale  Kraft  JTj  und  ein 
Moment  AI  wirkend  annehmen. 

Nachdem  den  Ring  keine  vertikalen  Kräfte  beeinflussen,  so  erscheint 
es  überflüssig,  sich  im  letztbezeichneten  Punkte  eine  Kraft  Zd  q angebracht 
zu  denken. 

Um  die  Rechnung  zu  vereinfachen,  nehmen  wir  die  von  a abhängigen 
Glieder  als  so  unbedeutend  an,  dass  sie,  als  das  Resultat  nicht  beeinträch- 
tigend, vernachlässigt  werden  können,  wie  es- beispielsweise  bei  einem 
Metallringe  der  Fall  sein  wird,  und  führen  als  unabhängige  Variable  den 
Winkel  ein,  welchen  der  irgend  einem  Punkte  entsprechende  Radius  im 
Kreise  mit  jenem  Radius  bildet,  der  dem  tiefsten  Punkte  entspricht. 
Dieser  Winkel  heisse  allgemein  er. 

Es  wird  hiernach  : 

X ^ r Cf,  dx  = r.  cos  a.da 
ös  = r . d Cf, 

y=:r(l — cos«),  dy~r.  sin  a.da 


und 


(-  = [ - ^ A-(J-  »)  — r (2  r - y)]  + -W 


= [d/  — A’,  (2r—y)  — ^fv*r^fswa{r  — rcosa  — y)da']] 


ferner 


^^=f-^ds~Mr(da  — r*X^  f(l+cosa)da 
0 0 0 

— -fcosa  — — ga 

0 

**  jv  / I • \ /•  » 4/3«  . sinacosa\ 

= Mra  — r Al  «)  — y-fv^r*  stnu-\ j 


und 


y a 

^ 0 Ü 

if  2/  1 • N I 3 i'  / . . . « a\ 

— — AI r [ — oro.s'Cf-1-4'««  o)  1 — a cosa-|-^fw«+  j 

. ,/ — 3 , . , a sinacostt  sin*a\ 

4-  afv^  r’  { Cf  cos  a sin  a -f- ). 

V 4 4'  '2  2 12  J 

Für  a—7t  ist  ö<jp==0  und  da'=0;  daher: 

d qp7i  = 0=-d/r7r  — ^ y.fiAr*n 
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and  ebenso 

5a:Ä=0=— n + 

Als  die  Centrifugalkraft  eines  Eingquadranten  ergiebt  sich: 

J:,  = — ja/*y*r* 

und  für  M findet  man 

4 

Substitnirt  man  die  gefundenen  Zahlwerthe,  so  ist: 

— (ifv*r* 

öq>  = — — • Stn  a . cos  «, 

4 ß X 

/ * o ^ 

öx—rf  sinct,ö<p,da=  — —^sin*u, 

J 12  A . X 

u /*t’* 

dy—r — (l  — cos*«); 

0 

folglich  die  neuen  Coordinaten: 


ufv^r^ 

x—r  si«  « + ~ sin  ®« 


y=r  — r cosa-j- 


12  AX 


12  AX 


(cos*«  — l). 


Wie  leicht  ersichtlich,  ist  die  Verkürzung  der  kleinen  Axe  gleich  der 
Verlängerung  der  grossen  und  zwar  beträgt  die  Abplattung 

6 A.X* 


Beispiel  6.  Ein  gerader  Stab,  welcher  auf  n Stützen  frei  aufruht, 
wird  einer  über  seine  Länge  gleichförmig  vertheilten  Belastung  ausgesetzt 
und  ausserdem  dem  Einflüsse  von  Kräften  unterworfen,  deren  Angriffs- 
punkte zwischen  je  zwei  Stücken  liegen. 

Die  Stabaxe  im  ungebogenen  Zustande  sei  zugleich  Abscissenaxe,  und 

Pl>  ^2»  Ps****Pn— 2)  Pfi-I 

die  vertikal  nach  abwärts  wirkenden  Kräfte,  während 

®^2>  • • • • Of«— 2»  Of|i — 1 

die  zugehörigen  Abscissen  ihrer  Angriffspunkte,  und 

Qof  On  — t 

die  nahezu  vertikalen  Drücke  auf  die  Stützen,  oder  richtiger,  die  aus  den 
Pressungen  gegen  die  Stützpunkte  entspringenden  vertikalen  Componenteu 
sind;  ferner  seien 

1 ^2  • • • • ßn—2^  ßn—1 

die  Entfernungen  der  Stützen  vom  Ursprung,  und  g die  veränderliche  Be- 
lastung pro  Längeneinheit. 
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Man  hat  sodann  für  den  r'®“  Stützpunkt: 
ßr 

® ~J'^  [^r-f  1 («A+l  — + ^r+2  (or,+2  — ar)  -f- . . . . 

0 ü 


ßn-l 


....  -f  Pn-l  (^n-r~x)+fg{x^x)^x\  + 0^^^{ß,^^-.x)  + 0,+l{ßr+2-^)+•••‘ 

X 

Otr  X ctr 

+ On-l  (ßn-l — ^r(«r— ir)  dx  +(/3r  —«r) /^r(ofr iP)dx 

ßr  .X-  ßr 

J ^^JOrißr  X)  dx-\-{ßr  — ßr)  f Qr  (ßr—  x)d  X 

0 ü 0 

«f— 1 X otr— 1 

-i- J* dxJ*Pr-l(ar—l x)  dx-{-(ßr  — «r— l)  fPr—l(Vr-\ X)  3 X 

0 0 0 
/?»— I a 

+fd c^fOr-i{ßr-,—x)dx+(ßr—ß  _,) /(),_, Q3,_, - *)  a a: + . . . . 

0 0 0 

....  + ßr.dcpQ.E.% 

oder,  wenn  man  die  Integrationen  theilweise  ausführt,  die  Ausdrücke  zu- 
samnienziclit  und  vom  Sunimenzeichen  Gebrauch  macht: 

ßr  X ßr-l 

o=Ja^yaxJ„(y-a)ax'+^^'z;;:  + 

+ i 1 (|3r  - + ö.  i3/((3.  - 1)  j + . ä . t. 

Substituirt  man  in  diese  Gleichung  für  r alle  Werthe  von  1 bis  (n — 1),  und 
beachtet  hierbei,  dass  nothwendigerweise 

ß/i—i 

2:,»-'  0r  + fgdx  = 0 

, « 
und 


ß/l—  1 

2;,"-'  y>,  a,+ 2;„»-'  Orßr+ fax  a*=o 
. 0 
sein  muss,  so  können  durch  Auflösung  dieser  « + 1 Gleichungen,  welche  in 

Bezug  auf  die  Unbekannten  bis  Q„-i  linear  sind,  letztere  auf  allgemeine 
Art  gefunden  werden. 

Ist  jedoch 

P 1 = P2  P 3 • • • • - 1 =■  0, 

und 

ßn—t  ßn—'l  ßn — 2 ßn—3  ßj  — 0 = ß 

und  </ constant,  so  werden  jene  Gleichungen  allgemein  in  folgende  über- 
gehen : 

rß  f (n-I)|3 

gj  J 0. 

-j-  ßr  ßg>0.  = 
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oder: 


+ ö.  (r-  I)  3'+ . . . . + (?,  (r  -0  r*  + Qr+,  (r  + 1 - ^ r* 

+ ö,+l('-  + 2 — 0r«  + ....+  — 1 — + 1 = 


0 


iiod 

ferner  ebenso: 


(n-l)/3ff+ =0, 


Ruht  beispielsweise  der  gleichförmig  belastete  Balken  auf  3 Stützen 
auf,  so  ergeben  sich  hierfür  nachstehende  Gleichungen: 

|ö,+  3!?.+^  + 2Ä9>..£:.t=0, 

I öi+  + ^ + 43())|,.£.3;=o, 


woraus  folgt,  dass 


(>i  + 2(),  + 2^  = 0. 

+ 2<7=0, 


3 ^ 10 
Oo  = Ot  = — ^9i  0i  = — -^9- 


Wäre  hingegen 

^ = 0 und  P, '=P,  = ...  . = Pn— 1 = P 

CTn^l  — — t ®^/i— 3 • Ofj  Cfj  = O = ^, 

SO  erhält  man : 

^ K>-  5 - 3-)  + ä?'  (*-  ö j + 1^  (*-2- J(^- 


+ Qs^ 


oder : 


+ 


2r  6q>Q.E .% 


= 0, 


+ P,  l*(r-  0 + ft  2'  (r-  0 + . . . . + £),  r*  (r-  0 + a+l (r+ 1 - 0 
+ ör+2^*(^  + 2 — 0 + ....+ön-l  — 1 + — 


= 0. 


Bemerkung.  Die  Spannungen  in  den  einzelnen  Punkten  eines 
Querschnittes  sind  sclbstverstHndlich  verschieden.  Es  wird  jedoch  im 
Allgemeinen  auch  solche  Punkte  geben,  wo  die  Spannungen  gleich  Null 
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werden.  Diese  ergeben  sich  sehr  einfach;  denn  wir  hatten  gefanden^ 
dass,  wenn  die  Krümmungsradien  absolut  genommen  werden 


Es  ist  aber  auch 


und 


dSt  \p  Qt/ 


±6, 


ds 

d$i 


— 1=0, 


daher : 


Die  besagten  Punkte  befinden  sich  also  in  einer  Entfernung  von  der 
Axe,  die  ausgedrückt  wird  durch 


a 

“=  + -f 


Hierbei  ist  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  zu  wählen , je  nachdem 
der  Neigungswinkel  q>  von  dem  betrachteten  Querschnitte  gegen  das  Ende 
zu-  oder  abnimmt. 

Für  jeden  Querschnitt  wird  es  somit  eine  zu  seiner  Biegungssebweraxe 
parallele  Gerade  geben,  welcher  besagte  Eigenschaft  zukömmt. 

Alle  derartigen  Geraden  im  Stabe  bilden  eine  Cjlinderfläche,  welcher 
man  den  Namen  neutrale  Schichte  beilegt.  Wie  ersichtlich,  wird  diese 
nur  in  einzelnen  Fällen  und  zwar  dort,  wo  a=Oist  oder  wo  alle  Kräfte 
senkrecht  auf  die  Richtung  der  Tangente  in  diesem  Punkte  wirken , durch 
den  Schwerpunkt  des  Querschnittes  gehen. 
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L lieber  eine  dae  Hyperboloid  betreffende  Anfgabe.  In  seiner 
Abhandlung  „ On  a new  geomelry  of  space^^  [Transaciions  of  the  Royal 
Society^  2 Febr.  1865)  löst  Herr  PI  Ücker  die  Aufgabe,  aus  den  Glei- 
chungen dieser  Complexe  die  Gleichung  des  Hyperboloids  zu  finden, 
welches  ans  den  ihnen  gemeinsamen  Geraden  gebildet  wird.  Ich  gebe  im 
Folgenden  eine  Lösung  dieser  und  der  umgekehrten  Aufgabe,  welche  in 
symmetrischer  Form  erscheint,  indem  ich  mich  homogener  (Tetraeder-) 
Coordinaten  bediene,  wie  solche  schon  Herr  Lüroth  (Crelle’s  Journal, 
Bd.  67)  in  die  Plücker’sche  Theorie  der  Raumgeraden  eingeführt  hat. 

Sind  und  yxyty^y^  die  Coordinaten  zweier  Punkte  im  Raume 

(ir,  y)  und  setzt  man 

Pn  = Xiyk~yiXk,  iPik—  — Pki)^ 
so  kann  man  die  sechs  Grössen  als  die  homogenen  Coordinaten  der 
Geraden  x,  y bezeichnen.  Zwischen  denselben  besteht  die  Gleichung: 

• 1)  P = PiiP34+PizPi2+PuP33' 

Man  erhält  aus  dem  ersten  Gliede  dieser  Gleichung  die  übrigen,  indem 
man  den  ersten  Index  festhält  und  die  übrigen  cyclisch  permutirt  (vergl. 
Jacobi,  Crelle’s  Journal  Bd.  2,  p.  355).  Wegen  der  Gleichung  l)  re- 
präsentiren  die  Verhältnisse  der  p nur  vier  von  einander  unabhängige 
Grössen,  die  Bestimmungsstücke  der  Geraden. 

Fasst  man  statt  dieser  die  Gerade  als  Schnitt  zweier  Ebenen  u,  v auf, 
deren  Coordinaten  und  ViVfV^v^  sind,  so  erhält  man  ebenso  als 

Coordinaten  der  Geraden  u,  v die  sechs  Grössen: 

^i^k—ViUfey  {yik  = — V*<)» 

zwischen  denen  die  Relation  besteht: 

Und  zwar  sind  diese  sechs  Coordinaten  q den  sechs  Coordinaten  p einzeln 

proportional,  in  der  Weise,  dass: 

, dQ  dP 

PPik  vqik _ Pi‘k‘‘» 

oqtk  opik 
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wobei  |K,  V unbestimmte  Factoren  bedeuten,  und  die  Indices  »'Ar'  mit  den  In- 
dices  »Ar  in  der  durch  die  Formeln  ausgedriiekten  Beziehung  stehen. 

Ents^)rechend  den  Definitionen  des  Herrn  Pllicker  bilden  nun  alle 
Geraden,  zwischen  deren  Coordinaten  p eine  Gleichung  Ordnung  be- 
steht: 

qp(p)=0 

einen  Comp  lex  n*®''  Ordnung;  diejenigen,  zwischen  deren  Coordinaten 
zwei  Gleichungen  bestehen: 

<p(a>)=0,  !/;(/?)  =0 

bilden  eine  Congruenz.  Endlich  bilden  eine  windschiefe  Fläche  alle 
Geraden,  zwischen  deren  Coordinaten  drei  Gleichungen 

(p(p)=0,  i{;(p)  = 0,  x(p)=‘0 

stattfinden.  Man  kann  dies  auch  so  ausdrücken,  dass  die  zwei  Complexen 
gemeinschaftlicher  Geraden  eine  Congruenz,  die  dreien  gemeinschaftlichen 
eine  Fläche  bilden. 

Den  linearen  Complex 

will  ich  einen  speciellen  nennen,  wenn  zwischen  den  «(«,•*  = — «a,*)  die 
Gleichung  besteht: 

*^12  ^34  ^13  ®42  ^14  ®23  “ 

Die  a sind  dann  Coordinaten  einer  Geraden,  und  die  Gleichung  3)  um- 
fasst die  Gesammtheit  aller  Geraden,  welche  die  Gerade  n schneiden.  Zwei 
lineare  Complexe  kann  man  nach  PI  Ücker  immer  auf  zwei  Arten  so  combi- 
niren,  dass  sie  in  specielle  übergehen;  so  dass  also  die  durch  zwei  lineare 
Complexe  gegebene  Congruenz  aus  allen  Geraden  besteht,  die  zwei  gege- 
bene Gerade  schneiden. 

Endlich  also  müssen  alle  drei  linearen  Complexen  gleichzeitig  ange- 
hörende Gerade  drei  feste  Gerade  schneiden,  und  also  eine  Schaar  von  Er- 
zeugenden eines  Hyperboloides  sein. 

Hieran  anknüpfend  will  ich  im  Folgenden  die  beiden  Aufgaben  be- 
handeln. 

I.  Wenn  eine  Fläche  Ordnung  f=0  gegeben  ist,  Complexe  zu  fin- 
den, auf  denen  die  erste,  und  solche,  auf  denen  die  zweite  Schaar  ihrer  Er- 
zeugenden liegt. 

II.  Wenn  drei  lineare  Complexe  gegeben  sind,  die  Gleichung  des  Hy- 
perboloids zu  finden,  dessen  eine  Schaar  von  Erzeugenden  diesen  Com- 
plexen gemeinsam  ist. 

I. 

Die  Gleichung  f—ZaikXiXk—a  möge  symbolisch  geschrieben  werden 
«**  ==  0,  ( «X = «r,  a*,  -j-  «2  a,  -}-  «3  .Tg  -f  a'^) 

wobei  die  Producte  ö,- «a  die  Coefficienten  o,*  vertreten;  ebenso  mögen  die 
Buchstaben  bj  Cy  d etc.  statt  a gesetzt  werden  können.  Sind  dann  x und  y 
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irgend  zwei  Punkte  einer  Erzeugenden  L,  deren  Coordinaten  durch  pik  be- 
zeichnet werden  mögen,  so  ist: 

Pik  = ar,-  ijk  — t/i  tCk. 

Sind  X die  laufenden  Coordinaten;  so  haben  die  Tangentenebenen  der 
Punkte  xy  die  Gleichungen: 

—r  ^1,'  — ^jc^X — 0,  ^ 2~äi  ® A — 

oxi  0 y,- 

Nun  kann  man  leicht  einsehen,  dass  diese  Tangentenebenen  sich  in 
der  Erzeugenden  (xy)  schneiden,  mithin  ist: 

und  man  hat  nach  Gleichung  2) 

4)  Qsby  (üi bk  — bi  ak)^(i  (Xi-  t/k tjc  Xk’) 

als  die  Gleichungen  von  linearen  Complexen,  auf  denen  L liegt. 

Der  Proportionalitätsfactor  ist  hier  nicht  unbestimmt,  man  kann  ihn 
auf  folgende  Weise  finden. 

Ist  M irgend  eine  Erzeugende  derselben  Schaar,  wie  L,  und  sind  zwei 
ihrer  Punkte  |,  »y,  so  liegt  M auf  den  Complexen: 

(ö«  öfc  ) = PM  (§«•  rjk  — Vi  lk)> 

Den  Proportionalitätsfactor,  durch  den  sich  höchstens  die  Complexe, 
denen  die  Geraden  L und  M angehören,  unterscheiden  können,  habe  ich  in 
der  zweiten  Relation  genannt  und  will  ihn  in  der  ersten  mit  fiz  bezeichnen. 

Um  diese  Grössen  in  Beziehung  zu  einander  zu  setzen,  bilde  ich  die 
Identität: 


üxO^  0x0^ 

ff,j  fl,,  fl,g  a^^ 

^3  ^4 

by  b^  hy  by  6g  by  1)^ 

«,l  fl„  fl, 3 flg^ 

!/i  !/2  ^3  y* 

Cj  Cg  C^  Cg  C^  c^ 

®ai  ^3«  ^38  ^34 

ll  $3  1. 

dj  ffjj  dg  </jj  dg  ^ dfj 

«41  «42  «43  «44 

Vi  Va  Vs  Vi 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  geht  aber,  wenn  man  die  Determi- 
nante als  Summe  von  Producten  von  Unterdeterminanten  darstellt,  die  aus 
den  ersten  beiden  und  den  letzten  beiden  Horizontalreihen  gebildet  wer- 
den, und  wenn  man  alsdann  die  Werthe  der  ersten  aus  4,  die  der  letzten 
aus  5 entnimmt,  in  folgenden  Ausdruck  über: 

PL  PM  — yfSCk-)  (^itjk  — Vi^k)  — PL  PAf^^dl^iys^sVi' 

Indem  man  also  in  der  obigen  Gleichung  die  Determinante  der  x,y,^,ij 
forthebt,  bleibt 

ö)  PLPM=^ 

i*obei  J die  Determinante  der  Fläche' ist  und  den  Werth  hat: 


J— 


«12 

«13 

«14 

flgj 

«22 

«23 

«24 

«31 

«32 

«83 

«34 

«41 

«42 

«43 

«44 
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Schreibt  man  die  Gleichung  6)  in  der  Form  /u.v= — , so  sieht  man,  dass 

für  jede  Gerade  derselben  Schaar  denselben  Werth  hat  und  dass  also 
auch  sein  muss,  so  dass 


Die  Erzeugenden  des  Hyperboloides  f=0  liegen  also  auf  den  Com- 
plexen : 

7)  (Ix^  (^' ^i^k)  ^ (^i*yA'  yi'^k^ 


I pA^)  ^ACy)  ^/(y)j 

*)  dxi  ay*  ay,-  1 


und  zwar  entsprechen  den  Zeichen  der  Quadratwurzel  die  beiden  Schaaren 
der  Erzeugenden.  Je  drei  der  sechs  in  dieser  Formel  enthaltenen  Glei- 
chungen bilden  eine  Lösung  der  gestellten  Aufgabe. 

An  die  Form  der  Gleichung  7)  kann  man  folgende  Bemerkung  knüpfen. 

Gehört  die  Gerade  L ausser  der  Oberfläche  f—Q  noch  einer  zweiten 
Oberfläche  9>=0  an,  so  liegt  sie  auf  allen  Flächen  der  Schaar: 

f A g)  = 0 

und  für  zwei  Punkte  y derselben  besteht  nach  7) , und  zwar  unabhängig 
von  A,  die  Gleichung: 

i |ä^  [ ^ äy i-  ^ ~ 

^ ^ i — 

— ^[/'{^)  + ^9’(^)]^[/'(y)+^9(y)]  j==^^/-fi9(^>yi'  - y^^k-^)- 

Da  hier  die  linke  Seite  für  A rational  ist,  muss  es  auch  die  rechte  sein. 
In  diesem  Falle  aber,  wo  /“,  tp  eine  Gerade  gemein  haben,  zerfallt  die  Schnitt- 
curve  von  f und  (p  in  diese  und  in  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung. 

Man  hat  also  den  bekannten  Satz  vor  sich,  dass  in  diesem  Falle  die 
Determinante  in  das  vollständige  Quadrat  eines.Ausdruckes  zweiten  Gra- 
des in  A übergehen  muss,  und  zugleich  giebt  die  obige  Gleichung  für  die 
Wurzel  dieses  Quadrats  einen  rationalen  Ausdruck. 

II. 

Es  seien  nun  die  drei  linearen  Complexe 
8)  = 0 , R = a 0,  C==^C£a  y<A  6 

gegeben.  Man  sucht  die  Gleichung  der  Fläche  zweiter  Ordnung,  welche 
die  ihnen  gemeinschaftlichen  Geraden  enthält. 

Sind  nun  x und  y irgend  zwei  Punkte  einer  dieser  Geraden  Z,  dann 
wird  nach  2): 

?iA  — fk  \_Xvyk'  yi*‘^A'3» 

A = A'rt.A  {Xi-yk'  — yi'-i'A')  = 0,  ß = Zbik  {Xi-yic-  — yi-Xk^)  = 0, 
wo  die  Indiccs  i' k'  die  nämliche  Bedeutung  haben,  wie  in  Formel  2). 
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Diese  beiden  Gleichungen  gelten,  wenn  man  den  Punkt  x irgendwie 
aaf  L fiiirt  hat,  noch  für  jeden  veränderlichen  Punkt  y der  Geraden  Z;  sie 
erscheinen,  falls  wir  die  y als  laufende  Coordinate  ansehen , als  die  Glei- 
cbuDgen  zweier  Ebenen,  die  sich  in  Z schneiden  und  die  Coordinatcu 
haben : 


dA 

dA 

dA 

dA 

dy: 

dyt' 

dy; 

dy: 

dB 

dB 

dB 

dB 

dy: 

dyt^ 

dy; 

dyi 

Hieraus  folgt,  dass: 

dyi  dyk  dyt  dyk 

and  wenn  wir  diese  Werthe  in  die  Gleichung  C=0  eintragen: 


vqik 


9) 


id  Ad  B d_A 

idyi  dy'k  dyidyi\~~^’ 


Dies  ist  die  Gleichung  der  gesuchten  Fläche. 

Die  beiden  Theile  des  auf  der  linken  Seite  dieser  Gleichung  stehenden 
Ausdruckes,  nämlich: 

^ dAdB  ^ ^ dAdB 

^ n jj  und  - 

^Vi  ^yit 

stimmen  mit  einander  überein,  da  sie  durch  Vertauschung  der  Indices  in 
einander  übergehen,  man  kann  also  statt  der  Summe  beider  Glieder  eines 
derselben  setzen,  und  daher  der  Gleichung  die  kürzere  Form  geben: 

^ dAdB  ^ 

dyi  dyk 

Diese  Gleichung  ist  nur  scheinbar  unsymmetrisch;  denn  man  kann  leicht 
nacbweisen,  dass  sie  durch  andere  Anordnung  der  Glieder  auf  der  linken 
Seite  die  Form  annehmen  kann: 


dBdC  ^ 

^ ^i  k ^ P — ^ i 
dyi  dyi 


dC  dA 

dyi  dyt 


welche  sich  von  der  ersten  Form  nur  durch  Vertauschung  der  Buchstaben 
a,  6,  c unterscheiden. 

Giessen.  Prof.  Dr.  Gordan. 


n.  Zur  Anwendung  der  Kettenbrttohe.  Von  Johann  Lieblein, 
a.  0.  Professor  am  Polytechnikum  zu  Prag.  In  einem  früheren  Aufsätze 
(„Geometrische  Deutung  der  Kettenbrüche“,  XII.  Jahrg.  3.  Heft  dieser 
Zeitschrift)  habe  ich  den  Ketteubruch 
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(/?»-!  <7g) : {Pi  y,)  _ (/^ggs)  • 

(/;,  y„_i)  : {p^_qO  {Pz^^)‘  {pj<ii)-\-{PiQA)  ' \p^9i) 

(P4^2)K/>3  5'2)+-*-- 


, +{Pn~2qn-\)-{Pn-iqn-z) 

(P«-l  qn^)'{Pn-2qn-^) 

aufgestellt  und  aus  demselben  eine  Reihe  geometrischer  Sätze  abgeleitet. 
Dieser  Kettenbruch  gestattet  eine  bemerkenswerthe  Verallgemeinerung. 
Wenn  man  nämlich  statt  der  p und  q neue  Grössen  x einführt  durch  die 
Substitution 


I •'T|,  1 a-rH-  . 2 

Pr — 1 Yr  — 

^r+1,3  Ä'1,3  ^r+1,  3 

und  sodann  successive 


^ »-+3i  9 
^ r+3,  5 


X 


'1hl 

^l,  Z 


^,(in-4)  h ^1,  h 

**r+m-3,  h ^(m-f-3)  ^(m— 3) 

r-j-m—i,  m l,  m 

setzt,  so  findet  man  nach  leichter  Rechnung  einen  Kettenbruch,  in  welchem 
sämmtiiche  Glieder  (Quotienten  von  Determinanten  m*®"  Grades  sind. 
Diese  Determinanten  sind  in  der  Form 


V 4.  ^(»"-3) 

^ *^|  I 2 • • • • 


m-2,  m~2  m-1  •*'«,  m 


enthalten,  die  ohne  Abbruch  der  Deutlichkeit  kurz  durch  (l  2 3....W — 2r5) 
bezeichnet  werden  kann,  da  in  der  Folge  die  Reibe  der  zweiten  Stellen- 
zeiger ungestört  bleibt.  Wenn  man  überdies  nur  die  ersten  n — m Glieder 
des  Kettenbruches  beibehält,  so  lautet  die  neue  Relation: 

. (I . . .m-2  wm)  :(1. . .m-2m-l  m) (1 m-2tn 

(l...m-2m-ln);(l...m-2m-lm)  (1...  m-2mm-l) 


{ l . . . m-2  m-f  1 m-1 ) (1 . . . 7/1-2  ;/i-}-l  7/1+2) 

(l  ...  .771-2  771  /n-l)  (1  ...  771-2771+1/71) 


(l  . . .771-2  771+2  77l)  ^ 
(1  . . . 771-2  771+1  77l) 


( 1 ... 771-2  71-1  7l) 
G«.  771-2  71-1  71-2^ 
(1..  .771-2  7171-2) 
(1.  . .771-2  71-1  71-2) 
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in  welcher  die  Stellenzeiger  auf  irgend  eine  Art  unter  einander  vertauscht 
werden  können. 

Die  Elemente  der  Determinanten  bilden  ein  System  von  n Reihen  zu 
je  w Gliedern  (n3>w),  aus  welchem  sich  demnach  im  Ganzen  (n)^  von 
einander  verschiedene  Determinanten  m*®"  Grades  bilden  lassen,  wenn  man 
hierzu  je  m Reihen  so  oft  als  möglich  benutzt.  Durch  die  obige  Relation 
ist  eine  nicht  uninteressante  Eigenschaft  dieser  Determinanten  bewiesen; 
diese  nämlich,  dass  sich  aus  je  2(n  — m) -f- 1 von  einander  unabhängigen 
Determinanten,  deren  Elementensysteme  in  m — 2 Reihen  übereinstimmen, 
ein  Kettenbruch  bilden  lasse,  derart,  dass  seine  Näherungsbrüehe  Quotien- 
ten von  Determinanten  derselben  Art  sind.  Auch  ersieht  man,  dass  durch 
2 (n  — m) -j- 1 von  einander  unabhängige  Determinanten  der  oben  an-- 
gegebenen  Art  alle  übrigen  bestimmt  sind.  Denn  aus  1)  erhält  man, 
snccessive  n==m-f-2,  m-1-3....«  setzend,  zunächst  2(n  — m)  — 3 weitere, 
und  sodann  die  noch  übrigen  durch  eine  zweckmässige  Vertauschung  der 
Stellenzeiger.  Für  die  wirkliche  Berechnung  empfiehlt  sich  die  indirocte 
Bestimmung  der  Zähler  und  Nenner  der  Partialbrüche.  Schreibt  man  die 
Gleichung;  ' 

(I tn  — 2m-}-rfn) (1 . . .m-2  m-f-r  w-f-r-2)  (l. . .w- 1 w -fr- 1 r/j) 

(1.  ..m  — 2 m — Im)  (l. . . m-2  wi -f  r-1  m-f  r-2)  ’ (1 . . . -2  ;/»-!  7/i) 

(1 . . .m-2  m-f  r-1  m-|-r)  (1 . . . m-2  »i -f  r-2  ?«) 

(1  ...w-2  m-f  r-1  m-f  r-2)  ’ (1 ..  .m-2  m- 1 m) 

welche  den  Zusammenhang  von  drei  aufeinanderfolgenden  Zählern  aus- 
drückt, in  der  Form 

(1....7/1  — 2mm  + r— — 2m-fr  — 2m-fr) 

2)  =(l....m  — 2m  m -j-) — 2OT-fr— l;«-fr) 

-p(l....m  — 2 m -fr  — 2 m -fr — l)(l....m  — 2mm-fr), 
so  erhält  man  eine  Beziehung  zwischen  sechs  Determinanten  7«'®"  Grades, 
welche  aus  m -f  2 Elementenreihcn  des  obigen  Systems  gebildet  werden 
können,  wenn  m — 2 dieser  Reihen  allen  Determinanten  gemeinschaftlich 
sein  sollen,  und  die  Gleichung  2)  lehrt,  aus  fünf  solchen  Determinanten 
die  sechste  zu  finden.  Dasselbe  Ergebniss  würde  die  Berechnung  des  Nenners 
irgend  eines  Partialbruches  liefern,  und  man  ist  daher  berechtigt,  folgen- 
den Satz  auszusprechen : 

,,Wenn  man  aus  einem  Systeme  von  n Elementenreihen  mit  jo 
m Gliedern  (ri^m)  alle  möglichen  Determinanten  m'®"  Grades 
bildet,  deren  Systeme  dieselben  m — 2 Reihen  gemeinschaftlich 
haben,  so  lassen  sich  aus  den  Werthen  von  2(71  — 77i)-fl  von 
einander  unabhängigen  Determinanten  die  Wertho  aller  übrigen 
durch  wiederholte  Anwendung  der  Gleichung  2)  finden.“ 

Dieser  Satz  lässt  sich  verallgemeinern.  Man  denke  sich  nämlich  aus 
den  obigen  Elementarreihen  sämmtliche  Determinanten  gebildet  und  • 

Zciliu’hiirt  r.  Mallu-inalik  u,  IMiyaik.  Xlli,  1,  5 
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nehme  von  diesen  vorläufig  alle  jene  als  bekannt  an,  deren  Systeme 
A'4~  1 bestimmte,  übrigens  willkürlich  ausgewählte  Reihen  gemeinschaftlich 
haben. 

Diese  Determinanten  sind  demnach  in  der  Form 

(ff, a^.^.  .ükj^xxy  ....uvtv) 

enthalten,  und  es  giebt  n — (m  — 1)  solche  unter  ihnen,  in  welchen  xy  ,...uv 
bestimmte  Werthe  bc..,.fg  besitzen,  die  immer  so  gewählt  werden  können, 
dass  sämmtliche  n — (jn  — l)  Determinanten  von  einander  unabhängig  sind. 
Nimmt  man  also  n — m von  einander  unabhängige  Determinanten  neu  an, 
deren  Systeme  die  Reihe  enthalten,  so  hat  man 

2(«  — m)  + 1 Determinanten,  welche  in  m — 2 Reihen  übereinstimmen  und 
aus  welchen  alle  in  der  Form 

(ff,  a^...,akhc,...fgvw) 

enthaltenen  berechnet  werden  können.  Nun  sind  aber  auch  alle  Determi- 
nanten von  der  allgemeinen  Form 


(ff,  a^,...akxy  ,.,.vw) 

bestimmt;  denn  zu  ihrer  Kenntniss  gelaugt  man  durch  wiederholte  An- 
wendung der  Gleichung  2}  auf  bereits  bekannte  Determinanten.  So  z.  H. 
würde  man  ans 

ff,  ff,  . . . . ff  . . . . /*«  <1*4.1  y),  (ff , ff, ff*  />  C fu  ff*_j.|  t’), 

(ff,  ff, a^bcfu <1*4.1  (ff, ff, ... . ff* b c ....fug v) 

und 


zunächst 
und  aus 


(ff,  a^....akb€....fugw) 

(ff, a^.  ...a/cbc....fuvrv) 


und 

ferner 


(ff,  ff,. ..  .aichc .,..etuaf(^\f\  (ff,  ff, ff*  e/«ff*.^|r), 

(ff , ff, . . . . ff*  c . . . . e / M <1*4.1  w),  {aiat...,a/fbc ei  ufv) 

(ff,  a^,...aicetuftv) 


(rtf,  ff,....ff* ' 
d.  h.  eine  beliebige  von  jenen  Determinanten  finden,  in  deren  Systemen  an 
die  Stelle  zweier  bestimmter  zwei  beliebige  Reihen  getreten  sind  u.  s.  f. 
Also  sind  die  Werthe  aller  in  der  Form 

(ff,  ff,  ....ff*.^^....!;^) 

enthaltenen  Determinanten  durch  die  Werthe  von 

(ff,  ff,.  ...ff*ff*+iy.. ..  r/e;)  und  « — m 

schicklich  gewählten  neuen  Determinanten  und  folglich  auch  durch  die 
Determinanten 


(ff,  ff,  ....ff»,_2i’«’)  und  {m — k — 2){n  — m) 
zweckmässig  gewählte  andere  vollständig  be.stimrat.  Da  nun  zur  Bestim- 
mung der  Determinanten 

(ff,  ff, ... . fffn4.2  V tv'^y 
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wie  oben  gezeigt  wurde,  2(n — m)4-l  von  einander  unabhängige  hinreichen, 
fo  bat  man  den  allgemeinen  Satz: 

„Wenn  man  aus  einem  Systeme  von  n Elementenreihen  zu  je 
m Gliedern  (w  3> »»)  alle  Determinanten  m‘*“  Grades  ableitet, 
deren  Systeme  dieselben  A:  Reihen  besitzen,  so  sind  durch  die 
Werthe  von  (m  — k)  (ti — 1 von  einander  unabhängigen  De- 

terminanten die  Werthe  aller  übrigen  vollständig  bestimmt.^' 

Ist  Ar  = 0,  d.  h.  hat  man  säramtliche  Determinanten  ohne  Einschrän- 
knog  gebildet,  so  sind  demnach  m{n  — Determinanten  zur  Bestim- 

mung der  übrigen  erforderlich. 

Dieses  letztere  Resultat  hat  schon  Stern  gefunden  und  vor  Kurzem 
in  der  Abhandlung  „lieber  die  Bestimmung  der  Constanten  in  der  Va- 
riationsrechnung^^  bekannt  gemacht. 

Der  vorstehende  Satz  ist  nicht  der  'einzige,  welchen  die  Relation  1) 
liefert;  man  kann  vielmehr  noch  mehrere  geometrische  Sätze  ans  derselben 
ableiteii,  wenn  man  m den  besonderen  Werth  3 annehmen  lässt.  Für 
diesen  Werth  nämlich  und  wenn  mau  überdiess  n — 1 an  die  Stelle  von  n 
treten  lässt,  übergeht  1)  in 

(ln— 13):(1  2 3)_(1  3 4):(1  3 2) 

(I  2n  — 1);(123)~"(142):(1  32)4-(l  46):(143) 

(l  5 3)7(143)  + 


(l  n — l n — l)  : ( 1 n — 2]  n — 3) 
(l  n — ln  — 3)  : (l  n — 2 n — 3) 
und  die  hier  vorkommenden  Determinanten  bedeuten  bekanntlich  doppelte 
Eanminhalte  von  dreiseitigen  Pyramiden,  wenn  man  die  Elemente  recht- 
winklige Coordinaten  von  Punkten  des  Raumes  darstellen  lässt.  Ist  also 
0 der  Anfangspunkt  des  Coordinatensystems  und  bezeichnet  Mr  den  Punkt 


(m— 3) 

rl  » 


(ffi-3) 
> 2 ’ 


(m-3) 

rS 


). 


BO  lässt  sich  3)  auch  schreiben : 

0 Mt  Mn-\  ^/a : 0 _ 0 M, 


0 Mn-i : 0 M,  .V,  0 M,  : 0 M,  i»/,+0 J/,  .V, 


0 ;>/,  Mn-t  ^ 2^fn— 3 

0M~nüZxMnI^:ÖM;Mn-7Mn-z' 

Die  der  Relation  2)  entsprechende  Gleichung  lautet  jetzt: 

5)  0 Ml  3/j Mr^^,0 Ml  Mr^\ Ml  .OMi 

M^  A/r-j-l  Mf^2  • ö Ml  M^  Mr^ 

und  liefert  einen  bekannten  geometrischen  Satz,  welcher  bereits  von  Möbius 

5* 
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gefunden  wurde  (siehe  dessen  baryc.  Calcul  pag.  225).  Der  rechte Theil  der 
Gleichung  4)  enthält  2n  - 7 von  einander  unabhängige  Rauminhalte  von 
jenen  dreiseitigen  Pyramiden,  welche  durch  ein  System  von  n Punkten  des 
Raumes  bestimmt  sind.  Diese  Volumina  als  gegeben  angenommen  findet 
man,  n nach  und  nach  =6,  7....  — « setzend,  zunächst  2n  — 11  weitere, 
und  sodann  durch  zweckmässige  Vertauschung  der  Stellenzeiger  2,3...«— 1 
die  Inhalte  aller  noch  übrigen  Pyramiden,  welche  mit  den  bereits  vor- 
handenen die  Kante  gemeinschaftlich  haben.  Vertauscht  man  da- 

gegen die  Stellenzeiger  1 und  2 mit  einander,  so  erhält  man  aus  4)  eine 
Relation  zur  Berechnung  der  Inhalte  jener  Pyramiden,  welche  die  Kante 
0 gemeinschaftlich  haben  aus  2«  — 7 gegebenen  dieser  Art.  Man  be- 
merke nun,  dass  aus  den  bereits  bekannten  Werthen  der  Inhalt  einer  jeden 
noch  unbekannten,  die  Spitze  0 enthaltenden  Pyramide  mit  Hilfe  der 
Gleichung  5)  berechnet  werde»  kann.  So  würde  man  z.  B.  0 Mr  Mj  Mt  aus 
OMrM^M^^  OMrM^^M^^  OMrM^Mty  OiVr  j|/,  iV,  und  OyVz-il/jd/,  finden. 
Erwägt  man  ferner,  dass  unter  den  Pyramiden  mit  der  Kante  0 M^  sich 
bereits  n — 3 vorfinden,  welche  die  Kante  Od/*  gemeinschaftlich  haben  und 
ihrem  Inhalte  nach  von  einander  unabhängig  sind,  und  dass  das  Volumen 
einer  jeden  den  Scheitel  0 nicht  besitzenden  Pyramide  durch  die  Inhalte 
von  Pyramiden  mit  diesem  Scheitel  ausgedrückt  werden  kann,  so  hat  man 
den  Satz: 

„Wenn  von  den  dreiseitigen  Pyramiden,  welche  durch  ein  System 
von  n Punkten  des  Raumes  bestimmt  sind,  irgend  3«  — U 
(•=2«  — 7 + « — 4)  von  einander  unabhängige  ihrem  Inhalte 
nach  gegeben  sind,  so  kann  man  daraus  die  Inhalte  aller  übrigen 
berechnen.“ 

Durch  eine  ebenso  einfache  Betrachtung  könnte  man  sich  überzeugen, 
dass  3«  — 12  von  einander  unabhängige  Verhältnisse  zwi- 
schen den  Inhalten  dieser  Pyramiden  ausreichen  zur  Be- 
rechnung aller  übrigen  Verhältnisse  dieser  Art. 

Je  zwei  der  Pyramiden,  deren  Verhältnisse  in  der  Gleichung  4)  auf* 
treten,  besitzen  eine  gemeinschaftliche  Basis;  daher  ist  das  Verhältuiss 
ihrer  Inhalte  jenem  Verhältnis.se  gleich,  nach  welchem  die  gemeinschaft- 
liche Basis  die  Gerade  theilt,  w'elche  die  Scheitel  der  beiden  Pyramiden 
verbindet. 


Bezeichnet  also  Jj  den  Durchschnittspunkt  der  gemeinschaftlichen 

das  Verhält- 

t)\r 


Basis  mit  der  Verbindungslinie  der  Schenkel,  und 

\DM^ 

niss,  welches  den  Quotienten  77 ersetzt,  so  nimmt  die  Gleichung  4) 


folgende  Gestalt  an 


OM^MtMr 
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ö) 


(Mn-xD\ 

1 

\ M,D  } 

\ DM.  ) 

\i/.j  DJ\  n_i 


(Dl^\ 

KBMjn 


\M.Djn'^\DMju 


(M,D\ 
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/Mn-2D\  /DMn-\\ 


n 3 


( Mn-x  n\ 

\Mn-2  d)  1 

und  an  die  Stelle  von  5)  tritt 

. __/iVr+3^\  fMr^lD\  /Mr+^D\  fMr^\D\ 

V \ M^D  /,3  VyV,+,/?/lr+2*  \ M^D  /iS* 

Man  denke  sich  durch  je  drei  Eckpunkte  eines  vollständigen  n-Eckes 
im  Raume  Ebenen  gelegt.  Von  den  Verhältnissen , in  denen  die  Seiten 
durch  diese  Ebenen  getbeilt  werden,  kommen  im  rechten  Theile  der  Glei- 
chung 6)  2 n — 8 von  einander  unabhängige  vor,  für  welche  die  getheilten 
Seiten  weder  den  Punkt  0,  noch  den  Punkt  die  theilenden  Ebenen  da- 
gegen eben  diese  beiden  Punkto  enthalten,  und  man  überzeugt  sich  leicht, 
dass  aus  diesen  2n  — 8 Verhältnissen  alle  übrigen  derselben  Art  gefunden 
werden  können.  Auf  gleiche  Weise  sind  also  durch  2n  — 8 von  einander 
unabhängige  Verhältnisse,  für  welche  die  getheilten  Seiten  weder  0 noch 
il/*,  dieTheilungsebenen  dagegen  OMk  enthalten,  alle  übrigen  Verhältnisse 
dieser  Art  bestimmt.  Aber  die  in  den  Formen 

(MrD\  .(MrD\ 

\MsDJ\t 

enthaltenen  Verhältnisse  sind  ausreichend  zurBerechnung  der  noch  übrigen 
unbekannten.  So  würde  man  aus 

/MrD\  (Mrl>\  (M^D\  ^ . (MkD\ 

\MtDji\^  \MnD)tk'  KMiDjiX  “ \MiDjt\ 

{Mr  D\ 


ebunvr 

O 


mit  Hilfe  der  Gleichung  7)  das  Verhältniss  ( aus  der  Glei- 

\MkD/tu 

(MrD\  /MkD\  (MsD\ 
\DMk)tu'\DMs)tu\DMr)tu~  ’ 
welche  eine  bekannte  Eigenschaft  des  ebenen  Dreiecks  ausdrückt  und  aus 

6)  gefolgert  werden  kann,  ferner  finden.  Die  Berechnung  der 

noch  übrigen  Verhältnisse  geschieht  nun  auf  die  bekannte  Weise,  und  es 
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mag  deshalb  nur  bemerkt  werden , dass  man  die  betreffenden  Gleichungen 
aus  der  Relation 

Ms  Mt  Mu  -h  Ms  Mt  MuO~{-Mt  M^O Mr  + M^O MrMs  + 0 
abzuleiten  hat.  Erwägt  man  nun,  dass  unter  dem  in  der  Form 

(MrD\ 

\MsD)u 

enthaltenen  Verhältniss  bereits  n — 4 von  einander  unabhängige  Vorkom- 
men, welche  gleichzeitig  der  Form 

(MrD\ 

\M,D)kt 

angehören^  so  ist  man  berechtigt,  folgenden  Satz  auszusprechen: 

„Wenn  bei  einem  Systeme  von  n Punkten  im  Raume  je  drei 
Punkte  durch  Ebenen  verbunden  werden  und  es  sind  von  den 
Verhältnissen,  in  welchen  die  Durchschnittslinien  je  zweier  Ebenen 
von  den  jeweilig  übrigen  Ebenen  geschnitten  werden,  irgend 
3«  — 12  (=2n  — — 4)  von  einander  unabhängige  gegeben, 

so  kann  daraus  jedes  Verhältniss  dieser  Art  gefunden  werden.“ 
Die  Gleichung  4)  lasst  sich  noch  auf  eine  andere  Weise  umgestalten, 
die  wieder  zu  einem  Satze  führt.  Man  bringe  nämlich  den  Kettenbrucb 
auf  die  Form 


f. 

1 “I"  

1 + 

1 + . . . . 


1 4"  4 > 

die  Grössen  a sind  sodann,  mit  Ausnahme  von  = - - 

OM^M^M^ 

hältnisse  und  durch  die  Gleichung 


Doppelver- 


^ OM^  Mr^l  ;Vr4-3  0 ATj  Mr-i^lMr  / MrJf.’l  ^ / Mr^’i  D\ 

' 0 A/j  Mr^^  4/r+l  Ö M r Mr+\)^  »"-fS  ' \D  Mf^j  A r 

bestimmt.  Verbindet  man  nun  a^  mit  dem  linken  Theile  der  Gleichung, 
wodurch  dieselbe  in 


1 


(M^D\ 

\DMjin-^\  ''\DmJu 

übergeht,  und  bezeichnet  man  ein  Doppelverhältniss,  in  welchem  die  Strecke 
Mr  Mt  durch  die  Ebenen  M{Mk  Mi  und  MiMkMm  gctheilt  wird,  kurz  durch 
(rslm)iicj  so  erhält  man  aus  4)  die  neue  Relation 
7)  (2  3n-14)oi  = l— (4  3 5 2)o, 

1 — (5  4 0 3)o, 

" 1 — (e~57  4)o7 
1—. 


1 — (n  — 2 n — 3 n — 1 n — 4)o,. 
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Durch  dieselbe  ist  die  Aufgabe  gelöst,  aus  n — 5 von  einander  unabhängigen 
Doppelverhältnissen  alle  übrigen  zu  finden  , in  welchen  die  durch  irgend 
eine  Gerade  (hier  03/,)  des  Systems  der  n Punkte  hindurchgehenden 
Ebenen  die  nicht  in  ihnen  liegenden  Geraden  theilen. 

Man  nehme  nun  Zn  — 15  von  einander  unabhängige  Doppelverhält- 
nisse  als  gegeben  an,  von  welchen  in  jeder  der  drei  Formen  {rsiu)akt 
(rs/u)ai,  (rsiu)6m  fi  — ^ enthalten  sind;  so  sind  hierdurch  nicht  nur, 
alle  übrigen  Doppelverhältnisse  dieser  Art,  sondern  überhaupt  alle  Doppel- 
verhältnisse bestimmt,  nach  welchen  irgend  eine  Gerade  von  irgend  wel- 
chen Ebenen  des  Systems  geschnitten  wird.  Denn  aus  (rs//v)ak  und 
{rskw)ai  findet  man  durch  Elimination  des  dritten  gemeinschaftlichen 
Elementes  (rsa»«jt«>a/)=(rsAr/ja,p  und  leitet  hieraus  durch  zweckmässig 
gewählter  und  sn  — 5 von  einander  unabhängige  Doppel  Verhältnisse  ab 
znr  Berechnung  aller  übrigen  in  der  Form  {r  sltt)a„  enthaltenen.  Auf 
gleiche  Weise  gelangt  man  von  den  Formen  {rsmu)ab  und  {r zu 
den  Doppelverhältuissen  (rsfsjju,  und  sodann  von  (rsar)j«  und 
zu  {rslw')avt  d.  h.  zu  jedem  Doppelverhältniss , für  welches  die  schneiden- 
den Ebenen  durch  eine  beliebige  Gerade  (3/u3/p)  des  Systems  hindurch- 
gehen, Da  nun  alle  noch  übrigen  Doppelverhältnisse  aus  bereits  vor 
handenen  durch'Elimination  gemeinschaftlicher  Elemente  abgeleitet  werden 
können , so  ist  die  obige  Behauptung  gerechtfertigt,  und  hiermit  der 
folgende  Satz  bewiesen: 

„Wenn  bei  einem  Systeme  von  Ebenen,  welches  entsteht,  indem 
man  je  drei  von  n Punkten  des  Raumes  durch  Ebenen  verbindet, 
von  den  Doppelverhältuissen,  welche  in  den  Durchschnitten  je 
zweier  Ebenen  durch  die  Schnitte  mit  den  jeweilig  übrigen 
Ebenen  entstehen,  irgend  Zn  — 15  von  einander  unabhängige  ge- 
geben sind,  so  lassen  sich  hieraus  alle  übrigen  finden.“ 

Die  vorstehenden  geometrischen  Sätze  hat  bereits  Möbius  gefunden 
(Der  bary centrische  Calcul  pag.  211,  222  und  260). 

Schliesslich  erlaube  ich  mir  noch,  die  beiden  Identitäten 

OM,M^  0 AI,  3/4  3/5 


8) 


OAI,M^M^ 


+ ••••+ 


9) 


0 AI^  Ai^  AI^  .0  AI,  M^AI^ 0 3/i  Al^  . 0 AI,  3/g  3/„_i 

(1 . ...m — 2 wj-|-l  n) 

(1 .... m — 2m  — 1 w) (l . . . . m — 2 m — 1 1) 

(1....W  — 2m-\-\m 


und 


(1 ....  m — 2 m — 1 m -f- 13  (l . , . . M — 2 m — 1 w -f-  2) 
I ( 1 . . . . m — 2 77?  -p  2 w -|-  3) 

(1 ....  m — 2 m — 1 m -p  2)  ( I , . . . m — 2 r/i  — 1 m -J-  3) 

(1  . . . . 7M  — 2 ;/  — 1 

(1 . ..  .m  — 2 m — 1 n — 1)  (1 ...  .m  — 2 m — 1 7j) 
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anzuführen,  von  welchen  die  erstere  ein  specieller  Fall  der  letzteren  ist. 
Man  erhält  dieselben  durch  Verwandlung  der  Kettenbrüche  3)  und  1)  in 
Reihen  nach  einfacher  Reduction.  Setzt  man  die  Punkte  ilf,, 
als  in  derselben  Ebene  liegend  voraus,  so  erhalten  sämmtliche  Glieder  in 
8)  einen  gemeinschaftlichen  Factor  — die  Höhe  der  Pyramiden  — , und 
man  gelangt  durch  dessen  Entfernung  zu  der  in  meinem  früheren  Aufsatze 
angeführten  Flächenrelation  von  Oscar  Werner. 


m.  Neues  Flintglas.  In  der  Sitzung  vom  6.  Juni  d.  J.  legte 
Prof.  ScHRÖTTER  der  Wiener  Akademie  Proben  eines  neuen  von  Herrn 
Prof.  Lamy  in  Paris  dargestellten  Flintglases  vor,  das  in  vieler  Hinsicht 
die  Aufmerksamkeit  der  Physiker  und  Chemiker  verdient  und  die  er  der 
Güte  des  Letzteren  verdankt.  Dieses  neue  Flintglas  ist  so  zusammen* 
gesetzt,  wie  das  gewöhnliche,  nur  enthält  es  statt  Kalium  die  äquivalente 
Menge  Thallium,  und  bildet  so  einen  neuen  Beleg  für  die  Richtigkeit  der 
zuerst  von  Lamy  ausgesprochenen  Ansicht,  dass  das  Thallium  seinem 
chemischen  Charakter  nach  den  Alkalimetallen  an  die  Seite  zu  stellen  ist. 

Das  Thalliuniflintglas  ist  härter  und  schwerer,  als  das  gewöhnliche. 
Seine  Dichte  beträgt  4*18  und  diese  kann  bis  zu  5*6  steigen,  wenn  die 
Mengb  des  Thalliums  vermehrt  wird;  in  dem  Maasse,  als  diese  steigt, 
nimmt  das  specifische  Gewicht  und  das  Brechungsvermögen  zu,  die  Härte 
hingegen,  sowie  auch  die  Unveränderlichkeit  an  der  Luft  ah. 

Nach  Lamy  beträgt  das  Brechungsvermögen  des  Thalliumflintglases 
von  der  Dichte  4*18 

für  die  rothen  Strahlen  (B)  1*661, 

„ „ gelben  „ (D)  1*673, 

,,  „ violetten  ,,  (H)  1*710. 

Die  Dispersion  — Ni,  beträgt  also  0*049,  während  diese  bei  einem 
stark  brechenden  Flintglas  von  Fraunhofer  nur  = 0*037  ist.  Dieses 
bedeutende  Farbenzerstreuungsvermögen  Hess  sich  auch  an  dem  von  Lamy 
in  Paris  ausgestellten  Prisma  und  den  nach  Art  der  Schmucksteine  facet- 
tirten  Stücken  durch  das  lebhafte  Farbenspicl  sogleich  erkennen. 

Die  vorgelegten  Proben  zeigen  eine  schwach  gelbe,  etwas  ins  Grün- 
liche spielende  Farbe,  welche  Lamy  dem  Umstande  zuschreibt,  dass  er 
sich  des  kolilcnsauren  Thalliumoxyds  zur  Bereitung  bediente,  bei  dessen 
Zerlegung  sich  etwas  Peroxyd  bildet,  welches  die  schwache  Färbung  be- 
dingt. In  der  That  erhielt  er  bei  Anwendung  des  Schwefelsäuren  Salzes 
statt  des  kohlensauren  ein  farbloses  Glas. 

Der  Vortragende  legt  auch  noch  unter  Wasser  aufbewahrtes  Thallium 
von  schönem  Metallglanz  und  krystallinischer  Textur,  sowie  ein  etwa  einen 
Centiineter  hohes  vollkommen  ausgebildetes  Octaeder  des  von  Lamy 
zuerst  dargestellten  Thalliumalauns  vor,  in  welchem  ebenfalls  das  Kalium 
durch  Thallium  vertreten  ist.  (Wiener  Akad.) 


Berichtigung:  S.  22  Z.  1 v.  o.  ist  zu  lesen;  ,, dagegen“  anstatt  „daher“. 
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Stadien  über  rationelle  Vermessungen  im  Gebiete  der 

höhern  Geodäsie. 

Von 

Friedrich  Robert  Helmert, 

Gvodäl  zu  Dresden. 


Einleitung. 

« 

Gegenwärtig  giebt  es  wohl  kaum  einen  modernen  Culturstaat,  in 
welchem  nicht  geodätische  Triangulationen  zum  Zwecke  einer  genauen 
Landesvermessung  oder  als  Theil  einer  Gradmessung  ausgeführt  werden 
oder  schon  beendet  sind.  Trotzdem  ist,  soviel  ich  weiss,  nur  Weniges 
über  solche  Grundsätze  bekannt  worden,  durch  deren  Befolgung  man  in 
den  Stand  gesetzt  ist,  die  Vermessung  möglichst  rationell  auszuführen, 
d.  h.  einen  nothwendigen  Genauigkeitsgrad  derselben  mit  möglichst  wenig 
Zeit  und  Geld  zu  erreichen.  Nun  erheischt  freilich  das  Terrain  in  jedem 
einzelnen  Falle  besondere  Maassregeln;  doch  lässt  sich  aber  auch  nicht 
verkennen,  dass  stets  eine  gewisse  Freiheit  bei  der  Wahl  derselben 
stattfinden  wird  und  es  ist  die  Aufgabe  des  Geodäten,  diese  aufs  vortheil- 
theilhafteste  auszunutzen.  Abstrahirt  man  zunächst  von  den  besondern 
Terrainverhältnissen,  bildet  sich  somit  ein  allen  Anforderungen  genügendes 
ideales  Terrain,  so  kann  es  nicht  schwer  fallen,  zu  einigen  Sätzen  zu  ge- 
langen, die  gewiss  auch  in  manchen  praktisch  vorkommenden  Fällen  An- 
wendung finden  können.  Hieran  wird  sich  eine  Untersuchung  über  die 
Abnahme  des  Genauigkeitsgrades  schliessen  müssen,  welche  die  Triangu- 
lation erleidet,  wenn  das  Terrain  Abweichungen  von  den  Bedingungen  der 
günstigsten  Triangulation  fordert,  und  es  wird  sich  weiterhin  damit  ein 
Urtheil  darüber  bilden,  wieweit  man  erhöhten  Zeit-  und  Geldaufwand  an 
einzelnen  Stellen  anzubringen  habe,  um  sich  jenen  Bedingungen  möglichst 
zu  nähern  und  doch  im  Ganzen  zu  gewinnen. 

Verschiedene  interessante  Bemerkungen  meines  verehrten  Lehrers, 
des  Herrn  Professor  Nagel  am  hiessigen  Polytechnicuin,  erregten  in  mir 
den  Vorsatz,  dem  oben  entwickelten  Gedanken  gemäss,  Studien  über  die 
Einschaltung  der  Punkte  niederster  Ordnung  einer  Landestriangnlation 

Zciiv.hrin  T.  Matlu-matik  u,  1‘hysik  Xill,  2,  Ü 
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anzustellen,  um  zugleich  zur  Entscheidung  der  Frage,  ob  die  allgemeinere 
Anwendung  der  Pothenotschcn  Aufgabe  hierbei  wirklich  so  vortheilhaft  sei, 
wie  es  nach  den  Resultaten  der  von  Herrn  Prof.  Nagel  im  erzgebirgschen 
Kohlenbassin  ausgeführten  Arbeiten  erschien,  einen  Beitrag  zu  liefern.  Im 
zweiten  der  folgenden  Hauptabschnitte  befindet  sich  das  Endresultat  dieser 
Studien,  während  der  erste  mehr  vorbereitende  Bedeutung  hat.  Der  dritte 
Hauptabschnitt  ist  den  Basisnetzen  gewidmet  und  der  vierte  enthält  einige 
Bemerkungen  zu  den  gün.stigsten  Formen  grosser  Ureiecksnetze. 


I.  Allgemeine  Bemerkungen  über  die  Genauigkeit  eines  Punktes. 

1. 

Die  Lage  eines  Punktes  wird  bekannt,  sobald  zwei  sich  schneidende 
geometrische  Oerter  desselben  gefunden  werden.  Meistens  begnügt  man 
sich  nicht,  nur  zweien  solchen  die  Bestimmung  zu  überlassen  und  ermittelt 
daher  noch  mehrere.  Insofern  nun  jeder  derselben  etwas  fehlerhaft  sein 
wird,  werden  paarweise  Combinatioiien  verschiedener  geometrischer  Oerter  ■ 
verschiedene  Punktlagen  ergeben,  die  sämmtlich  von  der  wahren  Lage  ab-  , 
weichen , sodass  es  einer  Aiisgleichungsrechnung  überlassen  bleiben  muss,  ' 
aus  der  Vergleichung  aller  Bestimmungen  wenigstens  eine  wahrscheinlichste 
Lage  zu  ermitteln.  Die  Grösse  der  einzelnen  Abweichungen  giebt  dabei 
ein  Mittel  an  die  Hand,  die  Genauigkeit  der  wahrscheinlichsten  Lage,  ihre  j 
Abweichung  von  der  Wahrheit  zu  schätzen.  Hat  man  nur  zwei  geome- 
trische Oerter,  so  ist  ihr  Durchschnitt  schon  die  wahrscheinlichste  Lage 
des  Punktes  und  es  kann  von  weiterer  Ausgleichung  nicht  die  Rede  sein; 
es  wäre  also  auch  ein  Schluss  auf  die  Genauigkeit  dieser  Bestimmung  nicht  ' 
möglich,  wenn  nicht  in  den  meisten  Fällen  die  wahrscheinlichen  Fehler  der 
geometrischen  Oerter  selbst  durch  die  Art  und  Weise  ihrer  Auffindung  be- 
kannt würden.  Aus  diesen  Angaben  die  Genauigkeit  der  Bestimmung  zu 
folgern,  ist  sonach  eine  erste  Aufgabe,  an  welche  als  nächste  sich  diejenige 
anschliesst : die  Lösung  für  die  Bestimmung  aus  mehreren  geometrischen 
Oertern  zu  verallgemeinern.  Werden  hierbei  dieselben  als  unabhängig 
von  einander  bestimmt  angenommen,  so  ist  es  endlich  noch  nothwendig, 
auch  den  allgemeinsten  Fall  gegenseitig  bedingter  geometrischer  Oerter  ■ 
in’s  Auge  zu  fassen. 

Man  bezeichnet  nun  stets  die  Lage  eines  Punktes  durch  zwei  Coordi- 
naten  und  giebt  die  wahrscheinlichen  Fehler  derselben  an,  sodass  sich  die 
gestellten  Aufgaben  zum  Theil  darauf  reduciren,  aus  jenen  auf  die  Ge- 
nauigkeit der  Bestimmung  überhaupt  zu  scliliessen. 

Für  die  hier  anzustellendcn  Untersuchungen  wird  es  genügen,  die 
geometrischen  Oerter  als  Gerade  zu  betrachten,  die  sich  bei  eintretenden 
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Fehlern  parallel  verschieben.  Durch  Einführung  hinreichend  scharfer 
Näherungswerthe  für  die  Coordinaten  reducirt  sich  nämlich  die  Gleichung 
Jedes  beliebig  gestalteten  geometrischen  Ortes  in  Bezug  auf  die  kleinen 
noch  anzubringenden  Verbesserungen,  der  Coordinaten  auf  den 
ersten  Grad,  da  man  deren  höhere  Potenzen  vernachlässigen  darf.  Ebenso 
ist  es  ferner  auch  zulässig,  den  wahrscheinlichen  Fehler  des  geometrischen 
Ortes  an  der  Stelle  der  genähert  richtigen  Lage  des  Punktes  für  die  ganze 
unendliche  Länge  der  substituirten  Geraden  beizubehalten,  da  wirklich 
eintretende  Fehler  sehr  klein  sind  und  für  geringe  Verschiebungen  des 
Punktes  auf  dem  geometrischen  Orte  sich  dessen  wahrscheinlicher  Fehler 
nur  wenig  ändert.  Die  genauere  Ausführung  hiervon  kann  wohl  unter- 
bleiben und  nur  darauf  sei  noch  hingewiesen,  dass  im  Folgenden  an  den 
Stellen,  wo  durch  die  soeben  gemachten  Voraussetzungen  die  allgemeine 
Gültigkeit  eines  Resultats  einer  wesentlichen  Beschränkung  bedarf,  dieses 
auch  besonders  erwähnt  worden  ist. 


Bestjmmnng  der  Genauigkeit  der  Lage  eines  Punktes  aus  den  von  einander  'unabhän- 
gigen wahrscheinlichen  Abweichungen  zweien  Geraden. 

2. 

Ist  der  Pnnkt  durch  die  beiden  Geraden  AÄ  und  BB'  (Fig.  1)  be- 
stimmt, welche  sich  unter  dem  Winkel  in  0 schneiden,  so  ist  0 seine 
wahrscheinlichste  Lage.  Sind 

OM  = --  OM'  = r,  , ON  ==  — ON'  = 
die  wahrscheinlichsten  Abweichungen  des  Punktes  von  AA'  und  BB'  zu- 
nächst an  der  Stelle  0 selbst,  so  kann  man  nach  dem  Vorigen  r^  und  r.^ 
anch  die  wahrscheinlichen  parallelen  Verschiebungen  der  Ge- 
raden nennen,  und  wären  gerade  diese  Fehler  begangen  worden,  so 
würde  der  Punkt  in  eine  der  vier  Ecken  des  aus  den  Parallelen  paaren  zu 
AA  und  BB'  durch  M und  M' , N und  N'  gebildeten  Parallelogramms  zu 
liegen  kommen*).  Hingegen  entsteht  die  beliebige  Lage  P in  der  Entfer- 
nung A von  0 durch  das  gleichzeitige  Eintreffen  von  Fehler  PC  = u senk- 
recht zu  AA'  und  PD  = v senkrecht  zu  BB'. 

Sind  Wj  und  w'j  Wahrscheinlichkeiten  des  Eintreffens  von  ;/  = 0 
resp.  V = Oy  h und  k beziehendlich  die  Maasse  der  Genauigkeit,  so  ist  die 
Wahrscheinlichkeit  des  Vorkommens  von  u resp.  v 


- A*  u» 

w„  = rv^  .c  , 


= w c 


— A-2  «* 


daher  die  Wahrscheinlichkeit  der  besonderen  Lago  P bei  gleichzeitigem 
Eintreffen  von  u und  v 


♦)  Dies  Parallclograinm  ist  in  Fig.  1 mit  angegeben. 

••)  Hierüber,  sowie  über  die  Formeln  in  Abschn.il.  vergleiclic  man:  ,,Enckc, 
Berliner  nstronomisches  Jahrbuch  18.‘U“  oder  „Navier,  Difl'crentialrecbniing  etc. 
übersetzt  von  Wittstein,“  Anhang  zum  II.  Bande  von  Wittstein. 

^ c* 


7G  Studien  über  rationelle  Vermessungen  im  Ool)ieto  der  hohem 


— + fc*v^) 

1)  7vj  = tVu  . Wy  = w,  . tv.y  , e f 

wobei  zwischen  h und  , k und  die  bekannte  Relation  stattfindet: 


2)  r^h  — r.^k  = q = 0,47694 . 

vy^  bleibt  nach  Gleichung  1)  constant,  so  lange  P sich  auf  dem  Um- 
fange einer  Ellipse  bewegt,  für  welche  /4Ä  und  BB'  die  Richtungen 
conjugirter  Durchmesser  sind,  weil  dabei  für  u und  v die  Gleichung  be- 
steht: 3)  /iV -j- , worin  c eine  Constante  bezeichnet. 

Oder  um  auf  übliche  Coordinaten  überzugehen,  betrachte  mau  AA'  und  BB’ 
als  Achsen  eines  schiefwinkligen  Systems  der  § und  r\  (Fig.l)  und  hat  alsdann 

V = sin  cp  u = r\  sin  q> , 


4) 


{ksinep)'^  ij'  (hsinep)'^  = ^ oder 


o’+a)’-.  - 


h = 


ksinep'  hsinep' 
worin  a und  h die  halben  Langen  der  conjugirten  Durchmesser  A/t  und 
BB^  bedeuten.  P fällt  in  die  Endpunkte  der  letzteren,  wenn  resp. 

t}  — 0,  I = + rt,  also  u = 0,  V = Vo  = ^ ~r  y oder 

' H 


C 

1 = 0,  also  y = 0,  « = «o  = + wird. 

Man  sieht  hieraus,  dass  immer 

5)  Uo  . h = Vo  . k — c y 

und  dass  die  zu  verschieden  eii  gehörigen  Ellipsen  alle  ähn- 
lich  sind  und  um  ihren  Mittelpunkt  Oherum  auch  ähnlich  lie- 
gen, wobei  für  die  conjugirten  Durchmesser  in  Richtung  AA'  und  BB'  die 
Proportion  gilt: 

2«  : 2h  = a : b = r.^:  . 

Den  vier  Punkten  3/j,  A, , N^'  insbesondere,  in  welchen  die 

Parallelen  zu  den  besßmmenden  Geraden  im  Abstande  + r,  resp.  + ^2 
dieselben  schneiden,  kommt  die  Wahrscheinlichkeit 

- P* 

w = Wj  . Wj  • ^ 

zu  und  sie  liegen  daher  auf  dem  Umfange  Einer  Ellipse,  welche  die  Ilaupt- 
ellipse  genannt  werden  soll  und  in  ihren  Durchschnitten  i”!/,,  3Uj,  A,,  A', 
mit  AA’  und  BB'  von  obigen  4 Parallelen  tangirt  wird. 


3. 


Denkt  man  sich  die  Wahrscheinlichkeit  des  Eintretens  der  Lago  P 
senkrecht  zur  Papierebene  in  P aufgetragen  und  bewegt  sich/*  auf  der  etwa 
horizontal  liegenden  Papierebene,  so  beschreibt  gleichzeitig  der  Endpunkt 
der  Senkrechten  eine  Oberfläche  mit  der  Gleichung 


G)  w^  — w^.w^.p  ' oaQTtVj—l—e  V l / 'r 

f ist  in  OeinMaxiimnn  und  nimmt  von  hier  aus  nach  allen  Seiten'stetig  ah  bei 
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asymptotischer  Annäherung  der  Oberfläche  an  die  Papierebenc.  Alle  ho- 
rizontalen Querschnitte  der  Fläche  sind  Ellipsen , alle  vcrticalen  (Quer- 
schnitte durch  0 unter  der  Neigung  v gegen  AA'  von  der  Form  der  be- 
kannten Wahrscheinlichkeitscurve  nach  der  Gleichung 

y — /ß  .{h*  sin^  V k*  sin^  iv—v))  » 

6 = 7/»,  . w.f  ,e  ' i j 

und  da,  wie  bekannt,  alle  diese  Querschnitte  einen  Wendepunkt  haben,  so 

hat  die  Oberfläche  eine  Wen  doli  nie  mit  den  Gleichungen 


7)  1=2  A'  {ji^sin'v  -f-  k'Sin'  {(p — 7^)  , f = w, . tv., . e ■ , 

Die  Wendelinie  ist  hiernach  eine  ebene  (hirve  und  cs  liegt  dieselbe 
parallel  der  Papierebene.  Die  erste  der  Gleichungen  7),  die  l’rojection 
der  Wendelinie  auf  die  Papierebeiie  bezeichnend,  geht  durch  Transfor- 
mation über  in 

^ 1 1 = 2 „der  1 = (y+ 

I «"  = 1 ; {/i  sin  (p  Y'i)  ; b’  — \ : (h  sin  <p  ^ 


4. 

Um  nun  die  Wahrscheinlichkeit  des  Vorkommens  von  P auf 
einer  Ellipsen  fläche  um  0 überhaupt  zu  ermitteli\,  ist  es  nötliig, 
zunächst  eine  endliche  Anzahl  Lagen  von  P zu  betrachten,  die  in  der  Art 
gleichmässig  über  die  Papierebene  vertheilt  sind,  dass  sowohl  der  einer 
Lnge  entsprechende  Fehler  OP  als  auch  die  Wahrscheinlichkeit  seines  Ein- 
tretens innerhalb  einer  sehr  kleinen,  mit  den  andern  gleich räumigen  Fläche 
als  constant  angesehen  werden  dürfen.  Olfeubar  verhalten  sich  dann  die 
Wahrscheinlichkeiten  des  Vorkommens  von  P innerhalb  zweier  solcher 
Flächen  wie  die  betreffenden  fVj  um  so  genauer,  je  kleiner  die  Käinne  der 
Flächen  genommen  werden.  Die  Zerlegung  der  Papierebene  geschehe 
wie  folgt: 

Man  theile  MOHf  und  NON'  in  eine  gleiche  Anzahl  sehr  kleiner 
Theile  (Fig.  2); 

9)  mir  = 2r,  = 2/7d;  NON'  = 2r.,  = 2/7(5', 
trage  diese  Theile  noch  über  die  Punkte  yl/,  .1/',  N und  N'  hinaus  beliebig 
oft  auf  und  ziehe  durch  die  Theilpiinkte  Parallelen  zu  AA'  resp.  PP'.  So 
entstehen  zwei  Systeme  von  äquidistanten  Parallelen,  deren  sämintliche 
Durchschnitte  das  Vorkommen  von  Fehlern  bezeichnen,  für  welches  der 
Abstand  ^ die  Wahrscheinlichkeit  ist.  Denkt  man  sich  f körperlich  etwa 

vom  Querschnitte  eines  Elementarparallelogramines  ^gleich— ^ so  hat 

man  damit  ein  Bild  der  Häufigkeit  des  Vorkommens  der  Fehler,  zwar  nicht 
von  absolutem,  aber  doch  relativem  Werthe;  denn  es  leuchtet  ein,  dass  die 
Wahrscheinlichkeiten  für  das  Vorkommen  innerhalb  zweier  beliebigen 
Stücke  der  Papierebenc  sich  wie  die  darüber  befindlichen  cubischen  Räume 
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verhalten,  wenn  man  nur  (Gleichung  9)  « unendlich  anwachsen  lässt. 
Sind  und  fV.j  die  Wahrscheinlichkeiten,  dass  P auf  den  Ellipsen- 
flächen  mit  den  Abschnitten  «j  und  und  b.,  liegt,  so  ist  also  streng 


El 

fr. 


.Wo.  I / dl.dtisvKp 

0 ü 


• J * 


66' 


Wj  . Wo  . j j 

0 0 


- (S*  qp  ,,  , . 

6’  fl§ . dt]  stn  qp 


worin  für  , noch  dl.  dn. sin  cp  gesetzt  wurde.  Die  Grenzen  beziehen 
stn<p  ° 

sich  auf  den  Umfang  von  Ellipsen,  deren  Gleichungen  aus  Gleichung  4) 
durch  Anbringen  der  Indices  1 resp.  2 an  a und  b hervorgehen. 

Das  Doppelintegral  im  Zähler  und  Nenner  wird  leicht  durch  Einfüh- 
rung anderer  Grenzen  gefunden.  Doch  möge  die  Transformation  des  Zu- 
sammenhanges wegen  nicht  nach  dem  üblichen  Verfahren,  sondern  wie 
folgt  geschehen : 

Man  denke  sich  (wie  in  Fig.  3)  durch  entsprechende  Theilpunkte  von 
JA'  und  BB'  die  ähnlichen  Ellipsen  gezogen  und  die  Papierebene  also  in 
schmale  elliptische  Ringe  getheilt.  Geht  man  von  einer  beliebigen  Ellipse 
zu  einer  benachbarten,  so  ändert  sich  c (Gl.  .5)  um  gleichviel,  welche  der 
Ellipsen  man  auch  als  Ausgang  annimmt.  Für  jeden  der  Ringe  kann  man 
die  zu  integrirende  Function,  ursprünglich  f,  als  constant  ansehen  und 
zwar  um  so  mehr,  je  dichter  das  System  Ellipsen  gezogen  wird.  Bedeutet 
de  den  Inhalt  eines  elementaren  Ringes  innerhalb  des  Winkelraumes  AOB, 
so  ist  nun  jedes  der  Doppelintegrale  auf  die  Form  gebracht 


je  . de  . 


£,  der  elliptisch  begrenzte  Winkelraum  AOB^  beträgt 

7t 


c = “ . ab  sin  cp  , 


also  ist 


und  sofern 


auch 


de 


71 


(a  .db  -f-  b.  da)  sin  cp  , 


da  = db  = -E-  , a6  = b6' . 

stn  cp  sin  cp 


de  = — . a6  = — . b6'  — — . bsin  cp  da, 

Jd  Ji  ^ 


d.  i.  nach  Gleichung  4) 


de  == 


7t  d (c‘) 

4 ’ hk  sin  cp 
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*•»*  ^ ^ r 


Damit  wird  das  Integral  gleich 


n 


4 • hksinq,  ' J 4 • 


— /.* 


— e 
hk  sin  (p 


und  wenn  man  der  Ellipse  2.  unendliche  Ausdehnung  giebt,  ^ setzt, 

wird 

10)  Wi  fr„  . f ” "*>* ) = 1 — 6*  “ •) 


5. 

wird  ^ für  fj  — C — 0,83254,  logC  = 0,92040  — 1. 

Die  halben  Längen  der  conjugirten  Durchmesser  der  zugehörigen  El- 
lip.se,  welche  die  wahrscheinlichste  heissen  mag,  sin<l 

V ü c c c 

11)  A=  . , B — , - , worin  F = r.^  , , i/  = Tj  . — = 1, 745(1 


sw  q> 
zu  setzen  sind. 


stn  (p 


Q 


Q Q 


6. 


Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  innerhalb  eines  Paral- 
lelogrammes  um  0,  nämlich  gleichzeitig  zwischen  zwei  Parallelen- 
paaren  in  den  Entfernungen  + u von  J./,  + v von  BB‘  liegt,  ist  gleich 

[ 2/j  /•  — /<*  „*  ] ( 2A-  /•  _ A«  ü»  ) 

wobei  jeder  Factor  einzeln  die  Wahrscheinlichkeit  der  Lage  von  P inner- 
halb eines  der  Parallelenpaare  bezeichnet. 

Nimmt  man  u und  v gleich  r,  resp.  r„,  so  wird  die  Wahrschein- 
lich k e i t f U r Pi  n n c r h a 1 b d c s d i 0 II  a u p t e 1 1 i p s e in  ihren  Schnittpunkten 
mit  .L/  und  PP  tangirenden  Parallelogramms  (vergl.  Abschnitt  2) 

1 1 1 


— r, 


fv  .. 


2 


4 ’ 


nimmt  man  aber  u und  v nur  proportional  rj  und  r.,  und  ausserdem  so 

gross,  dass  Obiges  Product  gleich  wird,  so  müssen  folgende  Be- 
ziehungen bestehen : 


•)  Unter  Bcznfrnahmc  auf  xVbsclinitt  1 sei  hier  bemerkt:  Sind  AA’  und  PP' 
nur  substituirte  Gerade,  so  ist  Glciclmng  10)  nicht  streng,  da  zwar  l wird, 

aber  nicht  proportional  dein  Doppelintegralc  im  Nenner  bleibt.  Nimmt  man  je- 
doch für  die  2.  Ellipse  Cj  nicht  unendlich,  sondern  nur  .so  ist  cs  auch 


— / » \ 

erlaubt  li\  . / i_e  J 

^ 1 — c ’ ' ' 


auf  7 Decimalen  genau,  zu  setzen 
und  mau  folgert  leicht  weiter,  dass  AI,  selbst  auf  7 Decimaleu  genau  gleich  1 ist, 
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= 1 : J/T=  0,707;  —=-=^L=  -=1,560.  *) 

Q Q r^  r., 

(j 

Wie  zu  erwarten  war,  ist  dieser  Werth  etwas  kleiner,  als  — in  Gleichung  11). 

7. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  P zwischen  zwei  Ellipsen  1.  und  2. 
liegt,  ist 


wenn  die  erste  Ellipse  die  zweite  umschliesst.  Wählt  man  die  zweite  El- 
lipse der  ersten  unendlich  benachbart,  so  ist  auch 

— W.^  = 2e  “ . c,  . de,  = W{. 

PUr  zwei  andere  benachbarte  Ellipsen  3.  und  4.  ist  in  gleicher  Weise 

— fr,  = 2e  “ . ^3 . de,  = WV 

und  da  nach  Gleichung  5)  de,  = dc.^  ist,  wenn  man  das  Ellipsensystcm 
nur  wie  in  Fig.  2 und  3 (Abschn.  4.)  gezogen  denkt,  gilt  die  Proportion; 

12)  fr/  : ffV‘=  c,  . e ” C2  . c 

und  zwar  um  so  genauer,  je  dichter  das  Ellipsensystem  angenommen  wird. 
Lässt  man  endlich  ;i  (Gleichung  0)  unendlich  anwachsen , so  geht  der  Flä- 
chenstreifen zwischen  2 benachbarten  Ellipen  in  einen  Contour  von  ver- 
schwindender Dicke  über,  die  jedoch  an  jeder  Stelle  eine  andere  und  pro- 
portional der  Entfernung  von  0 ist**).  Die  Gleichung  12)  sagt  daher  auch 
aus,  wie  sich  die  Wahrscheinlichkeiten  des  Vorkommens  von  P auf  den 
Peripherien  der  Ellipsen  1.  und  3.  verhalten,  sobald  man  diese  Peripherien 
als  Contouren  im  obigen  Sinne  betrachtet. 

Unter  dieser  Annahme  mag  auch  die  Wahrscheinlichkeit  des  Vor- 
kommens von  P auf  einem  Ellipsen  bogen  RS  (Fig. 2)  berechnet  werden, 
sodass  derselbe  als  Thcil  eines  derartigen  Contours  betrachtet  wird. 

8. 


Das  zwischen  den  Ordinaten  von  R und  S befindliche  Stück  der  El- 
lipscnfläche  ist,  wenn  7?  = (^, , •»;,),  S — (|., , bekanntlich 


•)  Zur  Itercchnunp'  dieses  Werthos  diente  eine  der  bekannten  Tafeln  für  das  , 
betreffende  Integral. 

••)  HedUrfle  man  der  Wahrschoinlicbkeit  in  Ilezug  auf  eine  mathematische 
Linie,  so  würde  als  Maass  dafür  der  Flächenraum  anzusohen  sein,  welchen  J be- 
schreibt, wenn  P sich  auf  jener  Linie  bewegt.  Hier  können  derartige  Hetrach- 
tungen  ausgeschlossen  werden,  da  sie  das  VerstUndniss  der  Vertheilung  der  Fehler 
nicht  fördern. 
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Durch  Differentiation  nach  b und  «,  wobei  aber  — , und  con 


a 


staut  bleiben,  erhält  man  den  elementaren  Flächenstreifen,  welcher  au  BS 
angrenzt  (in  Fig.  2 schraffirt) : 

de  = b sin q>  ( nrc sin  — arcsin  ^ da  . 

\ a a J 

Derselbe  Werth  von  de'  würde  sich  ergeben  haben,  wenn  man  anstatt 
der  § die  q oder  auch  die  Richtung  der  Radien  OB  und  OS  als  constant  an- 
gesehen hätte,  denn  cs  ist  auch 

j ' I •(  • V\  • 1 

de  = b sin  <p  I arc  sm  — arc  sm  ^ \ da , sowie 

. . /Dreieck  BOS\ 

de  =bsinq)  . arcsin  I -v — . da,  etc. 

\Dreieck  AOB/ 

Hiermit  ergiebt  sich  nun  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  P auf  dem  an  BS 
angrenzenden  Flachenstückchcn  de'  liegt,  im  Verhältniss  zu  derjenigen, 
dass  P überhaupt  auf  dem  schmalen  elliptischen  Ringe  liegt,  von  dem  de' 
ein  Theil  ist, 

H'{BS)  de  2/  . 

^ fy(AB)  de  7t  \ a aj 


= - I arc 

71  \ 


'n\ 


: sm  “ — arc  sm 
b 


-7) 


arc  sin 


71 


/Dreieck 

\ Dreieck  AO  B ) 


Hierbei  ist  stillschweigend  BS  als  Theil  von  dem  innerhalb  des  Winkel- 
raumes  AOB  gelegenen  Ellipsencontour  betrachtet  worden.  Auch  bedarf 
OS  keiner  weiteren  Erörterung  für  andere  Fälle. 

Die  Constriiction  solcher  Dogen  BS  derselben  Ellipse,  welche  gleiche 
Wahrscheinlichkeit  ergeben,  ist  mit  Hilfe  von  Kreisen  um  0 mit  den  Ra- 
dien a und  b sehr  leicht.  Von  derselben  wird  in  Abschnitt  10.  Gebrauch  ge- 
macht werden. 

Nach  dem  letzten  der  Ausdrücke  für  das  Wahrscheinlichkeitsverhält- 
niss  in  Gleichung  13  bleibt  dieses  auch  constant  für  Bogen  BS  verschiedener 
Kllipsen,  wenn  sie  zwischen  denselben  Radien  von  0 aus  liegen.  Ver- 
gleicht man  daher  zwei  solche  Bögen  mit  einander,  so  gilt  für  sie  Gleichung 
12)  wie  für  die  ganzen  resp.  Peripherien. 


9. 

Für  kleine  Bögen  BS  darf  man  Dreieck  BOS  mit  dem  Sector  BOS  ver- 
tauschen. Construirt  man  nun  wie  in  Fig.  3 zu  der  mehrfach  erwähnten 
Dllipsenschaar  Radien  derartig,  dass  je  zwei  benachbarte  gleiche  Sectoren- 
Hächen  einschlicsson,  so  erlangt  man  mit  Hilfe  der  Figur  einen  Ueb er- 
blick über  die  Vertheilung  der  Fehler  um  0.  Denn  die  Wahr- 
scheinlichkeit des  Vorkommens  von  P ist  dieselbe  1)  für  alle  elementaren 
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Flächenstückchcn  zwischen  denselben  Ellipsen  und  beliebigen  benach- 
barten Radien  (z.  B.  für  1,  2,  3...  oder  für  1',  2\  3'...)  und  2)  für  alle 
Sectoren  zwischen  benachbarten  Radien  und  derselben  Ellipse,  woraus 
man  durch  Combination  noch  verschiedene  andere  Sätze  ableiten  kann. 
Zieht  man  überdiess  die  Peripherien  von  verschiedener  Stärke  an  verschie- 
denen Stellen,  entsprechend  dem  Abstande  von  0,  so  ist  auch  die  Wahr- 
scheinlichkeit dieselbe  für  alle  Bogenstücke  desselben  Ellipsencontours. 

Endlich  besteht  für  die  Wahrscheinlichkeiten  des  Vorkommens  von  P 
auf  zwei  Bogenstücken  verschiedener  Contoure  oder  innerhalb  der  angren- 
zenden Flächenstückchen  die  Gleichung  12).>  Z,  B.  in  Bezug  auf  Theile 
der  Ellipsencontourc  und  7?j  in  Fig.  3 oder  in  Bezug  auf  die  an- 
grenzenden Flächenstiickchen  ist  das  Verhältniss  der  Wahischeinlichkeiteii 

— C*  — Ci* 

c . e ; Cj . e . 


10. 


Als  wahrscheinlichen  Fehler  in  der  Bestimmung  von  0 wird 
man,  ebenso  wie  bei  Betrachtung  der  Fehler  u und  v allein,  denjenigen 
bezeichnen,  welcher  ebenso  oft  überschritten , als  nicht  erreicht  wird , und 
als  mittlern  Fehler  denjenigen,  dessen  Quadrat  das  arithmetische 
Mittel  aller  Fehlerquadrate  ist.  Es  wird  sich  zeigen,  dass  zwischen  beiden 
Grössen  eine  constante  Beziehung  stattfindet. 

Der  wahrscheinliche  Fehler  ist  nach  verschiedenen  Richtungen 
von  0 aus  verschieden,  denn  verschiedene  Punkte  der  wahrscheinlichsten 
Ellipse  haben  von  0 verschiedenen  Abstand.  Will  mau  nun  nicht  diese 
Ellipse,  nämlich  ihre  grosse  und  kleine  Halbachse  als  grössten  und  klein- 
sten Werth  des  wahrscheinlichen  Fehlers,  augeben,  so  muss  ein  mittlerer 
Werth  des  letztem  abgeleitet  werden.  Es  findet  sich  dieser  zu 


1-1) 


.KM, 


st/i  (p 


wo  y/,  B,  U und  V dieselben  Werthe  wie  in  Gleichung  11)  haben. 

Geht  man  nämlich  wieder  von  einer  grossen  Zahl  endlicher  Fehler  aus, 
seist,  wenn  y/7?  in  Fig.  3 die  wahrscheinlichste  Ellipse  bedeutet,  der  cubische 
Raum  über  dem  an  AB  angrenzenden  elliptischen  Ringe  der  Ausdruck  für  die 
Wahrscheinlichkeit  des  Eintretens  des  wahrscheinlichen  Fehlers  überhaupt, 
und  cs  ist  erlaubt,  für  jedes  der  Flächenstückcheu  1,  2,  3,  etc.  den  Fehler 
von  der  Länge  des  Radius  von  0 aus  nach  einem  beliebigen  Punkte  der 
Fläche,  etwa  dem  rechten  äussern  Eckpunkte  (von  0 aus  gesehen)  zu 
nehmen.  Für  je  drei  benachbarte  dieser  Punkte  ist  nach  Gleichung  13) 


arcsin  — — arcsin  ^ = arcsin  ^ 
A A A 


arc  sin 


A 


Bezeichnet  man  diese  Differenzen  mit  dij/  und  ist  AB  in  n Theile  zer 
legt  worden,  so  erkennt  mau  leicht  die  Richtigkeit  der  Gleichungen; 
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• - !* 


« ^ , arc  sin  = y>.  = I/;, 


n 


wobei  t/;  von  bis  w.dip  oder  von  0 bis  ^ bei  unendlich  waebsendera 

n gellt. 

Es  wird  ferner  t]p  = D cos 'tlf 

A^p  = A'^sin'^tl;  -(-  B^cos^'tp  -f-  2ABcoscp  cos “tl; sin rif 


2/1 


V ^2 

und  daher  7?*  = — 


2n  ’ 


worin  der  Zähler  die  Summe  der  Fehlcr- 


quadiate  für  die  halbe  Ellipse  über  A0A\  der  Nenner  die  Anzahl  dieser 
(Quadrate  bezeichnet.  Für  unendlich  wachsendes  n und  bei  gleichzeitigem 
l'ebcrgange  von  dem  elliptischen  Streifen  zum  Ellipsencontour  selbst  wird 


/?2 


1 /*  A B ' 

= — I A^^p  . dif/= ' , oder  nach  Gleichung  11)  auch 

7t  f/  i 


15)  Ä‘^  = 


£1 

2r 


+ -2^ 


. „ = 1,523G  . . „ 

sm  ^<p  sm  ^(p 


11. 

Nimmt  inan  u und  v allein  in  Betracht,  so  bestimmt  sich  bekanntlich 
das  mittlere  Fehlerquadrat  für  u oder  v nach  den  Formeln 


16) 


T’ 

7V^  . f M*  . 


h*  «» 


d u 


m 


2 


tVx 


oo 


,/ 


c du 


1 

2h'^ 


‘>«2 


W, 


1_ 

2F“ 


r„ 


2r  ■ 


tn, 


»i., 


17,,=  .--  und  |„  = — — sind  dabei  bekanntlich  die  Abscissen 
stn  g>  stn  (p 

der  Inflexionspunkte  der  Wahrscheinlichkeitscurven  über  BB'  und  AA' 
(Äbschn.  3.).  Im  Falle  gleichzeitigen  Vorkommens  von  u und  v gestaltet 
sich  die  Rechnung  sehr  ähnlich,  wenn  man  nur  vorher  die  gleichwahr- 
scheinlichen Fehlerquadrale  je  zweier  Punkto  mit  den  Coordinaten  §,  // 
und  ( — I) , vereinigt  zu 

2 (r  + T) . 

Dieser  Summe  entspricht  die  Wahrscheinlichkeit  wj  und  es  ist  daher  für 
die  halbe  Papierebene  über  AA 

2 Z (1^  -|-  1/^)1.  die  Summe  der  Fehlerquadr.ate,  wenn 
2 Z wj  als  deren  Anzahl  angenommen  wird. 

Uiermit  ist  das  mittlere  Fohlcrquadrat 
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oo  oo 

r • / • 


^ J (|2  -|-  7j2) 


ilT'  = 


0 0 
oo  oo' 

/ « y • 


J./  , rft; 

u ü 


oder  unter  Benutzung  der  bekannten  Formeln 
oo  oo 

^ 1 /*/'  — 

£?  ^ (U  = — — und  • ^ 

2(1 


oo 

,/■ 


/'■■ 


f//  = 


1 /tc 
2(1 


auch 


71/^ 


(1  4-  ±V  . = i-  + ‘ 

4AÄ-S/«  V V2/r  ~ 2Ä  V ' i/i/csin  > 2/^2  ^ 24:2  ’ 


oder  endlich 
17)  . 


•>  I •>  9 I •> 

2 m^'■  + Wo*  r/  + r,,“ 

. .,  * =,■>  o ■ > , daher 

5/«*  rp  2p^  . sm  *(p 


4/2  = /?2  : C'  ; /?2  = 0,n03124/2  ; R = 0,832344/  . *) 

Dagegen  ist  hekanntlich  allgemein 

r — 0,67449  m . 


12. 

Gab  die  Avalirscheinlichste  Ellipse  in  Verbindung  mit  Fig.  3 über  die 
Vertlieilung  der  Felder  Aufschluss,  so  ist  jetzt  in  R oder  4/  ein  Maass 
für  die  Genauigkeit  der  Bestimmung  von  0 gefunden.  Es  fragt 
sich  nun  aber  noch,  ob  man  durch  die  in  der  Praxis  üblichen  Genauigkeits- 
angaben (den  mittlern  Fehlern  der  Coordinaten  von  0)  immer  4/  abl eiten 
kann.  Jedenfalls  wäre  dies  möglich,  Avenn  0 auf  ein  den  Geraden  J.-i' 
und  RR'  paralleles  Coordinatensystem  bezogen  Avürde.  Es  sei  daher  in 
Fig.  4 ein  solches  System;  die  Coordinaten  des  Punktes  0,  Avelcher 

hier  mit  P bezeichnet  ist,  mögen  abAveichend  vom  geAvöhnlichen  Gebrauche 
als  senkrechte  Abstände  von  den  Achsen  angenommen  Averdeu,  damit  für 
sie  w/j  und  m.^  die  resp.  mittleren  Fehler  sind.  Für  eine  andere  Achse 
unter  der  Neigung  zu  A\’ird 

X sin  (q)  — 'ijj)  — y sin 


X 


daher  ist  auch 


18)  m,2  = 


stn  (p 

m,2  sin'  (<p  — '*/^)  “{“  sin'  ip 
sin'^  (p 


wenn  mj  den  mittlern  Fehler  in  x'  bezeichnet.  Für  eine  zAveite  zu  0*311 
senkrechte  Achse  033i  ist 


*)  In  Bezug  auf  die  Berechnung  von  M lässt  sich  eine  ähnliche  Bemerkung 
machen,  wie  bei  Abschnitt  4.  geschehen  ist. 
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m./  = 


w,  ‘ cos  — '*/^)  4"  cos  ’^tlj 


daher 


sin'^  (p 


m 


2 + m 2 = ’"■'  + '"2^  _ !tp  ■ 
I -r  nt2  — ..  ^ — m , 


sur  cp 


d,  h.  „ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  gestattet  im 
raer  die  Berechnung  des  mittlern  Fehlers  j’lf.“ 


13. 

Wählt  man  Cili  und  033^  so,  dass  sie  einem  beliebigen  Paare  con* 
jagirter  Durchmesser  der  Ellipsen  parallel  werden,  so  kann  M ebenfalls 
wie  oben  aus  den  mittlern  Fehlern  der  Coordinaten  berechnet  werden. 
Dem  Achsenpaare  mögen  in  Fig.  5 die  conjugirten  Durchmesser 

Ov4,  und  OB^  entsprechen,  die  Ellipse  daselbst  aber  die  Hauptellipse  vor- 
stellen. Dann  beträgt  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  P auf  dem  unendlich 
langen  Streifen  zwischen  den  beiden  zu  Oi?,  parallelen  Ellipsentangenten 
durch  und  liegt 

• (X>  »/•! 

Ahk  sin  Cp  /'  /*  — (|U-*  + 77»/t«)  am*  m . . 

W = .Ile  ^ I / ^ d- dY\  stn  cp  y 

U IJ, 

worin  t/j  und  ri^  die  Ordinaten  der  demselben  | entsprechenden  beiden 
Parallelenpunkte  sind.  Betrachtet  man  A^  A^'  und  B^  B(  als  Achsen  der 
I'  und  so  ergeben  sich  nach  und  nach  folgende  P'orraeln  : 

(1^.  h})  sui^ cp  — (§'^.  k'"^  -|" 

d^.drj.  sin  cp  = d^ . dr(  sin  cp  , 

CX>  +A' 


;r=— JJ 


c i » / ^ dl  dt]  sm  cp 


oder 


-+-i* 


2hk  sin  cp  /* 

ir  = ■ — . / e ~ dr) 

k'.  ]/x  J , • 


— 7]^  h'^  sin^  cp’ 


Hierin  bedeuten  d und  b'  die  Abschnitte  der  conjugirten  Durchmesser  A^  A^' 
ond  B^B^\  cp'  den  Conjugationswinkel  derselben;  ferner  i.st  für  //  und  k' 

, c c 


a 


f ' • ' ? 

/c  sm  q> 

Man  hat  weiter 

-4-Z»  

— ij*//*  am*  qp  j/ 7t 

Ah  sin  cp  ’ 


d = , , ; - , c = Q . 

h Sin  cp 


j: 


dt]  = - - ^ 7 - » wenn  bh  sin  cp  — 


und  zufolge  der  vorhergehenden  Gleichungen  für  ci  und  //,  h'  und  // 
wird  auch 
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/• 


— 77**  V*  sm^  tp’ 


(hf  = 


j/% 


—h' 

Dies  giobt  zusammen 


W = 


Ah'  sin  (p 
1 

"2  ■ 


da  h' fl  sin  rp  — q , 


Denselben  Betrag  wurde  man  erhalten  haben,  wenn  ursprünglich  als  be- 
stimmende Gerade  die  conjiigirten  Durchmesser  und  mit  den 

wahrscheinlichen  Abweichungen  + = + h'  sin  ip'  und  + r.,'  = + a sin  tp 

oder  den  Präcisionen  li  und  fi  gegeben  gewesen  wären.  Ueberhaupt  er- 
hellt, dass  sich  die  Geraden  AÄ  und  B B’  immer  durch  beliebige 
Paare  von  Geraden  ersetzen  lassen,  wenn  dieselben  und  ihre 
wahrscheinlichen  Abweichungen  so  gewählt  werden,  wie  A^A^  \md  B^B^' 
mit  • Denn  zunächst  geben  dieselben  auch  dieselbe  Haupt- 

ellipse  w'ie  die  ursprünglichen  bestimmenden  Geraden  und  daher  geben  sie 
auch  dieselbe  Vertheilung  der  Fehler  und  dieselben  Werthe  M und  B. 
Zugleich  ist  soviel  ersichtlich , dass  zwei  bestimmende  Gerade  sich 
immer  nur  auf  eine  Weise  durch  zw'ci  andere,  senkrecht  zu 
einander  befindliche  Gerade  ersetzen  lassen.  Um  z.  B.  zu  zei- 
gen, dass  man  den  Werth  M auch  durch  Anwendung  von  A^A^'  und 
erhält,  hat  man  folgende.  Rechnung. 

Aus  den  Werthen  der  wahrscheinlichen  Fehler  senkrecht  A^  A^  und 
B,  B.' . nämlich 

Tj  = ö stn  9 , ^2  “ ^ > 

und  dem  entsprechenden  raittlern  Fehler 


r., 


w, 


m., 


9j/2 

folgt  mit  Hilfe  der  bekannten  Relation 

«2  -(-62  = «2  6'2, 

T'  = r/2  m|2  -f-  ^ ^ 

sin'ip  sin'^  cp'  ' sin^cp  sin^cp' 

»1/  und  »»2  genügen  selbstverständlich  auch  der  Gleichung  18),  wenn  man 
die  Achse  der  x resp.  mit  OA^  oder  0/?,  parallel  nimmt.  Im  erstem  Falle 

ergiebt  sich  z.  ß.  succcsivc: 

’2 


m 


'2 


2 ’ 


Tj'  = b'  sin  cp'  und  da  n'b'  sin  cp  = ab  sin  cp^  auch 


ab  sin  cp 


in. 


f O 


(ab  sin  cpY  1 


n 


2o>* 


a 


Die  Ellipsengleichung  liefert  ferner  für  den  letzten  Factor 


a 


sin^  {cp — 1/0  I 
n'  sin^cp  * 


.v/«2  1/; 
Ir  sin  - cp 


daher  ist 


m. 


(lrsin^{cp — ■»/;)  siir  cl/)  sin'^  cp m^'^sin-{cp — t/')  -{-  ni  t' sin-  cif 


'>0- 


lu, 


sm-  cp 


sin- cp 
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14. 

Läset  man  den  Endpunkt  Q des  zu  ni|  gehörigen  wahrscheinlichen 
Fehlers  OQ  = der  allgemein  mit  r bezeichnet  werden  mag,  alle  Lagen 
um  0 durchlaufen,  .so  beschreibt  er  für  die  Hauptellipse  die  bekannte 
Fusspunktcurve  (Fig.  5)  mit  der  Gleichung 

siti'irp — tp)  -}- 

t — r ö , 

siir  q> 

worin  r und  'ip  variabel  sind  und  r die  wahrscheinliche  parallele  Ver- 
schiebung von  unter  der  Neigung  -4;  gegen  AÄ  bedeutet.  An  den 

Endpunkten  der  Hauptaclnsen  tangiren  sich  beide  Ourven,  r wird  dabei 
ein  Minimum  resp.  Maxiraum.  Der  spitze  Winkel  i/;  aus  der  Gleichung 

19)  rj^.  sin  2(qp  — tp)  = r.^  sin  2t/; 
entspricht  der  Lage  der  grossen  Achse,  falls  g?  selbst  spitz  ist. 

Im  Allgemeinen  lässt  sich  für  Q noch  die  leicht  beweisliche  Proportion 
angeben  (Fig.  5): 

QfJ:  00  : 0'0  = Q,0;  : Q,0:  Q.'O, 
wobei  OQ  senkrecht  QQ^. 


15. 


Wie  schon  bemerkt,  lässt  sich  die  .speciclle  Vertheilnng  der  Fehler  mit 
Hilfe  von  Coordinatenachsen  parallel  irgend  welchen  conjugirten  Ellipsen- 
durchmessern stets  angeben.  In  der  Praxis  ist  man  jedoch  auf  recht- 
winklige Coordinatenachsen  angewiesen  und  diese  gestatten  nur  die  Be- 
rechnung von  M ^ da  man  kein  Mittel  hat,  die  Ellipse  aus  zwei  beliebigen 
zu  einander  senkrechten  Radien  ihrer  Fusspunktcurve  zu  finden.  Wollte 
man  dennoch  z.  B.  aus  OQ  und  OQ^  die  Fehlcrvertheilung  ableiten,  also 
damit  verfahren  wüe  in  Fig.  2 mit  OM  und  OA,  so  würde  inaiv  um  so  grös- 
sere Abweichungen  von  der  Wirklichkeit  erhalten,  je  weiter  sich  QOQ^  von 
den  Ellipsenachsen  entfernt. 

Liegt  z.  B.  QOQ^  in  den  Halbirungslinien  der  Winkel  zwischen  den 
Hauptachsen,  so  werden  OQ  = OQ^  ==  r,  OQ’  = OQ^\ 

j ri^sin^tp(q) — -f- sin^ i/j  r,^co.'?^(g) — ip) -j- 

g)  sin'^  <p  ’ 


2sin^  (p 


= M\ 


OQ  und  , in  der  angegebenen  Weise  benutzt,  w'ürden  für  gleichwahr- 
scheinliche  Lagen  von  P Kreise  um  0 anstatt  Ellipsen  ergelien 

Bedarf  man  daher  einer  genauen  Einsicht  in  die  Gruppirung  gleich- 
wahrscheinlicher Lagen  von  P um  f),  so  mu.ss  auch  für  eine  Coordinate. 
von  P in  Bezug  auf  eine  dritte  Achse  der  mittlere  oder  wahrscheinliche 
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Fehler  berechnet  werden,  was,  wie  sich  später  zeigen  wird,  nicht  viel 
Mühe  macht.  Ist  die  Neigung  einer  der  drei  Coordinatenachsen  gegen  die 
Hauptachse  der  Ellipse  gleich  so  ist  für  die  betretfende  Coordinate  das 
Quadrat  des  mittlern  Fehlers 

20)  . cos"^  rfj'  -j-  »1-2^  • ‘V'  > 

w'enn  mj  und  m.2  die  den  Hauptachsen  entsprechenden  mittlern  Fehler 
bedeuten. 

Setzt  man  nun  für  drei  Coordinatenachsen  resp.  = t^'  = ip-|-45^ 

und  Besimmung  von  r/ij  »1.,  und  ip 


?n., 


9 ,,  , 0.0  -4- m,  — 

nt|^  = Wj*  cos  -f-  ^2^  "'P  — ““ — 2 — ^ — ' — 2 — ^ ’ 


tn 


tn^^  -|”  »ij 


„ >»•  I ..»2  ^ I *”  tflo  . 

^ ^ 1 sjn  2t/;  , 


m. 


-f- 


m, 


Wo 


C05  2t/; . 


^ 2 2 
Führt  man  abkttrzungs weise  noch  m.,  für  t/;'  = t/;  -f-  1*^5®  ein,  wo 


n.,»  = m.’  + 2^, , 

SO  wird 

— "»2^)*  = («b^  — + (n^2*  — 


c 


(Wj-  + ;/»2'^)  = (m,'^  + nia'O  = (^.,2  ^ „^2) 

zur  Berechnung  von  m^  und  Damit  besimmt  sich  auch  aus  einer  der 
obigen  Gleichungen.  Die  zu  Wj  und  m.,  gehörigen  r sind  die  Hauptachsen 
der  Ellipse. 


16. 

Nur  selten  kommen  in  der  Praxis  schiefwinklige  Coordinaten- 
sy Sterne  vor.  Die  wahrscheinlichen  Fehler  der  Ooordinaten  gestatteten 
hier  auch  die  Berechnung  von  3/  nicht  und  liefern  nur  zwei  Paare 
gegenüberliegender  Punkto  der  Fusspunktcurve,  wenn  die  Achsen  nicht 
zufällig  parallel  conjugirten  Durchmessern  liegen,  was  man  indess  nicht 
■wissen  kann. 

Polarcoord inaten , überhaupt  alle  solche  Coordinatensysteine, 
welche  am  Punkte  zwei  zu  einander  senkrechte  K ich  tun  gen 
markiren,  ersetzen  in  jeder  Beziehung  rechtwinklige  Ooordinaten. 


Bestimmung  der  Genauigkeit  eines  Punktes  aus  der  Angabe  mehrerer  von  einander 

unabhängiger  Geraden. 

17. 

I 

Benutzt  man  zunächst  ein  .schiefwinkliges  Coordinatensy.stem  mit  dem 
Neigungswinkel  9),  .so  sind  die  Gleichungen  der  Geraden  im  Anschluss  an 
Fig.  6,  wenn  p und  y die.  Abschnitte  der  Geraden  auf  den  zu  den  x und  // 
senkrechten  Achsen  bezeichnen : 
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iM)  9,, 


^1\ 


Ih 


Xn 

Hn 


— sin  9 . 


Ferner  mögen  e„  die  «Abstämlo  eines  Punktes  P mit  den  Ooordi- 

iiaten  y von  den  Geraden  sein,  und  w.  ....  m„  die  inittlern  Felder, 

/ * 

— fi„  die  Maasse  der  Genauigkeit  — in  Zukunft  kurz  Pracisionen  ge- 
nannt — der  einzelnen  Geraden  bedeuten.  Dann  ist  zunächst  irgend  ein 
Abstand  £ (Fig.  F>) 


22) 


==  ( — ;A  sin  J’  + (y  — 

\stn  (p  ) sin  fp 


X 


p I y ;>y  ^ 

7 + , 


oder  auch 


23)  £ A-|-a:.-~  -j-  y . y, 


worin  der  Abstand  X der  Geraden  vom  Coordinaten-Anfange  als  Beobachtungs- 
^össe,  zu  der  m als  mittlerer  Fehler  gehört,  erscheint,  l aber  die  Länge  der 
Omden  zwischen  den  Achsen  bezeichnet.  Bekanntlich  werden  x und  y 
so  bestimmt,  dass  die  TN^ahrscheinlichkeit  des  ZusaminentrelVens  aller 
Fehler,  nämlich  der  Abstände  £,  ein  Maximum  wird;  also,  wenn  w, 
die  Wahrscheinlichkeiten  der  Fehler  Null  senkrecht  zu  den  verschiedenen 
Oeraden  bezeichnen,  und  e Basis  der  natürlichen  Logarithmen  ist. 


(w,  . w-2 


H 

Dies  ist  gleichhcdcutend  mit  21  {!P  c'^)  = Min. 

1 

baraus  finden  sich  für  die  wahrscheinlichsten  Ooordinaten  .r  und  y 
die  Gleichungen 


d2 

dx 


oder  aiisgeführt 


. A»)  + V (-^  . A-’)  - . h'i)  = 0. 


Für  andere  Lagen  des  Punktes  P,  dessen  Goordinaten  mit  x -j-  //, 
V -f~  *■  bezeichnet  werden  mögen,  ist  die  Wahrscheinlichkeit  des  Ein- 
t roten  8 

— 2 (//’ . J f») 

= Max  . e ^ 

wenn  Max.  den  Werth  der  Wahrscheinlichkeit  für  die  wahrscheinlichste 
Uge  (.T,  y)  des  Punktes  P bezeichnet  und 

A'  = { (X  + «)  ? + (?/  + ,.)  - (x  + ,/ ''  -ly 

Ist,  woraus  mit  Hilfe  von  24)  her  vorgeht 

Zriisrlirilt  r.  ii.  IMiysik  XIII,  2. 


7 
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^ ^ r*  » 


25) 


,„=Max.e  iV  ^ 


- -S(s'*A*)  . 
= Max  . e 1 


Die  B sind  hierbei  die  Abstände  des  Punktes  (a:  -f"  y *1"  oder 
kurz  («,  r>),  von  Parallelen  zu  den  bestimmenden  Geraden,  gezogen  durch 
die  wabrschcinlichste  Lage  (*t,  y). 

Für  das  Max.  selbst  ergiebt  sich  noch 

26)  Max  . — («>,  . 7/A,  . . . w„)  . e ^ ^ ^ 

worin  e die  der  wahrscheinlichsten  Lage  entsprechenden  Abstände  von  den 
Geraden  bedeuten. 

Man  sieht  leicht  ein,  dass  diese  Kesultato  unabhängig  von  der  beson- 
deren Lage  der  Coordinatenachsen  sind  und  ist  daher  zu  dom  Satze 
berechtigt: 

Ist  ein  Punkt  durch  mehrere  Gerade  bestimmt,  so 
liegen  (nach  Gleichung  25)  um  den  wahrscheinlich- 
sten Ort  desselben  alle  Lagen  gleicher  Wahrschein- 
lichkeit auf  concentrischen,  ähnlichen  und  ähnlich 
liegenden  Ellipsen. 

Damit  ist  in  der  Ilauptsache  der  allgemeinere  Fall  auf  den  besonderen 
zweier  Geraden  zurückgeführt. 

18. 

Für  die  weitere  Ausführung  möge  zu  rechtwinkligen  Coordinaten- 
achsen übergegangen  werden,  da  schiefwinklige  sich  nach  Abschnitt  16. 
weniger  empfehlen.  Indem  go  = 90'*  wird,  gehen  die  Gleichungen  21),  23), 
24),  25)  über  in 

27)  0 = — k — X cos  y y sin  y,  (allgemeine  Fonn  der  Gleichung 
einer  Geraden), 

28)  £ = — k — X cos  y y sin  y,- (Fehlergleichung),  und 

. f X . {h‘^  cos^  y)  — y . H (A-  cos  y sin  y)  E 1 cos  y)  ==  0, 

t — X . E cos  y sin  y)  y . E sin'^  y)  — E (h'^  k sin  y)  = 0, 
w'orin  y den  Neigungswinkel  der  Geraden  gegen  die  zu  den  Coordinaten.r 
senkrechte  ar-Achse  bezeichnet. 

Hieraus  folgen 

x = N . E h'ß{ka  sin  yp  — kp  sin  y„)  5m(y«  — y/^)J  , 

30)  }y  = N.E  [fi'a  h'\i{ku  cos  yp  — kp  cos  y^)  sin  (y„  — yp)], 

N 1 : E [/i\,  h'^p  sin^  (y„  — yp)'], 

E in  Bezug  auf  falle  paarweiscu  Combinationen  der  Zahlen  1 . . . . ;?  (ohne 
Wiederholung). 


Ferner  ist 


31)  ir,.,.  = IHa.r.  >■  + ” 


und 
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\n 


für  das  Maximum  von  fV  oder  für  das  Minimum  der  Fehlcrqnadrate  nach 
Gleichung  2G) 


wobei  die  Indices  ct  ß y unter  den  Zahlen  1 bis  n alle  Combinationen  zu 
drei  mit  Wiederholung  bilden.  (Index  y und  Winkel  y können  nicht  wohl 
verwechselt  werden,  sodass  die  Bezeichnungsweise  auch  nicht  zu  Irrthüincrn 
Veranlassung  giebt.)  Zieht  man  zusammen,  so  wird  für  Combinationen 
ohne  Wiederholung  in  der  Summe  reclits 

^ ^ (y«  — y/#)]'|  ’ 

Speciell  für  3 Gerade  sind  die  wahrscheinlichsten  drei  Abstände  s 
f,  = N.  sin  (ya— y.^) . { A, . sin{y^—y^)  +A,.  5i'/2(y3-y ,)  sm(y,  - y.^) 

i,  = N.h^^.h^\sin{y^—y.^).{  ~~  -ir- 

?J=iV.Ä,2./(22  I 

woraus  die  Proportion  folgt,  wenn  man  nur  die  absoluten  Werthc  der  £ 
berücksichtigt. 


yr)! 

.)]/ 


f,  ^^2^  • ^3  ■ ^2  • ^3  » 

wo  Sj,  ^2,  5.J  die  3 Seiten  des  fehlerzeigenden  Dreiecks  gegenüber  den 
Winkeln  y.j  — yj,  y,  — y^  und  y.^  — yj  (ohne  Rücksicht  auf  den  Quadranten) 
bezeichnen.  Die  wahrscheinlichste  Lage  des  Punktes  lässt  sich  hiernach 
leicht  constrniren.  *) 


19. 

Um  die  Lage  der  Ellipsenhauptachsen  zu  erhalten,  werde  das  nach 
der  wahrscheinlichsten  Punktlage  verschobene  Coordinatensystem  um  den 
Winkel  ip  gedreht;  es  ist  dann  zu  setzen  für  die  ursprünglichen  u und  a 
ausgedrückt  in  den  neuen  Coordinaten  ti  und  v 

u = u cos  1/;  -|-  V sin  ip ; v = — u sin  ifj  v cos  ip , 

Wählt  man  nun  tfj  so,  dass  der  Exponent  von  „rein  quadratisch 
wird,  so  bezeichnet  das  neue  Coordinatensystem  auch  die  Lage  der 
Hauptachsen.  Aus  Gleichung  31)  folgt 

. f/«n  2ip  = 2 (Ä^  sin  2y)  : 2 {h‘^  cos  2y)  und  der  Exponent  w’ird  gleich 
I . 2 cos^  (ip  — y)  ] -j-  . 2 [Jr  sin^  (ip  — y)  ] . 

Die  Coefficienten  von  und  sind  die  Präcisionen  in  der 
Bestimmung  der  Lagen  der  Achsen  der  u und  P,  oder  der 


*)  Dasselbe  ist  bei  «Geraden  immer  dadurch  zu  ermöglichen,  dass  man  mit 
Hilfe  der  Ilanptellipse  für  znnUclist  zwei  Gerade  1 und  2 zwei  andere  substituirt, 
deren  eine  parallel  einer  dritten  geht,  mit  der  sie  sodann  zu  einer  einzigen  be- 
stimmenden Geraden  vereinigt  wird.  Man  bemerkt  leicht,  wie  dieses  Verfahren 
zam  gewünschten  Ziele  zu  führen  im  Stande  ist. 
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Hauptachsen  selbst,  und  die  diesen  Präcisionen  entsprechenden  wahr- 
scheinlichen Fehler  gehören  als  Hauptachsen  zu  der  Hanj»tcllipsc.  Führt 
man  den  Werth  von  ein,  so  ergiebt  sich  die  Priieision  für  die 
Achse  der  u\  d.  i.  auch  die.  Präcision  in  der  Bestimmung  der  Coordinate 
n'  senkrecht  zu  dieser  Achse,  gleich 

33)  -ij  //'  4-  sin  2y)  f (^(//'^  eoy  2y)]-'  } 5 

für  die  Präcision  in  der  Lago  der  Achse  der  v ist  die  Wurzel  des  letzten 
Ausdrucks  negativ  zu  nehmen. 

Lage  und  Grösse  der  Ellipse  sind  unabhängig  von  der  Wahl  des  Co- 
«)rdinateusystemes;  für  die  Grösse  der  Hauptachsen  ist  dies  unmittelbar  klar. 
Die  erste  der  Gleichungen  32)  zeigt  ferner,  dass  (t^  — }’)  für  Drehungen 
des  rechtwinkligen  Systemes  constant  Ideibt,  daher  gilt  der  Satz  in  der 
That  auch  für  die  Lage  der  Ellipse. 


20. 


Zur  Berechnung  der  Präcision  in  der  Bestimmung  einer  der  ursprüng- 
lichen Coordinaten,  etwa  des  a',  suche  man  zuerst  die  zur  Richtung  der 
a--Achse  (oder  Achse  der  «)  conjugirte  Richtung,  indem  man  die  ;/-Ach.se 
(u<ler  Achse  der  v)  um  dreht  und  i/;  so  wählt,  dass  c*,  der  Exponent 

von  e in  dem  mit  Max.  bezeichneten  Ausdrucke  rein  quadratisch  wird.  Es 
ergiebt  sich  nach  und  nach 


u — h\ 

V = tl  col 

II 

, . (-- 

und  für 

«‘2  '■> 
c/  — It  ' 

31)  ' 

wird 

V sin 

sin  'ijj 


tan  = 2^  (/i‘^  sirr  y)  : 2 cos  y .sin  y) . 

Der  Factor  von  u ist  das  (.Quadrat  der  Präcision  in  der  Bestimmung 
von  a’  und  werde  mit  //^  bezeichnet,  i/,'  sei  die  Präcision  in  v'  und  N.j 
diejenige  in  der  Bestimmung  von  y,  welche  Grösse  y/j  aus  7/,  durch  Ver- 
tauschung von  y mit  00’’  -f"  y hervorgeht.  Indem  nun 

sin'  tfj  = [2  sitr  y)]‘  ; |[A’  svr  y)p  -j-  cosy  sin  y)]'^  , 

giebt  eine  leichte  Zwischenrcchnung 

. . j //, * = { }')  • ^ sift'  y)  — 2^  cos  y sin  y)  : .J?  (//-  .sin'  y) 
I oder  7/j  * = 1 : yV  . 2,’  {/r  .shi'  y) 

und  damit  ist 

30)  //y  = l : N . 2 {/r  ros'  y)  , N wie  in  Gleichung  30). 
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Ferner  findet  man 


///'  — (A*  shr  y}]*  -j-  [H  {//*  cos  y sin  y)]-  J.  : Z (//*  shr  y) . 


Nun  ist 


„.  = JL+  1 + 

•in:‘  ^ ^ 2 2’  s 


siir  (y„  — y^)] 


1 


und  somit  auch  M-  = - . N . 

2 


• :i7).  *) 


Dieser  Werth  muss  sich  auch  aus  den  l*racisioncn  senkrecht  zu  den 
Ellipscnhauptachsen  ergeben  (vergl.  Gleichung  83),  und  in  der  'riiat  ist 

.»/  - = ( + ’ --'l  = ! . jV  . 2-/r', 

\2  A''  4-  l/^  2 A-  — i/  2 


wobei 


y = y\^  [Ir  sin  2y)^J  -(-  {/i'^  co.v2y)]* 


Ueberdicss  genügen  auch  /Tj  und  ///  der  Gleichung 

.'V-  = (2^  ‘>^'0  ‘ ^ leicht  zu  zeigen  ist. 


//,  und  H.t  werden  auf  bekannte  Weise  auch  aus  Gleichung  28)  gefun- 
'len.  Setzt  man  erstens  daselbst  Z{lr  Icusy)  = ( — 1)  und  — Z{Ji'Xsiny)—{), 
so  geht  X in  (1  : 17^)  über;  wird  zweitens  der  erste  dieser  WertheNull,  der 
zweite  gleich  ( — 1)  gesetzt,  so  geht  y in  (1  : //._,*)  über.  Bedarf  man  nun 
//  noch  für  eine  andere  Richtung  (vergl.  Abschn.  15.),  so  nehme  man  diese 
als  Achse  der  x\  transformirc  die  Gleichungen  28  und  20)  und  verfahre, 
uun  wie  oben  bezüglich  der  Terme  der  Gleichungen,  welche  x und  y nicht 
enthalten. 


‘>1 


Hiermit  ist  denn  der  allgemeinere  F all  mehrerer  Geraden  auf  den  be- 
sonderen nur  zweier  Geraden  zuriiekgeführt  und  es  bedarf  nur  noch  der 
hemerkung,  dass  die  neugewonnenen  Formeln  mit  den  entsprechenden 
trüberen  identisch  werden,  sob.ald  alle  Gerade  bis  auf  zwei  in  Wegfall 
kommen.  Aus  Gleichung  37)  ergiebt  sich  alsdann 


}V 


_Ä,\+Ai 

2/i|  * h.^'  sitr  (p 


+ *} 


, wie  in  Gleichung  17). 


si?r  (p 

Für  die  Lage  der  Hauptachsen  geht  Gleichung  32)  über  in 
h.^'  sin  2yj 


tnii  2t|;  = 


wobei  die  a-Achse  in  Richtung  der  ersten 


A.,*  cos  2y.,  -{-  ’ 

Oeraden  angenommen  wurde;  dagegen  giebt  Gleichung  10) 


*)  fP  und  enthalten  nur  Quadrate  der  Sinus,  daher  werden  im  Folgenden 
<Üe  Winkel,  soweit  sie  nur  zur  Bercehnung  von  //*  und  iVP  dienen,  ohno  Kücksieht 
auf  den  Quadranten  bestimmt  werden. 
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r X*  ^ ^ ^ -f  ^ V ^ ^ 


^ r,-  sw  2®  1 .,  . 1 T VIT  1 • 

/aw  2ip  = — .,  , ..und  weil  qo  = y-2  ist,  geht  dieser  \Verth  in 

7* j **  Ci}S  I 7 «j 

den  vorigen  über. 

Für  die  Länge  der  Hauptachsen  lässt  sich  durch  ähnliche  Rechnung 
ein  Gleiches  nachweisen,  was  hier  weiter  nicht  ausgeführt  zu  werden 
braucht. 

22. 

Bei  den  vorigen  Rechnungen  wurden  die  Präcisionen  Ä als  bekannt 
vorausgesetzt.  Sehr  oft  jedoch  kennt  man  nur  sogenannte  Gewichte  #/, 
die  sich  wie  die  /t’^  verhalten,  und  benutzt  die  Ausgleichungsresultatc,  die 
wahrscheinlichsten  Wertho  der  /i  kennen  zu  lernen.  Die  Theorie  lehrt, 
dass  bei  n Geraden  der  mittlere  Fehler  der  Gewichtseinheit  gleich  ist 


worin  £ wieder  die  wahrscheinlichsten  Abstände  bezeichnet.  Die  Pr.ä* 
cision  der  Gewichtseinheit  wird  daher  gleich  1 : , oder  es  ist  für  das 

Gewicht  g 

fi/  = (9  ' V)  • 

Ist  nun  Ä*  von  vornherein  genau  bekannt  und  g = A”  . i gesetzt  worden, 
so  muss  sich  jetzt  i = 2fi'  ergeben. 

Aus  der  Uebereinstiminung  oder  Nichtübereinstimmung  beider  Wertlie 
kann  man  einen  Schluss  auf  die  Zulässigkeit  der  bei  Abschätzung  der  h 
dienenden  Principien  machen.  Jeder  geometrische  Ort  stützt  sich  auf 
Winkelrncssungen  und  feste  Punkte.  Soweit  A von  crstcren  abhängt,  wird 
man  cs  zicrnlicli  genau  angeben  können;  die  festen  Punkte  betrachtet  man 
meist  als  fehlerfrei.  Es  muss  daher  im  Allgemeinen  der  Ucberschuss  von 
2u^  über  i den  mittleren  Fehler  der  festen  Punkte  charaktcrisiren,  oder  zur 
Entdeckung  unberücksichtigter  Fehlerquellen  führen. 


23. 

Die  Präcisionen  A der  Geraden,  und  wenn  es  möglich  ist, 
auch  die  Lage  der  Geraden  wird  man  so  wählen,  dass  .1/  sich 
möglichst  klein  ergiebt.  Doch  ist  cs  auch  sehr  wünschenswerth , dass 
//  für  alle  Richtungen  durch  die  wahrscheinlichste  Lago  des 
Punktes  gleich  werde,  d.  h.  dass  die  Ellipsen  glcichwahr- 
schcinlicher  Lagen  in  Kreise  übergehen. 

Nach  Gleichung  33)  tritt  Letzteres  ein  für 

0 = Z (A‘^  cos  2y)  = Z (A‘^  sin  2y) 


38) 


IP  = 1 : I\P 


2 


- . 2:  A2 . 
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Diese  Bedingung  gilt  für  jede  Lage  der  a:* Achse,  auf  welche  sich  die 
y beziehen.  Schreibt  man  daher  die  erste  der  vorigen  Gleichungen  nocli 
in  der  Form 

39)  Z cos^  y)  = Z {h‘^  siti^  y)  , 

so  hat  man  für  Gleichheit  der/f  die  Bedingung*):  Es  müssen  sich  die 
A*  unter  den  doppelten  Neigungswinkeln  ihrer  zugehörigen  Geraden  zu 
einem  vollständigen  Polygone  zusammenstossen  lassen  (nach  Gleichung  38), 
oder  es  muss  die  Summe  der  Quadrate  der  Projectionen  der  h zu  zwei  zu 
einander  senkrechten  Richtungen  gleich  sein.  In  der  letztem  Ausdrucks- 
weise ist  aber  noch  eine  Ungenauigkeit,  denn  liegen  die  zwei  Projections- 
achsen  gerade  in  den  llalbirungslinien  der  Winkel  zwischen  den  Haupt- 
achsen, so  ist  Gleichung  39)  erfüllt,  auch  wenn  nicht  alle  II  gleich  sind. 
Obgleich  nun  nicht  zu  vermuthen  ist,  dass  dieser  Ausnahmefall  eintritt, 
ist  es  doch  nothwendig,  die  Summe  der  Quadrate  der  Projectionen  noch 
für  eine  dritte  Achse  zu  bilden. 

Sind  Gleichung  38)  und  39)  erfüllt,  so  wird  ein  Minimum  unter 
iler  Bedingung  von  Z h-  = Const.  und  bei  unveränderlichen  Neigungen 
der  Geraden  zu  einander.  Man  hat  aus 

= Min.  auch  = Max.  oder  Z {Jiä'  {ya — y/^))  = Max. 


Es  muss  daher  für  beliebige  Systeme  von  dh  die  Gleichung  bestehen; 

+ + ^ </A„  = A(2A,rfA,  + 2A,,rfA.,  + ...  + 2A„rf/i.), 

worin  K eine  noch  zu  bestimmende  Grösse  ist.  Die  Ausführung  der  Rech- 
nung giebt  zur  Bestimmung  der  « -j-  1 Unbekannten  Ä,  ....  /<„,  K die 
n 4“  1 Gleichungen 

0= — C -j-...— |“A« — 1* 

0=  — K . -j-  h^siv?  (y  1— 7s)  A/*—  i*  — y«— i)  -f-  ( yi— y«) 


10) 


0=  — A-f-A,*«jn*(y/i— y,)-|-A**««*(yH— yj)4-. . .-|-A«— i*ÄiV(yn — y/i— i) 


Die  zweite  bis  (n-f-l)to  Gleichung  sagen  aus,  dass  //j,  //j»  - das 

sind  die  Präcisionen  der  Geraden  nach  der  Ausgleichung,  einander 
gleich  werden  sollen,  und  da  die  Gleichheit  dreier  dieser  If  diejenige  der 
sämmtlichen  H nach  sich  zieht,  so  sind  («  — 3)  der  h für  ein  Minimum  von 
.V  im  obigen  Sinne  beliebig.  Trotzdem  kann  der  Fall  eintreten,  dass  ein 
Minimum  nicht  möglich  ist,  sobald  sich  nämlich  einzelne  ä-  negativ  er- 
geben **).  Die  Unmöglichkeit  eines  Min.  tritt  stets  da  ein. 


•)  Man  vergleiche  hierüber,  sowie  über  die  im  Gleichungssystein  40)  nach 
Weglassung  der  ersten  Gleichung  vorkommendo  Determinante:  Baltzer,  Deter- 
minanten 2.  Aull.  § 17.  (1.  2 etc.)  und  § .3  (16.  17). 

•*)  Ein  negatives  A*  bedeutet,  man  soll  die  Gerade  um  90“  drehen  und  ihr  die 
Prilcision  gleich  dem  absoluten  Wertho  des  berechneten  A beilegen. 
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wo  sieb  die  h'  zu  k c i n m Polygone  z u s a m m c n s t o s s o u lassen 
(nacb  Gleichung  d.  li.  wenn  sieb  alle  Geraden  in  ei  nein  spitzen 
Win  kclraume  schnei  den.  Im  andern  Falle  lassen  sieb  mit  Hilfe 
einer  Figur  nach  Gleichung  die  h leicht  ausprobiren,  indem  es  ja 
auch  meist  auf  strenge  Gleichheit  der  k nicht  ankommt.  Doch  sind  stets 
die  /<’  in  Grenzen  eingeschlossen,  und  man  erhält  diese,  indem  man  zu- 
nächst drei  der  Ir  durch  C und  die  andern  //*  ausdrückt  und  diese  sodann 

(j 

variirt,  u.  s.  w.  Der  AVerth  A'  findet  sich  nach  Gleichung  \M<)  zu  — . 

Es  mag  noch  erwähnt  werden,  dass  die  Unbestimmtheit  des  Maximal- 
systems  der  h den  Vortheil  gewährt,  gleichzeitig  noch  andere  IJedingungen 
erfüllen  zu  k«)nnen,  wozu  namentlich  diejenige  als  von  Wichtigkeit  zu 
rechnen  ist,  bei  constantem  M~  die  aufgew'andle  Mühe  möglichst  klein  zu 
machen.  Die  weitere  Ausführung  muss  indess  besonderen  Fällen  Vorbe- 
halten bleiben  (vergl.  Abschnitt  34). 


21. 


Vorstehende  Betrachtungen  liefern  ausser  Erreichungen  des  llau])t- 
zweckes  noch  nchenbei  die  geometrische  Deutung  der  Ausglei- 
chung der  beobachteten  AVerthe  einer  Function  zweier  Ver- 
änderlichen mit  zwei  zu  bestimmenden  Constanten,  hier  den 
Ooordinaten  x und  tj.  Zugleich  sieht  man  deutlich,  was  cs  heisst:  deu 
mittlern  Fehler  einer  Function  der  Constanten  x,  y anzugeben. 

Z.  B.  die  Function  nten  Grades  von  x,  y 


==/'(a-*.  y) 

wird  man  zunächst  linear  machen  durch  Einführung  scharfer  Näherungs- 
werthe.  Entspricht  den  Näherungswerthen  x„  und  y,„  so  ist  für  die  A^er- 
bes.serungen  von  ir„  und  die  ^x  und  Jy  heissen  nn’igen, 

1 «-1  ?/*  df 

- . c z/r  = . Jx  4-  . Jy  , oder 

n 0 c'.T  dy 


mul  in  dieser  Form  hat  man  die  Gleichung  einer  substituirten  Geraden, 
nämlich  einer  Parallelen  zu  derjenigen  Tangente  der  Curve,  welcher  (x„,yo) 
am  nächsten  liegt.  /4z  bezeichnet  den  Abstand  dieser  Parallelen  von  (*t„, //,))- 
Derselben  entspricht  diejenige  Präcision  //,  welche  zu  einer  Geraden  mittn- 
der  Neigung  y gegen  die  Achse  der  x gehört,  wo 

/r 

dy  _ 

JL  ^ ’ 

bx 


t 
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Ist  hierdurch  die  Präcisioii  für  Jz,  also  auch  für  z gefunden,  so  ist  es  nicht 
mehr  schwierig,^ auch  für  f{xy  y)  selbst  sie  anzugeben. 

Beispiel.  Der  Abstand  des  Punktes  (a:,  y)  vom  festen  Punkte 
ist 

^ — x^Y  + (y  — //i)'. 


Sind  .r„  und  Nälierungswerthe  von  £ und  entspricht  ihnen  ein  £,„ 
so  wird 


X 


\ I ^ -V'i  — >'/l  , -Vo  — 

- ^y  . - ' ; tan  y — — - ~ — - 


.Tu  — .T, 


— /ix  . “ - - 

^0  ‘'0 

Hat  man  nun  das  //  und  damit  den  mittleren  Fehler  m für  z/c  ermittelt, 
so  wird  2_1~  - ^0  mittlere  Fehler  in  £‘  selbst  sein,  wenn  hierin  für 

X und  y die  w'ahrscheinlichstcn  Coordinaten  gesetzt  wurden. 


ni  selbst  ist  von  der  Entfernung  beider  Punkte  unabhängig,  und  sucht 
mau  einen  nnttlern  Werth  des  mittlern  Fehlers  im  Abstande  von  be- 
liebigen andern  Punkten  (x, , y,),  so  ist  cs  nur  nöthig,  diese  für 
fine  Krei.speriphcrie  um  (o:,  y)  zu  betrachten.  Ohne  w eitere  Bemerkung 
leuchtet  ein,  dass  das  mittlere  (Quadrat  aller  in  wird  iin  Anschluss  an 
Gleichung  20) : 


■11)  ilP 


7t  7t 

f'"'"’  1 /' 

= - / {in . * cos ' -|-  m Y sin  * iji ) ■■ 

7C  7t  I 


2 ■ 2 


25. 

Bisher  war  angenommen  worden,  dass  die  bestimmenden  Geraden 
von  einander  unabhängig  bestimmt  seien;  anhangsweise  möge  jetzt  der 
Fall  erörtert  werden,  w'o  dicss  nicht  mehr  so  ist.  Einem  Paare  scharfer 
Nälierungswerthe  der  Coordinaten  entspreche  ein  gcw'isses  System  von 
Werthen  der  Beobachtungsgrössen ; «j , ...  Up  sollen  nun  die  Ergän- 
zungen dieser  Werthe  zu  den  w'irklicheu  Beobachtungsgrössen,  a^\  ... 

ß/  aber  die  Ergänzungen  zu  den  w’ahrscheinlichsten  Werthen  der  Bcob- 
achtnngsgrössen  bezeichnen.  Versteht  man  noch  unter  x und  y die  wahr- 
scheinlichsten Ergänzungen  der  Nälierungswerthe  der  Coordinaten,  so  ist 

0 = fix  by  — |-  cofj  — (la.^  ~j~  ..  .•  ~f~ 

die  Form  der  «Gleichungen  zur  Bestimmung  von  x und  //,  Avorin  die  Coof- 
ticienten  Functionen  der  NäherungSAverthe  aller  Grössen  bedeuten.  Da  fer- 
ner  p > n ist,  kann  man  n der  a durch  x,  y und  die  {p — n)  andern  a aus- 
drücken  und  letztere  als  zu  bestimmende  Constanten,  wie  x und  y,  bc- 
irachten.  Bezeichnet  man  sie  daher  noch  mit  Zj,  z., , etc.,  so  nimmt  das 
Gleichungssystem  die  Form  an 
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' -^1^’  “f~  ~f"  ^^1^1  -j-  . . . . -f-  D^Zp^n  . 

j «2  = -^2^  ”1”  “f“  ^2^1  “f"  D^Zp^til?' 

• • • • • « • 

^ Cf/i  “f“  ^ mU  “}”  “f*  • . • • Dft  — n 

^ w-|-i  • • ' I ^ j • • 

Cf  p . - . . . “j“  Zp — f, 

Setzt  man  hierin  links  für  et  u-\-  /1a^  so  bestimmt  man  bekanntlich  y,  z etc. 
derartig,  dass  Z (Jr . a)  ein  Min.  wird. 

Der  Ausdruck  für  die  Wahrscheinlichkeit  eines  andern  Co  ns  tau- 
ten Systems  X ^ix^  y -j-  z /4z  Vi,  s.  f.  lässt  sich  immer  auf  die 
Form  bringen  *) : 

- i'  {A  zfa;  + //,  z/y  + . . . . + fl  z(:y-„)«  . /,  ^ , 

JT,  = *,  . c 1 ' 

worin  x,  in  Bezug  auf  die  z/  constaut,  //,•  die  Präcision  in  «,•  ist.  Bildet 
mau  weiter  die  Summe  aller  für  alle  möglichen  zr/c.,,  ...  JZp.„y 

so  erhalt  man  einen  Ausdruck  von  der  Form 


„ — {P . X Q . Jx  . Jy  . + R . zPy) 

9r  2 "2  • ^ } 

worin  wieder  x.,,  P,  Q,  R von  /4x  und  Jy  unabhängig  sind. 

Dieser  Ausdruck  sagt  aber  aus,  dass  immer  sich  gleichwahr- 
s c h e i n 1 i c h c Lagen  des  zu  bestimmenden  Punktes  um  die. 
wahrscli  eiul  icliste  Lage  herum  in  Ellipsen  gruppiren,  womit 
daher  der  allgemeinste  Fall  auf  den  einfachsten  ,,  zweier  unabhängigen 
Geraden“  zurückgeführt  worden  ist.  (Vcrgl.  Abschnitt  39.). 


11.  lieber  das  Einsclialten  von  Ncizpimkteii  in  ein  t?rösseres 
„bekanntes“  Irigononietrisches  Netz. 

26. 

Ist  eine  Landostriangulation  bis  zu  Dreiecken  von  0,5  bis  2 Meilen 
Seitenlange  herabgekommen,  so  wird  es  sich  darum  handeln,  eine  grosse 
Anzahl  weiterer  Punkte  nach  den  gegebenen  behufs  Dctailaufnahme  ein- 
zumessen, sodass  deren  durchschnittliche  Entfernung  0,1  bis  0,.3  Meilen 
beträgt.  Der  grösste  Theil  dieser  ncubcstimmten  Ihinkte  muss  zugänglich 
sein,  da  sic  zum  Ausgange  weiterer  Messungen  dienen  sollen.  Man  wird 


*)  Ein  Beweis  liierzu  findet  sich  in  den  Seite  75  unter  .\nmerkung  *•)  citir- 
ten  Werken. 
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daher  im  Allgemeinon  zu  ihrer  Bestimmung  einen  dreifachen  Weg  ein- 
schlagen  können : 

1)  Man  beobachtet  von  den  Hauptpunkten  die  Richtungen  nach  den 
Nebenpunkten; 

2)  man  beobachtet  umgekehrt  auf  den  Nebenpunkton  die  Richtungen 
nach  den  Hauptpunkten; 

3)  man  beobachtet  Beides,  combinirt  also  Methode  1)  und  2). 

Wegen  der  ungeheuren  Complicirung  des  Rechnungswerkos  sowohl, 
als  auch  wogen  des  geringeren  Genauigkeitsgrades  bei  gleicher  Mühe  der 
Winkelmessungen  ist  dasjenige  Verfahren,  zwischen  den  Nebenpunkten 
selbst  ein  Netz  zu  bilden  und  dieses  in  das  Hauptnetz  oinzuhängen , nicht 
in  Gebrauch.  Nur  für  benachbarte  Nebenpunkte  erhält  man  zwar  auf  diese 
Weise  eine  grössere  Sicherheit  in  der  Bestimmung  der  Verhältnisse  ihrer 
Entfernungen  (also  der  Figur  zwischen  diesen  Punkten) ; jedoch  genügen 
auch  hierzu  die  Angaben  jener  drei  Methoden,  welche  jeden  Nobenpunkt 
direct  auf  die  Hauptpunkte  stützen  und  so  seine  Lage  gegen  diese  weit 
scliärfcr  zu  berechnen  gestatten. 

Berücksichtigt  man  gleichviele  Hauptpunkte,  wie  dies  jedenfalls  für 
die  beiden  ersten  Methoden  geschehen  muss,  auch  bei  der  dritten  der- 
selben, so  kann  von  einem  Vergleiche  mit  jenen  beiden  nicht  die  Rede 
sein.  Ein  solcher  hat  erst  dann  Sinn,  wen'n  im  dritten  Falle  weniger 
Hauptpunkte  zur  Bestimmung  eines  Nebenpunktes  zugezogen  werden,  und 
er  soll  hier  überhaupt  nur  anhangsweise  dem  Vergleiche  der  1.  und  2. 
Methode  folgen,  insofern  dieses  völlig  genügen  wird. 

27. 

„In  theoretischer  Beziehung  ist  nun  im  Allgemeinen  die  zweite  Me- 
thode, bei  nur  drei  Hauptpunkten  'Pothenot’scho  Aufgabe’  genannt,  die 
vorzüglichste;  aber  auch  in  praktischer  Hinsicht  bietet  sie  manche  Vor- 
theile vor  der  ersten.“ 

Zur  Begründung  dieses  Satzes  möge  vorerst  der  letztere  Gesichts- 
punkt angenommen  werden.  Dabei  sind  zu  berücksichtigen  1)  die  Situation 
<ler  Nebenpunkte  und  2)  die  Menge  der  Arbeit  mit  dom  Theodoliten  und 
die  der  Ausgleichungsrechnung. 

Die  Nebenpunkte  liegen  meistens  tiefer  als  die  Hauptpunkte,  diese 
lassen  sich  daher  leicht  und  gut  von  jenen  visiren,  während  umgekehrt  die 
Aufsuchung  und  das  Anvisiren  der  schwachen  Signalstangen,  durch  welche 
man  die  Nobenpuiikte  sichtbar  zu  machen  hätte,  der  grossem  Entfernung 
und  des  schlechten  Hintergrundes  wegen  oft  sehr  misslich  werden  wird. 
Es  ist  dieser  Umstand  der  schnellen  Ausführung  der  Arbeit  nach  der  ersten 
Methode  entschieden  bedeutend  hinderlicher,  als  der  bei  der  zweiten 
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Methode  nöthige  häatige,  doch  leicht  zu  bewirkende  Umzug  uueh  uahen, 
benachbarten  Nebenpunkten.  Die  Situation  der  Neben  punkte 
spricht  mithin  zu  Gunsten  der  zweiten  Methode. 


28. 

Uinsichtlich  der  Menge  der  Arbeit  mit  dem  Theodoliten  und  der- 
jenigen der  Ausgleichungsrechnung  lässt  sich  Folgendes  anführen: 

1)  Bei  Winkelbcobachtungcn  entsprechen  den  <yKichtungen  von 
den  ^Uauptpunkten  nach  einem  Nebenpunkte  Winkelmessungcu ; eben- 
soviele  lassen  sich  auf  dem  Nebenpunkte  zwischen  den  ^ llauptpunktcn 
vornehmen  und  man  hat  hierbei  noch  den  Vortheil  der  Auswahl  unter  den 

~ möglichen  Winkeln  zu  günstigst  wirkenden  Schnitten.  Jeder 

Winkel,  hier  wie  dort,  liefert  eine  Gleichung  zur  Bestimmung  <ler  Coordi- 
naten  des  Nebeupunktes  und  wenn  nur  für  letztere  durch  eine  Uebersiclits- 
menselaufnahmc  der  Nebenpunkte  erst  vorläufige,  durch  darauf  sich  stützende 
Berechnung  aus  zwei  guten  Schnitten  scharfe  Näherungswerthe  bekannt 
worden  sind,  macht  die  Aufstellung  und  Auflösung  der  Gleichungen  in  bei- 
den Fällen  nahezu  dieselbe  Mühe.  Lieber  die  wirklich  erlangte  Genauig- 
keit wird  die  theoretische  Vergleichung  später  das  Nöthigste  angeben. 

2)  «.Bei  R i c h t u n g 8 b e o b a c h t u n g e n von  den  II  a u p t p u n k t e.  n 
aus  müssen  die  Nebenpunkte  wegen  ihrer  grossen  Anzahl  gruppenweise 
vereinigt  werden,  womöglich  so,  dass  für  verschiedene  Hauptpunkte  die- 
selben Nebenpunkte  zu  einerlei  Gruppe  gehören. 

Man  bekommt  dadurch  in  die  Rechnung  eine  Beziehung  benachbarter 
Nebenpunkte,  da  eine  Gruppe  am  besten  auch  nur  solche  enthalten  wird, 
und  durch  diese  Beziehung  bestimmt  sich  die  gegenseitige  Lage  dieser  Ne- 
benpunkte etwas  schärfer,  als  der  mittlere  Fehler  M jedes  einzelnen  der- 
selben erwarten  lässt.  Leider  verwickelt  sich  aber  die  Rechnung  durch 
diese  Beziehung  ungemein,  denn  sie  bringt  sämmtliche  Bestimmungsglei- 
chungen der  Coordinaten  aller  Punkte  einer  Gruppe  in  Zusammenhang  und 
strenggenommen  müssen  alle  diese  Gleichungen  zusammen  ausgeglichen 
werden  : 

Ist  CO  der  Beobachtungsfehler  in  dem  Winkel  a*  zwischen  der  Null- 
richtung — es  sei  diese  die  Richtung  nach  einem  andern  Hauptpunkte  — 
und  der  Richtung  nach  einem  Nebenpunkte,  so  .schreibt man  bekanntlich 
die  Gleichung  zwischen  a,  to  und  den  Coordinaten  x und  y des  Neben- 
punktes als  Fehlergleichung 

_ 0} . z = X . / (or,  y)  , 

Avenn  das  Gewicht  des  Winkels  « und  f{xy  y)  eine  lineare  Function  der 
Verbesserungen  der  Näherungswerthe  von  x und  y ist.  (Die  Coeffiicienten 
derselben  sind  von  a und  den  Coordinaten  des  Hauptpunktes  abhängig 5 
vergl.  Abschnitt  30.). 
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0)  besteht  aus  zwei  Tbeilen,  nämlich  den  Beohachtungsfehlein  der 
beiden  Kichlungen ; bezeichnen  und  resj).  den  Felder  der  Null- 
riebtung  und  den  Fehler  der  Richtung  nach  dein  ;>ten  Nehenpunkte  auf 
dem  yten  Hauptpunkte,  so  ist 

_ 0)  = (0,^  — . 

Ist  n Anzahl  der  Nebenpunkte  der  betr.  Gruppe,  q Anzahl  der  Haupt- 
punkte, von  welchen  dieselbe  beobachtet  wurde  und  berücksichtigt  man, 
dass  V.  constant  wird  für  alle  Winkel  von  einem  Hauptpunkte  aus,  so 
nimmt  das  System  der  zusammen  zur  Ausgleichung  gelangenden  Gleichun- 
gen die  folgende  Gestalt  an  : 


1.  Haupt- 
punkt: 
i.  Haupt- 
punkt: 


Itcr  Ncbciipunkt,  2tcr  Nebenpunkt,  /üor  Nebenpunkt. 

»i(0,— x,(o,— 2,)=/’2V2..ys);— 

x*(02— l2)=7',"(a:,,  y,);  Xj(0,— 2,)=/’/'(a’2,.y2);...  KjCO,— »2)  =fn\a:„,y„)\ 


7.  Haupt- 
punkt : 


xyfOy— xy(0v— 2y)=/'2fvK‘*^2iy3);-’‘v(<’?~%)=A^"d(.T»,y„). 


Die  Anzahl  aller  Gleichungen  hierin  beträgt  n ,q . Die  2w  Coordina- 
ten  bestimmt  man  so,  dass  Z e>-)  = Min.,  wenn  v den  Reobachtungs- 


X“ 


fehler  einer  Richtung  und  — sein  Gewicht  bezeichnen.  Man  erhält  damit 


-aGleichungcn  für  die  Coordinaten,  und  macht  sclion  die  Entwickelung  der 
Coefficicnten  der  Unbekannten  für  diese  Gleichungen  aus  den  obigen 
«.y  Gleichungen  viele  Mühe,  so  noch  viel  mehr  die  Auflösung  nach  den  Un- 
bekannten. 


Noch  schwieriger  wird  die  Rechnung,  wenn  die  Gruppeneinthcilung 
im  obigen  Sinne  nicht  hat  innegehalten  werden  können.  Man  wird  wohl 
sehr  häufig  am  besten  thun,  den  übrigens  nicht  wesentlichen  Vortheil  des 
Zusammenhanges  der  Gleichungen  für  verschiedene  Nebenpunkte  fallen 
zu  lassen  und  jeden  derselben  für  sich  zu  berechnen. 


Was  die  Grösse  der  Arbeit  gegenüber  Winkelbeobachtungen  betrifft,  so 
stellt  sich  diese  jetzt  etw’a  halb  so  gross  als  bei  letzteren  heraus;  denn  es 
beträgt  die  Anzahl  der  Einstellungen  des  Instrumentes  für  die  «Neben- 
punkte und' die  Nullrichtung  (/i-j-l),  während  bei  Winkelbcobachtungon 
Einstellungen  zur  Ermittlung  der  « Richtungsunterschiede  mit  den 
Xebenpunkten  nothwendig  werden. 

2)  b.  Vereinigt  man  auf  einem  Nebenpunkte  alle  sichtbaren 
Hauptpunkte  in  einen  einzigen  „Satz“  und  bezeichnen  (1),  (2),  ...(y) 
die  Beobachtungsfehler  der  Richtungen,  so  ergeben  sich  (y  — 1)  Gleichungen 
hir  die  Coordinaten  des  Nebenpunktes.  Durch  Einführung  scharfer  Nähc- 
rungswerthe  erhalten  diese  Gleichungen  die  Form 
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(1)  — (2)  = A.^  ^2*^  4“  ^2*y» 

42)  = ^3  + ^3-^  + ^3-y> 

• ••••*• 

(1)  — (q)  = Ag  Bg  . a:  Cq.  y y wobei 

I (1)^  (2)^  . -j-  = ^Bn.  zu  machen  ist.  Unter 

X und  t/  sind  hierbei  die  Verbesserungen  der  Coordinatennäherungswerthe, 
unter  A,  B,  C gewisse  Functionen  der  letzteren  und  der  Ooordinaten  der 
Hauptpunkte  zu  verstehen.  Durch  Differentiation  der  Gleichungen  42) 
und  Multiplication  derselben  mit  gewissen,  noch  unbekannten  Grössen 
Z-2 y Z^y  ...  Zg  ergiebt  sich  zunächst 

Z2,d(l)  — Z2.d(2)  — {B.^.dx  + a^.dy)  Z.^  = 0 
Zl.d{l)  — Z3.d(3)  — {B.^.dx  -}-  C.,.dy)  = 0 

U.  8.  f. 

Addirt  man  diese  Gleichungen,  so  muss  ihre  Summe  mit  dem  totalen 
Differential  des  Min.  identisch  werden,  also 

ZZ  . d{l)  — Z2  . d(2)  — ...  — Zg.d{q)  — £{BZ) . dx  — Z{CZ) . dy  = 

(^)  d(l)  + (2)  d(2)  4“  •••  4“  ^K9) 

für  beliebige  Werthe  der  Differentiale.  Dazu  gehört,  dass 


2’Z  = (1) 

2 

- Z,  = (2) 


— Z„ 


(?) 


£ {BZ)  = 0 
2 

1(CZ) 

2 


= o| 


, also  {(1)  4"  (2)  4"  ••  4"  (^^)}  = 0 


Die  weitere  Rechnung  giebt  nach  und  nach: 


oder 


1 /-/  y y \ 

{\)=-(ZA--\-ZB.x-\-^C>y  )• 

q 2 2 / 

' Ferner  ist  — (2)  = Z2  = — (1)  -f-  -f"  ^2  • ^ 4"  ^'2  • V 

— (3)  = Z3  = — (1)  ^3  4“  -^3  • ^ 4"  ^3  • y 


> 


und 


43)‘ 


_ (^)  = = — (1)  4"  4"  ^y  • ^ 4“  • y 

ZB.  ^ ZA-\-ZB,x-^ZC. y \ 

Z{BZ)  = 0=  [Z{AB)-j-Z{BD) . x-^-ZiB^.y] ^ 

ZC . / ZA4-  ZB.x-\-  ZC.y  \ 

£{CZ)  =0=[Z{AC)-\-Z{BC).  a'-f  ZiCq.y] ^ * 


Diese  Gleichungen  haben  die  Form  von  Gleichung  29),  wenn  man 
sich  die  Glieder  mit  x,  sowie  die  mit  y zusammongezogen  denkt.  Durch 
Analogie  erhält  man  daher  die  Quadrate  der  Präcisionen  in  der  Bestim- 
mung von  X und  y zu 
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IP,  = 1 : i\r . {^(CC)  — -i  (ZC)2  } 

II\  = 1 : JV . { -i  {ZBf  } 

(1 : y) = |(2'(SB)  - L(i;£)’)(^(cc) 

»P  = I - iV.  [(Z{BB)  + ZiCC)  ) - ^ + (ZC)^)} 


Die  Präcision  in  der  Beobachtung  der  Richtungen,  für  alle  von  glei- 
cher Grösse,  ist  dabei  zu  1 vorausgesetzt.  Ist  ihr  Werth  h,  so  hat  inan 
2U  multipliciren , 3/*  mit  zu  dividiren. 


Wären  die  (y — 1) Winkel  (1,2),  (1,3),  ...  (1,  g)  einzeln  gemessen 
worden,  jede  Richtung  mit  der  Präcision  1,  also  die  Winkel  mit  der  Prä- 


cision 


so  würden  ff  - und  M'  Werthe  annehmen,  die  aus  den  soeben 


aafgestellten  hervorgehen,  wenn  die  mit  2 dividirt,  mit  2 multipli- 
cirt  und  £B  = 0,  sowie  2C  = 0 gesetzt  werden.  Man  erhält  dafür: 

= 1 : 2^^ . 2{CC) ; ///*  = 1 : 2N'.  Z{BB) 

(1  : iVT)  = Z{BB)  . z[cC)  — {ZBC^ 
iV'2  = . {Z{BB)  + Z{CC) ) . 


In  ZB  und  ZC  kommen  theils  positive,  thcils  negative  Glieder  vor, 
um  so  'mehr,  je  gleichmässiger  die  Hauptpunkte  vertheilt  sind.  Indess 
auch  ohne  diese  Voraussetzung  werden 

(^^  , gegen  Z{BB)  und  Z{CC) 


immer  klein  sein  und  daher  kann  man  ihre  Quadrate  nähenings weise  ver- 
nachlässigen. Geschieht  diess,  so  wird  mit  Hilfe  einer  leichten  Zwischen- 
rechnung : 

U lZB.Z(BC)-^C.Z{.BB)P\l 

2 ( £(BB)  + £(CC)  Z[BB)  + £(CC)  ’ /’ 

d.  h.  es  hat  einen  nur  wenig  grösseren  AVerth  als  — 

Dabei  beträgt  die  Anzahl  der  Einstellungen  für  M'  2{q — 1),  für  M 
nur  7,  woraus  man  erkennt,  dass  auch  auf  dem  Nebenpunkte  Richtungs- 
beohachtungen  viel  vortheilhafter  sind,  als  Winkelbeobachtungen.  Es  wird 
sich  allerdings  zeigen,  dass  es  nicht  rathsam  ist,  die  Winkel  alle  von  einem 
Hauptpunkte  aus  zu  nehmen,  man  verbindet  besser  diametral  liegende 
Hauptpunkte.  Jedenfalls  ändert  im  Allgemeinen  dieser  Umstand  das  Re- 
sultat obiger  Vergleichung  nicht  dahin  ab,  dass  Richtungsbeobachtungen 
sich  ungünstiger  als  Winkelbeobachtungen  herausstellcn  würden  — immer 
unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Hauptpunkte  im  Umkreise  um  den  Neben- 
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punkt  nicht  sehr  ungleich  vertlieilt  sind.  IJer  Beweis  hierzu  kann  urasoinehr 
wegbleiben,  weil  sich  andrerseits  auch  zeigen  wird,  dass  „reine  liichtungs- 
beobachtiingen “,  d.  h.  solche,  die  alle  sichtbaren  Punkte  in  Einen  Satz 
vereinigen,  nicht  räthlich  sind,  sondern  wenigstens  mit  Winkclbeobachtnn- 
gen  combinirt  werden  müssen , sollen  die  Nebenpunkte  nach  allen  Rich- 
tungen gleiche  Präcision  H erhalten.  Es  gilt  Dieses  ebenso  für  die  Beob- 
achtungen auf  den  Hauptpunkten,  Avie  auf  den  Nebenpunkten. 

Man  kann  daher  sagen:  ,, Werden  gleichviele  Einstellungen  gemacht, 
um  Nebenpunkte  mich  der  ersten  oder  zweiten  Methode  zu  bestimmen,  so 
ist  bei  gleicher  BeobachtungSAveisc  die  Ausgleichungsarbeit  für  beide  die- 
selbe. Für  beideMcthoden  sind  ferner  Richtungsbeobachtungen  etAva  gleich- 
viel günstiger,  als  Winkelbeobachtungen.“  (Vergleiche  Abschnitt  3ü,). 

29. 

Die  wirklich  erreichte  Genauigkeit  kam  bei  diesen  Untersuchungen 
noch  nicht  in  Frage.  Die  theoretische  Vergleichung  beider  Methoden  soll 
nun  zeigen,  dass  im  Falle,  von  Winkelbeobachtungen  bei  gleicher  !Mühe  die 
zAveite  Methode  in  der  Regel  bessere  Resultate  als  die  erste  Methode  giebt, 
und  dass,  Avie  schon  crAvähnt,  reine  Richtungsbeobachtungen  im  Allge- 
meinen nicht  A'^orkommen  Averden , da  einzelne  Richtungen  ein  grösseres 
GcAvicht  als  die  andern  erhalten  müssen,  soll  die  3Viangulation  ein  gün- 
•stiges  Resultat  geben. 

Es  Avürde  dann  zu  folgern  sein,  djiss  im  Allgemeinen  die,  zAveile 
Methode  die  günstigere  i.st. 


.30. 


Im  Anschluss  an  Fig.  7 seien  A und  li  zAvei  Hauptpunkte,  Pein  Neben- 
punkt und  dabei  ^A  — ct^  = ^p=(p^  AB—^c^  AP=n-, 

liP—b.  Die  Visnr  von  A nach  P giebt  dann  für  die  rechtwinkligen  Cooi- 
dinaten  x und  //  von  P die  Gleichung 

0 = — X . cos  « -f*  .y)  ^ > 

Avenn  der  Ooordiuatenanfang  0 in  die  Mitte  a^ou  AP  gelegt  Avird  und  OP 
die  positive  Achse  der  x Avieder  in  dem  Sinne  ist,  dass  die  Ooordinate  x 
von  P senkrecht  zur  a;- Achse  zu  nehmen  ist. 


Sind  (x)  und  (i/)  scharfe  NäherungsAverthe,  (.r)  -f-  Jx  = .r,  (y)  -f" 

— y,  so  wird  für  die  Verhe.sserungen  Ax  und  Ay  der  NäheriingSAA’erthe : 
lö)  0 = — A — Ax  . cos  a -|-  At/  . sw  a;  A = (x)  cos  a — “f*  (//)) 

Der  absolute  Werth  A ist  der  Abstand  des  Punkte.«  ((.r),  (y))  von  der 
Visnr  AP. 

Die  Gleichung  45)  hat  die  Form  der  Gleichung  27);  A erscheint  daher 
als  Beobachtungsgrösse  mit  dem  mittlern  Fehler  -f-  « . <a,  Ai  enn  w den 
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mittlcrii  Fehler  in  o bezeichnet.  Für  die  numerische  Rechnung  nimmt 

man  das  zu  (a:)  und  (y)  gehörige  («)  aus  der  Gleichung  tan  (a)  = - 

c 

setzt  den  Beobachtungswerth  a = (er)  -f-  /da  und  erhält  einfacher 

4G)  0=/da—Jx.  -f-  dy  . ; (a)  = (a*)  sin  (a)  -}-  (c -f  (y) ) cos  (a). 

Setzt  man  hierin  links  anstatt  Null  da  als  wahrscheinliche  Verbesserung 
des  Beobachtungswerthes,  so  ist  es  üblich,  die  entstehende  Fehlergleichung 

noch  mit  der  Wurzel  des  Gewichtes  ^proportional  zu  multipliciren. 

Geschieht  ein  Gleiches  für  die  zu  Gleichung  45)  gehörige  Fehlergleichung, 
so  nimmt  diese  selbstverständlich  dieselbe  Form  an  wie  jene. 

Wird  jP  von  D aus  visirt,  so  erhält  bei  gleicher  Anzahl  Einstellungen 
wie  vorher  das  entsprechende  X die  mittlere  Abweichung  -f~  ^ 


31. 

Die  Winkelmessung  in  P,  (p  = ^ j4PB,  giebt  für  diesen  Punkt  einen 
kreisförmigen  geometrischen  Ort  (Fig.  7.)  mit  dem  Mittelpunkte  IH  und  der 
Gleichung 

— c.cottpy — ^ =0,  oder:  y^ -f- — 2cx.cot(p — c*=0. 

Zu  den  Nähemngswerthen  (a),  (y)  gehört  ein  genäherter  Worth  (qp) 
nach  der  Gleichung 

{cef  -f  {yY  - 


cot  (gp) 


2 c (a) 


und  man  erhält  damit  analog  den  Gleichungen  45)  und  46)  für  die  Ver- 
besserungen /dy^  Jx  und  /d<p 

47)  0=  [(y)2  -f-  (a)2—  2c . (a)  cot  gp  — 2(y) . z/y  -f  2 [ (a)— c . co/ (gp)  ] . Jx^ 


48)  0 = /d(p  -}-  Jx  . 


(a)  — c , cot  (gp) 


sin“^  (gp)  -f“  /dy  . 


(y)  sin^  (gp) 


c (a)  ' c (a) 

Bedeutet  (P)  die  genäherte  Lage  von  P,  so  ist  die  erste  Parenthese 


c 


sin  gp 


in  Gleichung  47)  soviel  wie  (P)y^  — Rad^  ^ Radius 

Ist  nun  A = — M (P)  -}-  Rad. , 

also  der  Abstand  des  Punktes  (P)  von  dem  Kreise,  der  dem  Winkel  gp  ent- 
spricht, so  geht  Gleichung  47)  über  in 

49)  0 = A -|“  (<p)  ^ Jy  gffi  (gp)  ^ 

c 

wie  immer  unter  Vernachlässigung  der  Glieder  Für  diese  Gleichung 
kann  man  noch  setzen 

0 =»  — A — z/a  . cos  y . sin  y, 

um  auf  die  Form  27  zu  kommen,  y ist  hierin  der  Neigungswinkel  dor- 
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jenigen  Kreistangente  TT  gegen  AB  (Fig.  7.),  welcher  der  Punkt  (P)  am 
nächsten  liegt. 

Zu  der  Beobachtungsgrösse  A gehört  der  mittlere  Fehler 


1 (^')  I 

±:v^  • “ = ± (rj-“’ 


sin  (<)p) 

wie  die  Differentiation  des  ersten  Klammerausdruckes  in  Gleichung  47)  lehrt. 

Die  Gleichungen  45)  bis  49)  lassen  sich  leicht  für  jedes  beliebige  Coor- 
dinatensystem  transformiren  und  ebenso  die  Formeln  für  (or),  {q>)  u.  s.  f.  zn 
leichter  Berechnung  der  Coeflicie.nten  von  Ax  und  Ay  umändern.  Dieses 
bedarf  hier  keiner  Ausführung  weiter  und  es  kann  daher  zur  Vergleichung 
der  Methoden  1.  und  2.  zurückgekehrt  werden. 


32. 


Die  mittlern  parallelen  Verschiebungen  der  den  Visu- 
r e n AP  von  A und  B aus,  sowie  derWinkolmessung  in  P ent- 
sprechenden substituirten  Geraden  haben  sich  ergeben  zu 

50)  wi,  = + rtw , = + öcö  , ^ . 0) . 

Solange  daher  P innerhalb  des  von  den  Punkten  A und 
B aus  als  Mittelpunkten  beschriebenen  krummli  nigen  Rhom- 
bus AC^C-^B  (Fig.  7.)  liegt,  ist  m.^  <C,tn^  und  auch  Rückt 

Pder  Seite  AB  näher,  sodass  AP,  BP  und  TT  ziemlich  gleiche  Richtung  an- 
nehmen, so  wird  für  beide  Visuren  AP  und  BP  zusammengenommen  das 
mittlere  Fchlerquadrat 


m 


'2 


1 = (^2  + A)  = - 

\m/  m-jV  a 


-f-  62 


dagegen  wird 


{a  6) 


•2* 


0)2^  alsom./2  = m32. 


«2  4-62-1-  2ab 


-j-  62 


Daher  ist  in  diesem  Falle  sogar  immer  grösser  als  und  zwar  ist 
der  Unterschied  beider  am  grössten  für  a = bj  wo  m.j'2  = 2W32  wird. 

rt  = 1,  6 = 3 giebt  = 1,6.  und  n = 0 giebt  mg'^  = »»32. 

Bedenkt  man  noch,  dass  m^'  aus  2 Winkelmessungeu , m.^  aus  nur 
einer  solchen  hervorgegangen  ist,  so  kann  man  sagen: 

„Weicht  der  Winkel  g>  mit  dem  Scheitel  P nicht  sehr 
von  zwei  Rechten  ab,  so  ist  die  Winkel messung  in  P zwei- 
bis  viermal  so  günstig,  als  eine  Winkelmessung  in  oder /?.“ 
Und  hieraus  folgt  weiter  : 

„Liegt  ein  Neben punkt  in  der  Nähe  des  Diagonalen- 
durchschnitts eines  von  Hauptpunkten  A,  B,  ...  gebildeten 
Vierecks,  so  bestimmt  er  sich  *bei  gleicher  Mühe’  etwa  drei- 
b i H viermal  so  genau  durch  W i n k e l in e s s u n g in  P als  durch 
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solche  von  den  Hauptpunkten  aus,  wenn  man  nur 

gegenüberliegende  Hauptpunkte  zusammen  verbindet.“ 

In  den  meisten  praktisch  vorkommenden  Fällen  ist  es  wohl  möglich, 
mehr  als  drei  Hauptpunkte  im  Umlweise  um  P herum  zu  sehen ; liegt  aber 
/^überhaupt  im  Innern  eines  Viereckes  (Polygon es),  so  lassen  sich 
immer  4 (n  Winkel)  an  P so  auswählen  und  messen , dass  ihre  substituirten 
Geraden  TT  den  Punkt  P ebenso  gut  bestimmen,  als  n Visuren  von  den  Ecken 
aus.  Beobachtet  man  aber  nur  die  vortheilhaftesten  Winkel  (also  namentlich 
solche  zwischen  gegenüberliegenden  Hauptpunkten),  so  ist  im  Allgemeinen 
— für  gleiche  Mühe  — sogar  die  Genauigkeit  eine  zwei-  bis  vierfache  von 
derjenigen,  welche  durch  Eckvisuren  erreicht  werden  kann. 

Bewegt  sich  P in  eine  Polygonseite,  d.  h.  kommen  die  Haupt- 
punkte. scheinbar  im  Halbkreise  um  P herum  zu  liegen,  so  nimmt  die  Güte 
der  Bestimmung  nach  der  zweiten  Methode  ab ; doch  erst,  wenn  Paus  dem 
Polygone  heraustritt,  kann  sie  unter  diejenige  der  ersten  Methode 
herabsinken  und  die  Methode  selbst  unbrauchbar  worden.  Dieser  Aus- 
nahmefall tritt  gewiss  nicht  ein,  wenn  — wie  in  Fig.8.  — P von  den  Ecken 
nnd  //„,  deren  Distanz  /f,  //„  von  P aus  unter  dem  grössten  Gesichts- 
winkel erscheint,  mindestens  ebenso  weit  entfernt  ist,  als  von  den  andern 
Ecken  und  gleichzeitig  deren  Abstände  von  P sehr  ver- 

schieden sind. 

Befindet  sich  P in  sehr  grosser  Entfernung  vom  Polygone, 
so  sind  zwar  alle  Geraden  TT,  durch  Winkelmessung  in  P bestimmt,  viel 
ungenauer,  als  die  Anschnitte  von  den  Ecken  aus,  aber  während  diese 
nahezu  dieselbe  Richtung  haben,  schneiden  sich  die  TT  im  Allgemeinen 
unter  günstigen  Winkeln.  Daher  kommt  hier  die  zweite  Methode  in 
Vortheil. 

Vorstehende  Sätze,  nicht  gut  anders  als  durch  Induction  zu  beweisen, 
hier  völlig  zu  begründen,  kann  nicht  meine  Aufgabe  .sein.  Ich  werde  nur 
einige  Beispiele,  wo  drei  Hauptpunkte  disponibel  sind,  spccieller  durch- 
nehmen. Es  ist  dieses  gerade  derjenige  Fall,  wo  die  zweite  Methode  am 
unzuverlässigsten  wird;  doch  tritt  er  in  der  Praxis  nur  äusserst  selten  ein. 
(So  hat  Herr  Professor  Nagel  unter  einem  Complex  von  etAva  40  Neben- 
punkten bei  Zwickau  — vergl.  die  Einleitung  — nur  einen  einzigen  der- 
selben auf  nur  drei  Hauptpunkte  stützen  können;  sonst  waren  immer  min- 
destens vier  Hauptpunkte  zu  sehen.) 


33. 

Da  einer  guten  Triangulation  der  Nebenpunktc  immer  eine  Aufnahme 
derselben  im  Kleinen  voranszugehen  hat,  und  man  somit  die  Lage  der 
Nebenpunkte  gegen  die  .sichtbaren  Hauptpunkte  kennt,  kann  der  Fall, 
schlieaslich  für  irgend  einen  der  erstere.n  eine  ungenügende  Bestimmung 

8=^ 
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diircbgofuLrt  zu  haben,  nicht  eintreten.  Schon  vor  Beginn  der  Mes- 
sungen wird  man  zu  überlegen  haben,  welche  Winkel  für  jeden 
Nebenpunkt  zu  messen  sind,  damit  nach  der  Ausgleichung  die 
Präcisionen  H für  alle  beliebigen  Richtungen  durch  einen  Punkt 
möglichst  gleich  werden,  damit  aber  auch  der  mittlere  Fehler  M, 
welcher  die  gegen  die  Hauptpunkte  relative  Gesaramtgeuauigkeit  be- 
zeichnet, für  alle  Nebenpunkte  die  gleiche  Grösse  erhält. 

Diese  Uoberlegung  macht  nicht  sehr  viele  Mühe,  da  die  strenge  Er- 
füllung der  soeben  gestellten  Forderungen  nicht  nöthig  ist.  In  Abschnitt  23. 
ist  auch  gezeigt  worden,  welche  Regeln  man  bei  der  Wahl  der  Schnitte 
selbst,  sowie  ihrer  Präcisionen  h zu  befolgen  hat,  um  die  Forderungen  zu 
erfüllen.  Durch  Uebung  gelangt  man  bald  dazu,  in  jedem  Falle  sofort  aus 
der  Anschauung  der  Figur  die  besten  Schnitte  zu  erkennen  und  alsdann 
führt  eine  leichte  Rechnung,  unterstützt  durch  Coiistructionen,  schnell  zu 
den  günstigsten  Präcisionen  derselben. 

Soll  nun  für  alle  Neben  punkte  einen  constanten  Werth  er- 
halten, und  entspricht  den  so  gefundenen  Präcisionen  h vorerst  ein  Werth 
so  hat  man  alsdann  diese  h noch  im  Verhältniss  {M):  M zu  verändern, 
indem  die  Relation  besteht 

M:  (Jf)  = (Ä)  :Ä. 


Mittelst  der  (Ä)  berechnet  sich  die  Anzahl  der  Winkelraessungen.  Für 
einen  Schnitt  von  einem  Hauptpunkte  aus,  z.  B.  für  JP  (Fig,  7.)  fand  sich 
— a- . tö^,  wo  ft)  der  mittlere  Fehler  der  Winkelraessung  — man  nehme 
jetzt  an : Einer  Winkelmessung  — ist. 

Durch  malige  Messung  geht  über  in 


und  sofern  (Ä,)'^=-7 — ^ ist,  wird 

2;/ij 

«j  = 2 (/l^y  . ft>^ . 

In  gleicher  Weise  ist  für  die  Winkelmcssung  in  P 


ft)^  bei  einmaliger  Messung, 


(a  2>V  ft)‘  bei  maliger 
Yc)  ' Messung, 


daher 


Werden  auch  Richtungsbeobachtungen  gemacht,  so  complicirt 
sich  wenigstens  für  die  zweite  Methode  die  Schätzung  der  (/<)  etwas.  Man 
verfährt  bei  derselben  etwa  so:  Mit  Hilfe  der  Formeln  in  Abschnitt  28. 2'’*) 
berechnet  man  zuerst  //  für  drei  verschiedene  Richtungen  unter  Annahme 
reiner  Richtungsbeobachtungen.  Hierzu  nimmt  man  noch  solche  Winkel- 


I 

I 

I 


•)  Man  verpl,  auch  Absclin.  39.  Anmerkung, 


i 
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beobachtangon,  dass  dadurch  allo^  gleich  werden,  oder  dieses  doch  möglichst 
erreicht  wird.  Das  Verfahren  hierbei  ist  genau  wie  oben,  wo  nur  Winkel- 
messungen vorausgesetzt  wurden,  wenn  man  nämlich  mit  Uilfe  der  drei 
berechneten  H die  Lage  der  Ellipse  um  P,  welche  ihren  wahrscheinlichen 
Fehlern  entspricht,  erniittclt.  Nach  Abschnitt  13.  ist  es  alsdann  erlaubt, 
für  die  Richtungsbeobachtungen  zwei  Gerade  zu  substituiren,  die  in  die 
Ellipsenachsen  fallen  und  deren  wahrscheinliche  parallele  Verschiebungen 
der  halben  Länge  dieser  Achsen  gleich  sind. 


34. 

In  Verfolgung  der  zu  Endo  von  Abschnitt  23.  gemachten  Bemerkung 
mögen  nun  noch  die  Bedingungen  für  M'  = Min.  ,,bei  gleicher  Mühe  der 
Winkelmessung“  aufgesucht  werden.  Ist  p ein  von  h und  n unabhängiger 
Coefficient,  so  existirt  zwischen  h und  r»,  der  Anzahl  der  Messungen,  die 

na 


Beziehung  ha^  = . 

Pa 


Der  mittlere  Fehler  w der  einzelnen  Messung  ist 


dabei  als  constant  angenommen.  Hiermit  reducirt  sich  die  gestellte  Auf- 
gabe auf  diejenige, 

Z{JP) 


3/2  = - 


Min.  zu  machen,  bei  Zu  = Zh"^ p'  = Consl. 


sin^  iya—yii]) 

Eine  ähnliche  Rechnung  wie  in  Abschnitt  23.  giebt  7 Bedingungen  von 
der  F orm 

K . = Z^ha^hß^  sm^{ya—y[i)^  — Z{h^)  . Z\Jia^  (yi— y«)], 

wenn  q die  Anzahl  der  Geraden  und  K eine  zu  bestimmende  Grösse  ist. 

Nennt  man  nun  //,  die  Präcisiou  an  der  Stelle  von  /«,  nach  der  Aus- 
gleichung und  hat  N die  frühere  Bedeutung,  so  lässt  sich  auch  sagen:  ,,Es 

Z{1P) 

A — 

Pi 

für  alle  i gleich  werden.“  Da  nun  die  /?,•  im  Allgemeinen  nicht  gleich 
sind,  so  werden  es  auch  die  //,  nicht,  und  cs  ist  dieses  Grund  genug,  von 
der  Erreichung  eines  solchen  Min.  abzusehon. 


1 c ZÜr)\ 

müssen  für  ein  Min.  im  obigen  Sinne  die  Werthe  K . N = ) 


35. 


Wird  in  einem  Dreieck  ABC,  Fig.  9.,  der  Punkt  P nach  der  ersten 
Methode  bestimmt,  so  sind  die  Quadrate  der  Präcisionen  bei  P für  die  drei 
Eckvisuren : 


für  AP.h^  = - 


«I 


2a. 


0) 


2 ’ 


für  BP./i.p  = 


2«?  0)2  ’ 


für  CP 


«3 

2a  ’ 


wenn  «3  die  Anzahl  der  Messungen  der  Winkel  in  P,  resp. 

gleich  AP,  BP  und  CP  sind,  endlich  w den  mittlern  Fehler  einer  einzigen 
Wiiikelmessung  darstellt. 
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Die  Zwiscbonwinkel  sind  für 

(1  . 2)  = = ^ APIJ;  (1.3)  = (p.,  = APC,  (2 . 3)  = (jp,  = ^ßPC. 

Daher  ist 


51) 


. (^2  + + “2)^1  ’ 

. , ( «I  W-,  „ , w,  w.,  ,, 

= ■*“  = ! V«/  ” + 

Nach  der  Ausgleichung  treten  an  die  Stelle  der  h^  h.^  die  Werthe 


«2  «3 


3 


52) 


//i*’  = 2g)2  : N,  . sin-  tp.^  -f  ^ sitP  q>.^  ) 
IIo^  = 2(ö-  : ^ ^ sitP  9?3  -{-  sin-  g>,  ^ 

1 3 


//.j2  = 2(0-  : N^  . sifi^  ) ’ 


Beiläufig  sei  bemerkt:  Die  If  werden  unter  Annahme  von  n^  = n., 
= «3  in  demjenigen  Punkte  gleich,  für  welchen  ist  (Fig,  10.) 


sin  - gt?3  shP  cp^ 
T-  + 


sitr  (p.j 


«.> 


a.. 


(t, 


+ 


qo, 


Sin-  97.,  stir  qPj 


d.  h. 


a 


a. 


|_  -1 = _ - -1_  . 

{PB")-^  {pcy  {pcy  ^ {PÄ) 


1 — = - _| - 

{PA")  ^ {PPy  ’ 


wenn  A' AA"  parallel  B"PC'  und  senkrecht  AP  ist,  ebenso  B'BB"  parallel 
ytPC"  und  senkrecht  BP,  sowie  C CC"  parallel  B' PA"  und  senkrecht 
CP  sind. 

Die  Messung  der  Winkel  (p  in  P (2.  Methode)  gieht  zur  Bestimmung 
voll  P.,  kreisförmige  geometrische  Oerter,  für  welche  die  Geraden  I.,  II., 
III.  (Fig.  D.)  substituirt  worden  können.  Die  Präcisionen  derselben 
sind  resp. 


1 '*> 


2c, n,'  . 2co*  w.,'  . „ 2^3'-^  W3 


: IL  . h - = 

•I  • •>  J '*2  

(i-,  a/  (0- 


«r  «3* 


(O 


L . Ä '2  = 

•2  1 '*3  — 


•> 

«1  «2' 


Ct) 


2 ’ 


ferner  hat  man  für  ihre  Zwischenwiiikel  zu  setzen  (ohne  Rücksicht  auf  den 
Quadranten) 

(I  . II)  ==  «2  + 1^1  = 9^3  — C'.  ] worin  A,  B,  C die  drei  Dreieckswiu* 

(I . III)  ==  «I  “h  1^3  = qD._,  — B,  l kel  bezeichnen  und  die  a und  ß die- 

(II. III)  = «3  -j-  = 9?)  — .4,1  selbe  Bedeutung  wie  in  Fig. 0.  haben. 

Damit  ergiebt  sich  weiter  für  die  Präcisionen  If  und  den  mittlern  Feh- 

ler M nach  der  Au.sgleichung  : 

J/  2 = . (^,  2 2 ' _|_  „ 2 ^ 2 ' _|_  ^^  2 ^ 2 „ 

(w  . «,  «.2  a.^)^  ^ I 1 II  ...  I .1  .1/ 


53}.; 


(w  . «,  rt2«3)‘-^  . C.,-  ^3*^  . . 

iV  = ; : I - - . sitr  (9)3  — C)  i .f-^r  {fp2~^0 

4wj  w-2  «3  \a./  n.f  a.,^ 

r - r.  ‘^  \ 

_j_  si,P  (gp  J . 

«I*  / 
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.^4)  \h.;^= 


1 : 2^2 . ^a2'C.,^n2'  stn^  (g>.,  — -f-  C;{^  (qp* — /?)^ 

1 :2Z2.  sm^((p^  — C)  -j-  a^^c^'^fj/s/rr  (tpi — J)) 

1 :2Zj.  s//i^(q>2 — B)  -{- (qpj — J))  , wol)oi 

^2  = ^2  • (®^  • ®i  ^2^*3)*  Ist*). 


36. 

Dafl  gleichseitige  Dreieck. 
1)  Im  Mittelpunkt  desselben  ist 


«1 


«1 


qp.j  = qp.,  = (jpj  = 120". 


Indem  man  nun  alle  n einander  gleich  nimmt,  werden 

.,  JSn  V V 16ö)'rt^  I •»  Ib  (O' tr 

= - — = — n . ^1  = A • 1 — TVi“T^  auch  Itl,'  = 

I'  * 9 (<^^0 


4ö)^ 


O 

/r 


3 2’« 


wobei  £n  = 3n  ist.  Ferner  werden  für  alle  Richtungen  die  //  gleich, 
ff-  = l : Af^^. 


*)  Diese  Formeln  gestntten  indess  noch  eine  weitere  Zusnmmenzieliung.  Mit 

Hilfe  der  Figur  sieht  man  nümlicli  ein,  dass 

/_  _ -^1  ^2  /„  1 o N _ 2^1  «2  2^»  cosß,  -f  ‘ir,  ms-  2r,  .s-/« 

— sin  (qpa  — o)  = — ^ sin  (er,  -j-  p,)  = — 

«3 


f/ 


Ol 


= sin  qp|  («j  — fl,  cos  cpj)  -f-  sin  qp.^  (aj  — w,  cos  qpi) 
= fl|  sin  <pi  -f"  *•'*  92  “b  "3  93  — 9) 


Daher  ist 


(—*)  «n»  (tp^  — 0 = (^’)  «■«’  (92  — = (~0 

und  hiermit  wenlen 

-o*\  V 4<o'. (oj.flifljfla)*  _ ' I „ ' , ' I „ ' „ 's 

o3  ) i>2 - . (flj  Wj  -f-  fl|  «3  + fl*  »3  ) » 


M*)< 


= 8c,* : /jf  fl,*  fl3* . .27*  (fl  «ifl  9) . (w," + W3') 
/f/*  = 8c,*:  Z.,fl,*«3*.  ^*(«Äf«qp),  (w,'d-fl3*)  = 
//,'*  ==  8c3*:Z»,fl,*.fl,*.27*(flSj/i9).(M,'-f-fl*’j  = 


2(«  I ' -f- » / ?/,'  -1-  w,*  fl,')  j-/,* 

tW.  fl,  fl,  fl,)*  ' flj'+fls' 

//  * /*  2 


* \ ^ > 

«.  +«.3 


2 ..2 


. . I » • 

"1  + «* 

Die  //^  werden  unter  Annahme  gleicher  lieobuchtungszahlen  n in  demjenigen 

i_ 

' I ‘ 2 ^3  ’ 

so  dass  sich  nach  den  Proportionen 


Punkto  alle  gleich,  wo  fl,c,  = a,Cj  =»  AjC,  oder  a,  : : a,  = — : — 


fl,  : fl,  = c,  : c, 


fl,  : fl3 


fl«  ; fl. 


die  Lage  des  Punktes  leicht  ermitteln  lässt.  Ilalbirt  man  nämlich  im  Dreieck  A/iC 
jeden  der  3 Winkel,  so  tlieilen  die  Ilalbirungsliuien  derselben  die  Seiten  in  dem- 
selben Verhältnisse,  in  welchem  die  Längen  der  resp.  nnlicgcmlcn  Seiten  stehen. 
Durch  je  einen  Theilpunkt  und  die  der  betreflfeuden  Seite  gegenüberliegende  Ecke 
lasst  sich  nun  ein  Kreis  legen,  dessen  Mittelpunkt  auf  dieser  Seite  liegt.  Der 
gemeinschaftliche  Durchschnitt  der  drei  Kreise  ist  sodann  der  gesuchte  Punkt  (in 
Fig.  14.  15.  und  17.  mit  Pg  bezeichnet). 
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Weiter  hat  man 


Ebenso  wie  alle  //  werden  auch  sämmtliche  It  gleich , II = 1 : 

2)  In  der  Mitte  einer  Seite,  etwa  BC,  ist 
rtj^  = 3c^,  a^  = = c y 

(Pi  — 180“,  q>.j  = <P3=  90“ 

(p^  — C = g>2  — n = 30®;  — A = 120®. 

Auch  sieht  man,  dass  n.^  — w.^,  «./  = n.(  zu  nehmen  sind.  Damit  wird: 


Af  2 N ' N — 

^ ' “ 12o>-^c‘^  »’ 


6(ö^ 


W,  «2 

2 _ ?!iL iv  . Ar  _ 

• •’  -2- 


. ff  2 » . ff  i ff  2 

’ ‘ 6w’c2’  ^ —,..2.2 


3(ö^ 


{2n^  -f-  wj')  « 


(O*  C‘ 

//'2=1«L£1. 
• <-^2’ 


//./^  = BP  = ^ 


2a)*‘^ 


(«r  + «2O  ^2  ’ 

Nimmt  man  noch  «,  ==  «o  ~ ”3  > ~ ~ > so 

wird  abgekürzt 

fo^  c*  die  //  sind  dabei  wie  auch  die  H' 


0)  '^ 


M,^  = 10,5  . ; M.r-  = 5,0  . 

‘ 2,w  ' 


Zn  sehr  ungleich. 


Damit  so  klein  wie  für  den  Mittelpunkt  des  Dreiecks  werde,  hat 
man  etwa  doppelt  soviel  zu  messen,  wie  dort;  für  würde  man  etwa 
dreimal  soviel  Messungen  zu  machen  haben. 

Nimmt  man  = G/r,  = Gw^j,  so  werden  alle  /f  gleich,  nämlich: 

also  bei  gleicher  Mühe  etwas  klci- 


■;/  = 8/»., ; iVi^  = - - = - , - , 

y/‘  Zn 


ner  wie  vorher. 


Möglichste  Gleichheit  der  B'  erreicht  man  durch  Annahme  von  n,'  = 0; 
nämlich  : 

Bp  = , --  ; //^  = B^  — - , A..  ==  — , — 7 ; ferner  wird 

«2  . N.,  ' «2 . 1^2  '*2 

» , 4c‘^  w* 

Zn  = 2;<2  ; also  1V2'  = — d.  i.  nur  halb  so  gross,  wie  liip 

M H 

„ Die  zweite  Methode  ist  also  für  Punkte  in  der  Mitte  der  Seiten  gün- 

M 

stiger  als  die  erste,  il/2^  = . Macht  man  die  B resp.  B'  möglichst 

gleich,  so  erlangt  man  die  gleiche  Genauigkeit  mit  weniger  Mühe,  als  wenn 
ohne  Rücksicht  darauf  alle  n einfach  gleich  genommen  werden.“ 

3)  Rückt  P einer  Ecke,  etwa  A,  in  einer  Seite,  et>va  Aß, 
immer  näher,  so  ist  es  erlaubt,  bei  kleinen  «j  näherungsweisc  zu 
setzen:  (Fig.  11.) 

ft2—(t-^  = 2c]  gpj  = G0“,  qP2=l‘-^0“,  9)3  = 180“; 

Q /I  • 

9>3 — C=  120“;  9>2 — Z?  = G0“;  qPj  — A wird  sehr  klein,  sin^=  . "I-. 

i 0 c 
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*■  *Sr*  -S.  ^ 


»'v  <«• 


Dio  Werthe  , ^2>  ^2  — ^ zwar  wenig  anders  als  hier  angegeben, 
aber  da  keiner  der  Sinus  dieser  Winkel  der  Null  nahe  ist,  verschwindet 
der  Einfluss  der  kleinen  Aenderungon. 

Es  wird  damit 

”1  I «2 + "3' 


‘ w • V,*  ^ 4c^  / ' ’ 


N, 


256o)*  c*  rt|^ 


oder  = 


3«3  (4«,  c*  + «2  «i‘^) 


32a>‘*  a,^ 


Sn,N,  ’ 


3(4wjC^  4-  «2^1“^)  ^1  . 

Gleichheit  aller  B ist  nicht  möglich,  da  alle  drei  Visuren  in  einem 
spitzen  Winkelraum  liegen;  sie  wird  möglichst  erreicht  mit  nj  = 0 und 
4c* 

«3  = n,  . , das  giebt 

Zi~  ri  2 32o>*  c*  ^ 256o)‘  „ 2 32«*  c*  . . 

77,2  oder  i/,^*  = Z/^*  = „ - , N^  = - - - ; oder,  da 


3«3^1 


3«3  «3 


3 «.i 


£n  = «I  -f"  d.  i.  nahezu  £n  = «3,  auch  TVj*  = 


a. 


Bei  Gleichheit  aller  n «j  = «2  ~ dagegen 


2 


16w*  r* 


mit  Vernachlässigung  der  kleinen  Glieder.  ' 

Es  ist  sonach  räthlich,  die  n wie  vorher  zu  nehmen;  gegen  die  Lage 
von  P im  Dreiecksmittelpunkt  hat  man  sodann  immer  noch  doppelte  Arbeit, 
um  ein  gleich  grosses  M zu  erhalten. 

Weiter  findet  sich  (Fig.  11.) 

4ß,2 

^=-^2  («i^c2n/4-  4c<  («a'  + O);  : {»i' n^' n.^' n^') 

= 1 : 6Z2  c*  («2'  + «3') ; /72'^  = 1 ; Y X2  c*  a^*  («,'  -|-  «3') 

und  = 1 • -{- «2O  • 

M 

Gleichheit  der  /Z  ist  nicht  erreichbar  *)  ; möglichst  angestrebt  wird  sie 

3^2 a 2 • 

durch  Annahme  von  und  . 0 --  » womit  n 

nahezu  = «/  und 


«I 


£ 

3 


(0*  «,*  32to*  c* 


32;n 


32  CO*  c* 

Dagegen  wird  bei  «/  = «2^  ^^^2  ~ — ^3^~ 

her,  nur  sind  die  //'  noch  verschiedener  als  vorher,  da  nicht  einmal 
und  H2  (oder  gleich  werden. 

Auch  für  die  jetzt  behandelte  Lage  vonP  ist  somit  71/,* 


*)  Da  die  Rechnung  nur  nähernugsweise  richtig  ist,  kann  es  nicht  befremden, 
dass  trotz  Gleichheit  dreier  H"  doch  nicht  dieselbe  aller  beliebigen  //'  stattfindet; 
Hi  and  Zf,'  sind  Präcisiouen  für  nahezu  dieselbe  Richtung. 
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4)  Rückt  P der  Ecke  Ä auf  der  Winkelhalbirungsliuic 
näher,  und  wird  daher  «,  wieder  sehr  klein,  so  gilt  folgende  Näherungs- 
reebnung;  (Fig.  12.) 

= = gp,=60";  = 

9>3  — C ==  90^  = ^ klein , shP 

Für  «2  = ^3  geben  über  u.  s.  w.  in 


Ac^ 


4;j,c2  -}-  2/<2«,^  ^ 256 


J *>  *> 


16o)^«j'^c* 

2 16^<r  2 TT  2 

..  M > -“2  "3  


«2  8«  I c'^ -|- 3«2  « I 

32o,^  üP 


'}  ’ 


«2  iVj  ’ -}-  ^^*2  -^1 

Möglichst  gleiche  H giebt  n,  = 0 und  wird  dabei,  weil  Zn  = «3, 

64cö'^  c* 


3Z„ 


Dagegen  ist  für  w,  = = W3  Zn  = 3w 


24cö^ 


und  mit  Vernachlässigung  kleiner  Glieder  — , also  wenig  anders. 

* tl 

Weiter  findet  sich  bei  = «3' 


Gleichheit  aller  It  verlangt  «/=  n.^. 


Dagegen  ist  bei  «|  = «2  = '*3  ^^2^ 


L,= 

= <a* : C“  (2«j 

up 

= 1 : 2Zr2Ö 

/ 

♦> 

"2  • 

AI  2 

8(0^ 

.4/2 

~ Zn 

sehr 

ungleich. 

und  = 

Zn 


, d.  i.  nicht  uugiin- 


Stellt  man  zusammen,  was  in  1)  bis  4)  gefunden  wurde,  so  hat  mau: 

O *1 

ö)*  r* 

„Bei  gleicher  Mühe  {Zn  = Consl.)  werden  die  Coefficienten  von 

Zn 

entsprechend  den  und  M.^-. 


1)  Drciccksmittc 

2)  Seiteuraittc 

3)  In  der  Seite  nnlie 

der  Ecke 

4)  Nabe  der  Ecke  in 

der  Winkelhal- 
biriuigsliuie. 


.)/,« 1 

71/,» 

bei  Gleicb- 
beit  aller  n 

1 

bei  unglei- 
clien  n 

5,3 

1,8 

fAlle//gleieb. 

\Allo/y*gleicb.  1 

; 

5,3 

1,8  1 

10,5 

6,0 

I 

j 

8. 

1 

16. 

10,7 

Unglcicbe//; 

10,7 

10,7  ^ 

24. 

j 

8. 

Unglcicbe/y*. 

i 

21,3 

1 

8.  j 
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Diese  Tabelle  zeigt  1)  den  besondern  Vortbeil,  den  die  zweite  Methode 
innerhalb  des  Dreiecks  gewährt,  2)  wie  ausserordentlich  verschiedene  M 
man  durch  gleiche  Mühe  bei  verschiedenen  Punktlagen  erhält. 

5)  Liegt  P ausserhalb  des  Dreiecks  im  rückwärtsverlängerteu  Winkel- 
raum (etwa  für  so  gelten  bei  grösserer  Nähe  an  A die  Verhältnisse 

wie  unter  3)  und  4). 

Geht  man  in  grössere  Entfernung  von^^,  so  werden  und  M.^ 
nach  und  nach  immer  mehr  einander  gleich;  während  sich  nun  bei  An- 
wendung der  zweiten  Methode  alle  //'  gleich  machen  lassen,  ist  dieses  für 
die  //  nach  der  ersten  Methode  ganz  unmöglich. 

Wird  die  Entfernung  AP  = e sehr  gross,  so  entstehen  Schnittfiguren, 
wie  für  Pj  in  Fig.  11.  und  12. 

Eine  leichte  Rechnung  giebt  näherungsweisc  unter  Annahme  eines 
sehr  grossen  e 


zu  Fig.  1 1 . 


V 

nommen  werden. 
Ferner  ist 


zu  Fig.  12. 

= 


4ci)^ . ß* 


3c- 

.Zn 

a>^ 

. ß« 

c’\ 

Zn 

CO* 

. ß’ 

c*. 

Zn  ' 

CO* 

. ß* 

c*. 

Zn 

wenn  Zn  = n^  "{“''2 4" '*3»  «j 

w'cnu  J£’w=;i| -}-«.2-j-«3,  = U2  ange- 


2n  =■  «2  -f-  «;),  «1  =0,  «2  ~ ”3» 


.Sn  = n,  -j-  »2  “h  W3,  = »2  — gesetzt. 


Während  die  Gleichheit  der' 3/  für  beide  Methoden  für  grosse  Entfer- 
nungen des  Punktes  P vom  Dreieck  hiermit  bewiesen  ist,  zeigt  die  Figur 
unmittelbar,  dass  die  erste  Methode  sehr  ungleiche,  die  zweite  Methode  aber 
gleiche  H ergiebt. 

6)  Liegt  P im  offenen  Winkelraum  BAC^  Fig.  13.,  so  ist  die 
zweite  Methode  unbrauchbar  und  nur  bei  grösserer  Entfernung  des  Punktes 
vom  Dreiecke  kann  sie  der  ersten  Methode  gleichgestellt  werden.  Für 
sehr  grosse  Entfernungen  erhält  man  Resultate,  wie  soeben  unter  5)  ge- 
funden wurden.  Am  ungünstigsten  sind  die  Lagen  P.^  in  der  Winkelhal- 
birungslinie.  Je  seitlicher  bei  gleichem  Abstande  von  CB  P,  rückt,  um 
so  besser  bestimmt  es  sich  nach  der  zweiten  Methode. 


Für  P-2,  wo  Dreieck  ABC  congruent  Dreieck  P.^BC  ist,  hat  man 

= 92  = 9^3  = 30“, 9i  = 300";  9)3— ^=9); P = 3Ü" 

<p^  — A = 240\ 

„ löw'^C^  (w,  -j-  Ö«2)  V I o 

= i,,,„,  + 0nW  f“' 

16q)‘^c'^(3/j,' -f  2«o')  , , 'IO  ' 

2n'„. i = 
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Möglichste  Gleichheit  der  Präcisioiicn  II  rosp.  //  verlangt  «,  = 0, 
w/=0.  In  jedem  Falle  aber  ist  bei  gleicher  Mühe  etwa  3 . 

Damit  ist  erwiesen,  dass  Lagen  P ausserhalb  des  Dreiecks  sich  im 
Allgemeinen  nach  der  ersten  Methode  besser  als  nach  der  zweiten  Methode 
bestimmen.  In  der  Praxis  kommen  indess  solche  Lagen  kaum  vor,  da  von 
einem  Punkt  ausserhalb  des  Dreiecks  ABC  andere  nahe  Hauptpunkte  i>,  F, 
F etc.  sichtbar  werden. 


37. 


Was  im  Vorhergehenden  für  das  gleichseitige  Dreieck  gefunden  wurde, 
gilt  auch  für  das  ungleichseitige,  so  lange  dieses  niclit  sehr  spitze  oder 
stumpfe  Winkel  enthalt.  Der  günstige  Kaum  für  die  zw'eite  Methode  ver- 
schiebt sich  dann,  wie  es  die  schraffirten  Flächen  in  Fig.  14,  und  15.  un- 
gefähr andeuten.  Sehr  stumpfe  Dreiecke  sind  am  ungünstigsten;  daher 
möge  der  Fall  dreier  Punkte  in  einer  Geraden  (Fig.  16.  und  17.) 
bei  Gleichheit  der  Längen  BA  und  AC  = 2c  besondere  Beachtung  finden. 
Im  Anschluss  an  Fig.  16.  hat  man : 

1.  Lage  von  P in  i).  — = «j^==4c*; 

Cj*  = 4c^ ; Cj  = C3  = c ; 112  = 


— C= (p.i  = g?2 — ^ =45'’ ; gp,  = gp, — A ==  00". 
2 _ («,  +«.,)  2_  ("i'+ 

jfl  t I ‘ ■ unu  -r/.,  — , , , ^ - , 

2;/j  "r  ^^2 

Beide  Werthe  werden  gleich  für  Wj  = Wj  = w./, 

Gleichheit  der  //  rosp.  //'  verlangt  «,  = 0 = n.,  ==  = ti./ ; 

damit  wird 


i»/,2  = 


1 


CO- 

~2ir 


21n  = 2«  = 2;/. 


Bei  Gleicheit  aller  n — n ist  der  Betrag  für  und  derselbe. 


2.  Lage  P in  P, , wo  P,  sehr  nahe  an  A in  der  Linie  DA  liegt.  Man 
erhält  näherungsweise : 

sehr  klein,  = a.^  = 4c^;  n.,  = «3;  n.^  = n.{ 
gp.j  = gP3  — C = gpj  = (p^  — B = 90" ; sin-  gp,  = sin'^  (gPj  — A)  = 


a. 


c- 


;>/,2  = 


8fo*c‘  (2c^«j  -f-  «.><^1^) 


' 4.V  ' 'I  ' ' 

In.^  «j  -f-  «2  «2 


;j,  = «2  = «3;  «/==  n2=  n.^  geben  (mit  Vernachlässigung  kleiner  Glieder) 

6<ö^  C'  2 

; -^2  — -^,7  • 


31, = 


Die  Präcisionen  sind  aber  dabei  sehr  ungleich  nach  verschiedenen 
Kichtungeu.  Die  II  und  resp.  die  II'  werden  gleich,  wie  auch  der  Anblick 
der  Figur’ lehrt,  für 
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also  nahezu 


£n  = 2«2 


£n  — «i',  und  das  giebt 

M./  — 


En 


En 


3.  Lage  P in  nahe  an  B,  wobei  jedoch  D^B  senkrecht  CB  sein 
mag.  (Fig.  IG.) 

a,'^  = 4c^,  — IGc^;  sehr  klein 

*P;j  = ^ — A — 90^';  siri^  <p.^  = sin^  (qoj  — A) 


a. 


16c2 


256w , « j rr  4-  n , ‘ 4-  G4«2  «3  e ‘ I 

‘ * I I ^ I -c  •>  \.  ungleich,  wenn  man  alle  n 

nri/.2« / _L  « 2 . ' I ^ ° . 


gleich  gross  nimmt. 


^ 2 ai^c^  . (IGc'“^«/  -|"  "2*  212"  -f-  16c^«3  ) 

'ff  — 7 / I / / I / ^ 

«J  «2  -f-  Wj  «3  -j-  «2  2*3 

IX  1 . 1 • 1 7'.  11  2 2 V’  o o ' 

Man  erhalt  im  letztem  i?  alle  4L  ^ = - -■— — , = — - ; En  — Sn  = 3«  , 

oEn  En 

Giebt  man  den  Visuren  von  A und  C aus  gleichen  Einfluss,  setzt 
4 • j »r  2 128ö)^  c‘  (2c2  «2  + n,  «2O 

==  = 128,.,  n,.;^  + Vy  - • 

Gleichheit  der  H verlangt  2c^«2  = «i«2^  damit  geht  4/,^  über  in 
206)2  c* 

wenn  man  setzt 


2:« 


En  = n^  -\- 


«,  «2 


2^2  "l"  nahezu. 

Daher  ist  es  nicht  rationell,  den  beiden  erwähnten  Visuren  gleichen 
Einfluss  zu  geben.  Besser  ist  es,  «3  = 0,  sowie  wegen  Gleichheit  der  II 
4r*  n,  = Uj  zu  nehmen  : 


cö^ 


8c^  co‘ 


a. 


■V,  = = — - — , da  En  = «,-}-  «,  . •■  / - also  nahezu  gleich  «,  ist. 

— n^  En  dc-'wo 

Nimmt  man  ferner  «/  = «3',  wodurch  I.  und  III.  gleichen  Einfluss 
erlangen,  so  wird 

»f  2 . _ • (32c2  + «2^  «2') 

Jri  2 o ' ' I ' ' 

2^2  Wj 

Gleichheit  der  H*  tritt  ein  bei  32c^  n/  = fl2^”2  5 dafür  geht  En  über 

32co^ 

in  nahezu  nJ , und  also  M.?  in  4/,^  = =7-7 — . 

^ En 


Mit  Hilfe  der  jetzt  gewonnenen  Formeln  und  der  Figur  16.  lässt  sich 
^cr  Satz  aussprechen:  „Solange  P innerhalb  des  schraffirten  Raumes  in 
Eignr  17.  liegt,  ist  die  zweite  Methode  ebenso  gut  und  etwas  besser  als 
<iie  erste  Methode ; in  jedem  aftdern  Falle  ist  sic  weniger  genau  als  diese.“ 


38. 


Man  wird  schon  ira  Vorhergehenden  die  Bemerkung  g*emacht  haben, 
'lass  eine  Conibination  beider  Methoden,  also  die  Anwendung  der  dritten 
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Methode,  zuweilen  vortheilhaft  sein  muss.  Es  fragt  sich  nur,  ob  dieses 
häufig  Vorkommen  kann. 

Hat  man  nur  zwei  Hauptpunkte  J und  B (Fig.  18.),  so  ist  die  dritte 
Methode  so  lange  vorzüglich,  als  P ausserhalb  des  Halbkreises  über  AB 
liegt  und  dabei  wenigstens  einer  der  Aussenwinkel  des  Dreiecks  AB/* 
bei  A oder  B nicht  viel  kleiner  als  90'*  ist.  Im  gleichseitigen  Dreieck 
ABP  werden  alle  Präcisionen  H für  P gleich,  sobald  man  jeden  Winkel 
gleich  oft  beobachtet. 

Die  Winkelmessung  bei  P wird  wegzulassen  sein,  wenn  P innerhalb 
des  Halbkreises  über  AB  zu  liegen  kommt.  Entfernt  sich  P vom  Halb- 
kreise und  rückt  AB  näher,  so  wird  die  Bestimmung  unzureichend.  (Vergl. 
I\  in  Fig.  18.) 

Man  erkennt  nun  leicht,  dass  für  eine  Einschaltungstriangulirung 
die  dritte  Methode,  sofern  sic  nur  zwei  Hauptpunkte  als  Ausgang  nimmt, 
nicht  so  günstig  ist  wie  die  beiden  ersten  Methoden;  denn  alle  Lagen  von 
P,  welche  der  dritten  Methode  günstig  sind , werden  die  Benutzung  noch 
eines  dritten  Punktes,  ja  meistens  noch  mehrerer  Punkte  gestatten,  wo- 
durch man  bei  gleicher  Mühe  der  Winkelmessung,  ohne  die  sämmtlichcn  in 
Abschnitt  27.  angegebenen  Uebelstände  überwinden  zu  müssen  — sowohl 
die  der  ersten  als  die  der  zweiten  Methode  — mindestens  dieselbe  Ge- 
nauigkeit erhalten  kann. 

Auch  darf  man  nicht  vergessen,  dass  die  beiden  ersten  Methoden  ein 
von  den  zufälligen  Fehlern  der  Hauptpunkte  freieres  Resultat  geben,  als 
die  dritte  Methode , die  offenbar  den  ganzen  Fehler  der  zwei  Hauptpunkte 
in  den  Nebenpnnkt  überträgt. 

Denkt  man  sich  die  dritte  Methode  als  reine  Combination  der  beiden 
andern  und  vergleicht  die  Resultate  ,, gleicher  Mühe“,  so  i.st  wmhl  immer 
die  zweite  Methode  vorzuziehen,  nicht  nur  in  praktischer,  sondern  auch 
in  theoretischer  Hinsicht;  wie  daraus  hervorgeht,  dass  die  erste  Methode 
in  den  praktisch  vorkommenden  Fällen  von  Einschaltungen  ungünstiger  als 
die  zweite  ist.  Diejenige  Arbeit  bei  Anwendung  der  dritten  Methode, 
welche  der  ersten  Methode  entspricht,  drückt  die  Genauigkeit  offenbar 
herab  gegenüber  der  zweiten  Methode,  welche  die  ganze  Arbeit  am 
günstigsten  verwendet. 


39. 

Die  theoretische  Vergleichung  wurde  unter  der  Annahme  von  Winkel- 
beobachtungen geführt.  Es  i.st  nun  schon  früher  gefunden  worden , da.ss 
die  erste  Methode  ebenso  wie  die  zweite  .‘♦ich  etwas  günstiger  zeigt  für 
reine  Richtungsbeobachtungen,  dass  zu  diesen  aber,  um  eine  gleichmässige 
Genauigkeit  für  jeden  einzelnen  Punkt  P sowolil  als  auch  vergleichsweise 
für  verschiedene  Punkte/*  zu  erhalten,  immer  Winkelheohachtungen  zur  Er- 
gänzung zngezogen  werden  müssen. 
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Es  ist  nun  von  Interesse  zu  sehen , wie  bei  3 Hauptpunkten  sich  die 
H unter  Annahme  reiner  Richtungsbeobachtungen  gestalten. 

Die  Formeln  aus  Abschnitt  28.  2b  geben,  sofern  das  System  42)  sich 
reducirt  auf 

(1)  - (2)  ==  -h  Rj  a:  -f  C,y 
(1)  - (3)  = ^3  + /?3 

und  man  einen  Hilfswerth  (2)  — (3)  = (yi.j — A.^  -j-  (R.j — Tt.^  a:-f“  — ^^2)  V 

— R,.t  G\V 

einfiihrt : 


"y  ^ , JJx  J.  . i»  . , 


(1:JV) 


HP: 


3 

= I v+v 


+Mv+®A)'| 

T ■ V ~3^~  + ■■'  3-  --  -|  > '* *  = 1 gesetat. 


Dieselben  Werthe  würde  man 


erhalten  durch 


3 


malige 


Messung  jedes  der  drei  Winkel  an  R*), 'wenn  einer  Einstellung 
die  Präcision  A = 1 ebenso  wie  oben  zukommt.  Die  Fehlergleichungen 
werden  nämlich  • 


(I  .2)  j/^  = A.,.j/^  + 1),  . j/\.^  + C, 

(1  • 3)  + y J -^  + C, 

(2  . 3)  J/^  — = A,  ..y  "jj"  + ^1  • y "jj"  ■ * 


und  daraus  folgt  z.  B. 
d.  i.  wie  oben. 

2 

Hiernach  giebt  die  Anzahl  von  6 . — Einstellungen  bei  Winkel- 

beobachtungen  genau  so  viel  Genauigkeit  als  3 Einstellungen  bei  Rich- 
tungsbeobachtungen. Dieses  etwas  befremdende  Resultat  kann  etwas 
strenger  auch  wie  folgt  abgeleitet  werden  im  Anschluss  an  Abschnitt  25. 


•)  Ebenso  leicht  findet  man,  dass  ein  Satz  reiner  Richtungsboobachtungen 

2 

«Wischen  7 Hauptpunkten  //  und  M ebenso  ergiebt  wie  die  — malige  Messung 

«Iler  der  möglichen  Winkel  zwischen  diesen  7 Hauptpunkten,  dass  daher 

hei  dieser  Art  Winkelmessungcn  2(7 — 1)  Einstellungen. Dasselbe  leisten  als  7 Ein- 

*tcllungcn  bei  Richtungsbeobachtungen.  Diese  Beziehung  gilt  überdies  ganz  all- 
gemein für  Winkel-  uml  Richtnngsbeobachtungen  von  einem  Punkte  aus. 
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Aus  den  Gleichungen 

die  wahrscheinlichsten  Werthe  x,  y für  (1)  = (2)  = (3)  = 0 und  es  ist 
überhaupt  von  einer  Ausgleichung  nicht  die  Rede  (wesshalb  die  Ableitung 
der  H und  M aus  den  allgemeinen  Formeln  vorhin  nicht  streng  richtig 
war).  Dem  Fehlersystem  u und  v für  x und  y mögen  Richtnngsfehler  (1), 
(2)  und  (3)  entsprechen,  wo 

(l)-(2)  = /?,«  + C'jt;  (1)  - (3)  = ^3«  + 0,«,. 

Die  Wahrscheinlichkeit  ist  dabei 

-L(1)*  + (2)*-|-(3)»1 

M , = X,  . e 

= Xj  . e 

Oder  für  (2)  — (3)  = Ji^u  C^v 

_ /3  r(n  _ 4- 

= X,  . e \ ' 3 ^ 

(/?,«+C,t>)«+(/?,«  + C,O»-K/?3»H-C30n. 

“i“  Q ' 


(1)  — (2)  = ^2  ~h  ^2  ^ ^2  y \ 

{l)-id)  = A,  + B,x-\-C,y  i 


erhält  man 


Lässt  man  nun  (1)  für  ein  constantes  System  «,ü  alle  möglichen 
Werthe  durchlaufen,  so  wird 

= Wu,t>  = Xj  . e . 

Construirt  man  hierzu  die  Ellipsen  wie  früher,  so  erhalten  diese 
gleiche  Lage  und  Grösse  mit  den  entsprechenden  Ellipsen,  welche  sich 
2 

durch  —malige  Messung  der  drei  Winkel  ergeben  würden. 

O 
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Die  mathematische  Bestimmung  der  Vertheilung  der 
Elektricität  auf  Conductoren  im  Allgemeinen  und  speciell 
auf  gewisse  Systeme  von  Conductoren,  die  von  Rotations- 
flächen mit  gemeinschaftlicher  Rotationsaxe 
•.  begrenzt  sind, 

von 

Th.  Köttekitzsch. 


§ 1. 

Bekannte  SUtze  der  Potentialtheorie. 

1)  Ist  eine  gewisse  Elektricitätsmenge*)  über  ein  beliebiges  System 
von  Conductoren  vertbeilt,  so  nimmt  dieselbe,  für  den  Zustand  des  Gleicb- 
gewiclites,  eine  solche  Anordnung  an,  dass  ihr  Potential  für  alle  Punkte 
im  Inneni  und  auf  der  Oberfläche  eines  und  desselben  Conductors  einen 
constanten  Werth  hat. 

Die  Dichtheit*'^)  der  Elektricität  in  Punkten,  die  zur  innern  Masse 
eines  Conductors  gehören,  ist  stets  gleich  Null;  oder  die  Elektricität  ver- 
breitet sich  nur  auf  den  Oberflächen  der  Conductoren. 

2)  Werden  die  einzelnen  Conductoren  eines  in  beliebiger,  aber  unver- 
änderter, relativer  Lage  gegeneinander  verharrenden  Conductorensystems 
mit  beliebigen  Elektricitätsmengen  geladen,  so  giebt  es  nur  eine,  aber  auch 
stets  eine  Art,  nach  der  die  Anordnung  der  Elektricität  stattfindet.  Zu- 
gleich befindet  sich  dann  die  Elektricität  im  Zustande  des  stabilen  Gleich- 
gewichtes. 

*)  Gemessen  nach  absolutem  Maassc. 

”)  Der  Ausdruck  ,, Dichtheit  der  Elektricität  an  einem  Punkte“  deflnirt  sich 
am  einfachsten  durch  den  Specialfall,  dass,  wenn  auf  einer  Kugel  vom  Radius 
= 1,  die  Elektricitätsmenge  Q sich  befindet,  die  Dichtheit  der  gleichförmig  über 

die  Kugel  verbreiteten  Elektricität  an  jedem  Punkte  = ist. 

4 JT 

2Viidchrifl  f.  Matlu'inalik  ii,  Physik  XIII,  2.  9 
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3)  Die  Dichtheit  der  ElektriciUit  an  einer  bestimmten  Stelle  der  Ober- 
fläche eines  Comlnctors  und  das  Potential  der  gesammtcn  nach  dem  Ge-‘ 
setze  1)  vertheilten  Elektricität  auf  den  Punct,  um  dessen  elektrische.  Dich- 
tigkeit es  sich  handelt,  hängen  zusammen  durch  die  Relation: 

h_  c V 

" 4 7T  d w»  ’ 

\vob(*i 
()  V 

«las  Aenderungsgesetz  von  P,  dem  Potential  der  gesammten  vorhan- 
denen Elektricität  auf  den  genannten  Punkt,  bedeutet,  wenn  dieser 
l^unkt  um  die  unendlich  kleine  Strecke  dw  in  der  Richtung  der  Nor- 
male nach  aussen  fortrückt; 

Q ist  die  Dichtheit  der  Elektricität  in  unserem  betreffenden  Punkte; 


h bedeutet  eine  nur  von  den,  den  einzelnen  Gonductoren  mitgetbeilten 
Elektricitätsmengen  abhängige  Constante  und 

7T  das  Verhältuiss  des  Kreisumfanges  zum  zugehörigen  Durchmesser. 

4)  r hat  folgende  Fumlamentaleigenschaftcn  : 

a,  V ist  für  alle  Punkte  p ausserhalb  der  Conductoren  endlich  und 
ändert  sich  stetig,  wenn  p seinen  Ort  stetig  ändert. 

ß,  V geht  in  Null  über,  wenn  der  Punkt  p,  auf  den  es  sich  bezieht, 
in  unendliche  Entfernung  von  den  Conductoren  rückt. 

y.  Für  jeden  Punkt  p ausserhalb  des  von  einem  Conductor  erfüllten 
Raumes  genügt  V der  Gleichung: 


^ V 


d'F  . d'l 


dx^ 


“l~  p— :r  -\r 
d;/' 


d‘  V 


= 0. 


wenn  a;,  y,  r die  rechtwinkligen  räumlichen  Coordinaten  des  Punk- 
tes p sind,  auf  den  sich  V bezieht. 

d,  V ist  constant  für  alle  Punkte  p,  die  auf  der  Oberfläche  desselben 
Conductors  liegen;  oder  diese  Conductoroberfläche  ist  eine  Nivean- 
fläche  für  V. 

• 

f.  Kommt  die  Function  V her  von  elektrischen  Massen,  die  stetig 
über  die  Oberflächen  eines  Systems  von  Conductoren  verbreitet 
sind,  so  hat  V für  alle  Punkte  des  inneren  Raumes  eines  und  des- 
selben Conductors  denselben  constanten  Werth,  den  es  für  alle 
Punkte  der  Oberfläche  desselben  hat. 

f.  Kommt  V nur  her  von  elektrischen  Massen,  die  stetig  über  die 
Oberflächen  eines  Systems  von  Conductoren  verbreitet  sind,  so 
giebt  es  nur  eine  einzige  Function  F,  die  den  von  u bis  f aufge- 
zählten  Eigenschaften  genügt,  es  giebt  aber  auch  stets  eine  solche 
Function. 
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5)  Don  Fundamontaleigonschafton  lur  von  a bis  ö genügt  das  Poten- 
tial zweckmässig  gewählter  elektrisclier  Massen  im  Innern  eines  joden  ein- 
zelnen Conductors. 

6)  Diese  elektrischen  Massen  im  Innern  eines  jeden  Conductors  haben 
hierzu  nur  der  Bedingung  zu  genügen,  dass  ihr  Gesammtpotential  für  alle 
Punkte  auf  der  Oberfläche  eines  und  desselben  Conductors  einen  constan- 
ten  Werth  habe,  der  aber  für  die  einzelnen  Conductoren  ein  verschiedener 
sein  kann. 

7)  Genügt  die  im  Innern  eines  einzelnen,  von  allem  fremden  elektri- 
schen Einfluss  befreiten,  Conductors  angenommene  Vertheilung  elektri- 
scher Massen  den  beiden  Bedingungen  : 1,  dass  ihr  Potential  für  alle  Punkte 
der  Conduc;toroberfläche  constant  ist,  2,  dass  die  algebraische  Summe  der- 
selben,.  addirt  zur  algebraischen  Summe  der  wirklich  auf  der  Oberfläche 
des  Conductors  vorhandenen  elektrischen  Masse,  Null  ergiebt,  so  ist  der 
Werth  des  Gesammtpotential  es  beider  elektrischer  Massensysteme  für  alle 
Punkte  ausserhalb  und  auf  der  t)onductoroberfläche  gleich  Null. 

8)  Sind  diese  beiden  Bedingungen  für  jeden  einzelnen  Conductor 
eines  ganzen  Systemes  von  Conductoren  erfüllt*),  so  muss  auch  notlnven- 
dig  das  Gesammtpotential  aller  vorhandenen  elektrischen  Massen  für  alle 
Punkte  auf  oder  ausserhalb  der  Conductoren  Null  sein. 

9)  Ist  V das  Potential  aller  elektrischen  Massen,  die  sich  auf  der  Ober- 
llächc  der  Conductoren  eines  ganzen  Conductorensysteras  befinden,  für 
irgend  einen  Punkt  einer  Con ductorfläche  oder  des  von  dem  Conductoren- 
systeme  ausgeschlossenen  Raumes,  ist  ferner  U das  Potential  der  nach  den 
beiden  unter  8)  genannten  Bedingungen  angenommenen  elektrischen  Mas- 
senvertheilung  für  denselben  Punkt,  auf  den  sich  V bezieht,  so  ist  nach  8) 

r-f  i;  = o, 

fi  ^ JJ 

folglich,  da  nach  2)  iiag.  121  p = — — - auch 

07V 

_ h dU 
^ \n  div' 
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•)  Nämlich  so,  wie  es  Nr.  0 und  Nr.  1 dieses  verlangt. 
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§ 2. 

Prilcisinnig  der  gestellten  Anfgabe. 


Ist  ilio  in  iJ,  § 1 dolinirte  Fnnctioii  U bekannt,  so  folgt  nach  dem  an 
derselben  Stelle  genannten  Satze  die  geRUchto  elektrische  Dichtheit  einfach 
durch  Ditt’e.rentiation , wenn  man  noch  bemerkt,  dass  die  Constante  h sich 
ergiebt  aus  der  Relation 


Lim  0 _ , jr 
7?  = 3C  7?  “ ^ 


hU. 


CX>  5 


M’orin  bedeutet 

0 die  algebraische  Summe  aller  dem  Conductorensysteme  ursprünglich 
mitgetheilten  Elektricitätsinenge  (nicht  durch  Vertheilungs Wirkung). 

den  Werth  von  Tresp.  ?/im  Bezug  auf  einen  Punkt  p\ 

dessen  Entfernung  R von  dem  Conductorensysteme  unendlich 
gross  ist. 

])ie  zu  lösende  Aufgabe  kommt  daher  darauf  hinaus,  die  Function  U 
zu  beschaffen. 

Die  Potentialfunction  U im  Bezug  auf  irgend  einen  Punkt  p kann  aber 
als  bekannt  angesehen  werden,  sobald  die  analytische  Bestimmung  der 
Massen  erfolgt  ist,  welche  bewirken. 

Die  zu  bestimmende  Massenvertheilung  hat  nun  folgende  Bedingungen 
zu  erfüllen : 

1.  Nach  5,  § 1 müssen  die  geometrischen  Oerter  für  die  einzelnen  an- 
zuuehmenden  Massen  innerhalb  der  gegebenen  Conductoren  liegen. 

2.  Nach  C,  § 1 müssen  die  anzunehmenden  Massen  die  einzelnen  Con- 
ductoroberflächen  zu  Niveautlächen  ihres  Potentiales  haben  und 

da  durch  Vertheilung  auf  jedem  einzelnen  Conductor  stets  gleich  gro.sse 
Mengen  entgegengesetzter  PBektricitäten  erregt  werden,  die  algebraische 
Summe  der  auf  demselben  wirklich  vorhandenen  Elektricitätsmengcn  also 
dadurch  nicht  geändert  wird,  sondern  immer  der  den  Conductoren  ur- 
sprünglich mitgetheilten  Elektricitätsmenge  gleich  bleibt  und  da  die  Wir- 
kung der  auf  jedem  einzelnen  Conductor  haftenden  Elektricitätsmenge  auf 
jeden  Ihinkt  ausserhalb  oder  auf  dem  Conductor  ersetzt  werden  soll  durch 
die  hypothetischen  elektrischen  Massen  im  Innern  des  Conductors,  so  ist 
nach  7 und  8,  § 1 auch 

3.  die  algebraische  Summe  der  im  Inneni  eines  jeden  einzelnen  Con- 
«luctors  anzunehmenden  Elektricitätsmenge  gegeben.  Sie  ist  nämlich  ent- 
gegengesetzt gleich  der  dem  betreffenden  Conductor  ursprünglich  mitge- 
theilten algebraisch  addirten  Elektricitätsmenge*). 


*)  Hei  Abstrnctioii  von  äirectem  Uobergiing  der  Elektricität  zwischen  den 


Conductoren. 


! 


I 
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Hiernach  lässt  sich  die  imAllgemeinen  zu  lösendeAufgabe  in  folgende 
\Vorto  fassen:  „Innerhalb  gegebener  geschlossener  Flächen 

sind  elektrische  Massen,  deren  algebraische  Summe  für  jede 
einzelne  Fläche  ebenfalls  gegeben  ist,  so  zu  bestimmen,  dass 
ihr  Gesammtpotential  diese  Flächen  zu  Niveauflächen  hat.“ 

Diese  Aufgabe  ist  bekanntlich  unbestimmt. 

Hat  man  elektrische  Massen  symmetrisch  vertheilt  zu  einer  Ebene,  so 
sind  auch  die  Niveauflächen  ihres  Potentiales  symmetrisch  zu  dieser  Ebene 
gelegen.  Umgekehrt  muss  man  daher  auch,  wenn  die  Conductoren  selbst 
sowohl,  als  auch  die  den  einzelnen  Conductoren  ursprünglich  mitgetheilten 
algebraischen  Summen  von  Elektricität  symmetrisch  zu  einer  Ebene  geord- 
net sind,  der  Aufgabe  genügen  können  durch  eine  symmetrisch  zu  dieser 
Ebene  augeordnete  Vertheilung  der  anzunehmenden  elektrischen  Massen. 

Der  vorige  Satz  gilt  auch  noch,  wenn  mau  statt  Ebene  Gerade  setzt. 

Sind  endlich  die  Conductoren  begrenzt  von  Rotationsflächen,  die 
sämmtlich  ein  und  dieselbe  Gerade  zur  Rotationsaxe  besitzen,  so  wird  man 
der  gestellten  Aufgabe  genügen  können  durch  eine  Vertheilung  elektri- 
scher Massen  der  Art,  dass  Dichtheit  und  Vorzeichen  derselben  für  alle 
Punkte,  die  auf  der  Peripherie  eines  Kreises  liegen,  der  seinen  Mittel- 
punkt in  der  Rotationsaxe  und  seine  Ebene  senkrecht  zu  derselben  hat, 
constant  ist. 

Ist  nun  in  diesem  Falle  keiner  der  einzelnen  Conductoren  von  einem 
anderen  umschlossen,  so  kann  man  erwarten,  dass  man  der  Aufgabe  auch 
genügen  könne  allein  durch  eine  angenommene  Vertheilung  elektrischer 
Massen  auf  der  Rotationsaxe  selbst. 

Dieser  Fall  ist  es  nun,  den  wir  in  der  Folge  specieller  betrachten 
werden  in  einer  Weise,  dass  die  Methode  der  Rechnung  auch  auf  Jedes 
beliebige  Conductorensystem,  das  ursprünglich  mit  beliebigen  elektrischen 
Massen  beladen  worden  ist,  ausgedehnt  werden  kann. 

Wir  stellen  uns  also  dieAufgabe:  ,,Wie  sind  elektrische  Massen 
auf  der  Axe  eines  Systems  von,  von  Rotationsflächen  mit  ge- 
meinschaftlicher Axe  umschlossenen  und  einander  nicht  ein- 
schliessend en,  Conductoren  anzuordnen,  wenn  dieselben  zur 
Ermittelung  der  elektrischen  Dichtheit  auf  den  Conductoren 
benützt  werden  sollen?“ 

Nach  5,  § 1 ist  dazu  erforderlich,  dass  ein  endliches  Stück  der  Rota- 
tionsaxe von  jedem  einzelnen  Conductor  selbst  umschlossen  ist,  derselbe 
also  keine  ringförmige  Gestalt  hat;  und  es  lässt  sich  erwarten,  dass  auch 
die  innerhalb  der  Conductoren  liegenden  Stücke  der  Rotationsaxe  nicht  zu 
klein  gegen  die  übrigen  Dimensionen  des  Conductors  sein  dürfen. 
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K(^ductioii  pfowisser  spoeieller  FUlle  aufdoii  ullt^oiiieiiieii  Fall. 

Wir  sagten  oben,  dass  die  algebraische  Summe  der  in  Wirklichkeit 
auf  einem  jeden  Conductor  heflndlichen  Elektricitätsmengen  bekannt  sei. 
Dies  scheint  nicht  der  Fall  zu  sein,  wenn  einer  oder  mehrere  Conductoren 
zur  Erde  abgeleitet  sind  oder  kurze  Zeit  abgeleitet  gewesen  sind. 

Im  erstem  Falle  muss  man  aber  bei  strenger  Rechnung  sowohl  die  Ab- 
leitungsvorricbtung,  als  auch  die  ganze  Erde  mit  als  Conductor  betrachten 
und  wird  so  auf  den  allgemeinen  Fall  pag.  125  zurückgeführt.  Für  nur  an- 
genäherte  Rechnu^jg  unter  Voraussetzung  eines  sehr  dünnen  Ableitungs- 
drahtes  kann  mau,  nach  Crcen’s  Vorgänge,  das  Potential  der  auf  den  Con- 
ductoren befindlichen  elektrischen  Massen,  bezogen  auf  jeden  Punkt  der 
abgeleiteten  Conductoren,  gleich  Null  setzen  und  erhält  damit  eine  Be- 
dingungsgleicliung  zur  Berechnung  der  auf  den  abgeleiteten  Conductoren 
befindlichen  Elektricitätsmengen. 

Wenn  im  zweiten  Falle,  der  wieder  aufgehobenen  Ableitung,  die  Be- 
rechnung der  elektrischen  Dichtheit  stattgefunden  hat  für  noch  bestehende 
Ableitung,  so  kann  durch  Ermittelung  des  Integrales  /prfs,  wo  q die  elek- 
trische Dichtheit  im  Obertlächenelemente  ds  des  abgeleiteten  Conductors 
bedeutet,  und  wenn  die  Integration  über  die  ganze  Oberfiäche  des  Conduc- 
tors ausgedehnt  wurd , die  algebraische  Summe  der  auf  dem  abgeleiteten 
Conductor  befindlichen  Elektricitätsmengen  gefunden  werden.  Ist  aber 
diese  bekannt,  so  ist  man  dann  auch  nach  wieder  aufgehobener  Ableitung 
wieder  auf  die  allgemeinen  Fälle  pag.  125  zurückgekommen. 

Der  Natur  der  Sache  nach  sind  die  Begrenzungsfiächen  der  von  uns 
spociellnach  pag.  125  zu  behandelnden  Conductoren  sämmtlich  geschlossene 
Flächen.  Diese  Flächen  sind  aber,  namentlich  in  den  praktisch  wichtigen 
Fällen,  meist  solche,  dass  sie  nicht  ohne  weiteres  durch  eine  einzige  Glei- 
chung analytisch  festgelegt  werden  können,  z.  B.  bei  dem  häufig  vorkom- 
menden Apparat,  wo  ein  cylindrisches  Drahtstück  centrisch  an  eine  Kugel 
angesetzt  ist,  u.  s.  w.  Um  auch  die  Meridiancurven  solcher  Flächen,  wie 
es  uns  erwünscht  ist,  durch  eine  einzige  Gleichung  von  der  Form  tj  — f {x) 
oder  qp(a*,  y)  = 0 für  rechtwinklige  Coordinaten  [oder  r ==  (0)  oder 

9>i(r,0)=()  für  Polarcoordinatenj  andeuten  zn  können,  erinnern  wür  an 
die  (Dirichlet’sche)  Foraiel: 

Genügt  y innerhalb  des  Intervalles  für  x von  a bis  «,  der  Form  y=/’j  (a:), 
innerhalb  des  Intervalles  bis  der  Form  y — innerhalb  des  In- 

tervallcs  bis  «.j  der  Form  y =/*,,  (.r), innerhalb  des  Intervalles 

a„-  1 bis  h der  Form  y = f,,  (o:),  so  ist  der  Werth  des  y für  ein  a,  das  der 
Bedingung  genügt,  x^  a: 
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I«t  diese  Gleichung  die  in  ebenen  rechtwinkligen  Coordinaten  aus- 
gedrückte  (ileichimg  des  auf  der  einen  Seite  der  Hotationsaxe  gelegenen 
Stückes  der  Meridiancurvc  eines  der  gegebenen  Conductoren,  so  ist  ersicht- 
lich, dass 

keine  der  mit  /'  bczeichneteu  Functionen  innerhalb  der  zugehörigen  Inte- 
grationsgrenzen unendlich  wird, 
dass  y sich  mit  Ausnahme  eines  Falles  mit  x stetig  ändert, 
dass  für  x = a oder  x = b y = 0 

und  dass,  da  wir  einander  umschlicssende  Conductoren  von  unserer  Be- 
trachtung ausgeschaltet  haben , ein  hohler  Condiictor  aber  im  Bezug 
auf  die  Vertheilung  von  Elektricität  ebenso  wirkt,  wie  ein  massiver, 
die  obige  Gleichung  nur  einen  zusammenhängenden  Curvenzweig  be- 
deuten wird. 

Der  eben  erwähnte  Ausnahmefall  ist  der,  wenn  der  Condiictor  ein 
senkrecht  auf  der  Hotationsaxe  stehendes  ebenes  Begrenzungsstück  enthält. 
Umgeht  man  die  Schwierigkeit  dieses  Falles  durch  zuGrunde-Legiing  eines 
anderen Coordinatensystemes,  so  können  wir  sagen;  Durch  eine  Gleichung 
von  der  vorstehenden  Form  ist  irgend  ein  Punkt  des  auf  der  einen  Seite 
der  Hotationsaxe  liegenden  Stückes  der  Meridiancurve  eindeutig  bestimmt. 

Sind  weiter  die  Derivirten  der  mit  f bezeichneten  Functionen  inner- 
halb der  entsprechenden  Integrationsintervallc  stetig,  so  ist  auch  eine  so- 
fortige Differentiation  der  obigen  Gleichung  erlaubt,  wobei  freilich  an  den 
Intcgrationsgrenzcn  «j,  , u.^  . . . statt  der  wirklichen  zwei  im  Allge- 

meinen verschiedenen  Werthe  von  y das  arithmetische  Mittel  dieser  beiden 
Weithe  zum  Vorschein  kommt. 
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§ 4. 

Analytische  Fixiruiig  der  gestellieu  Aufgabe. 

Seien  eine  Anzahl,  etwa  y,  Conductoreu  von  der  Art  gegeben,  wie  sie 
pag.  125  vorschreibt.  Die  Gleichungen  der  Meridiaucurven  derselben  seien, 
bezogen  auf  ein  ebenes  rcclitwinkliges  Coordinatensystcm  mit  der  Kota- 
tionsaxe  als  Axe  der  x: 

y = (^’) ; y = <?•.  (^*) ; y = 9>3  * y = ^n 

Die  mit  elektrischen  Massen  zu  belegendon  Stücke  der  Kotationsaxc  (voll- 
ständig innerhalb  der  Conductoreu  gelegen)  mögen  reichen,  resp. 

von  «,  bis  6,  ; von  a.^  bis  b.t\  von  bis  6^; von  a.f  bis  hq. 

Der  den  Anforderungen  pag.  121  genügende  Modus  der  Vertheiluiig  elektri- 
scher Massen  sei  dargestellt  durch  resp. 

f\{9)>  A>(9);  fq  (p). 

Daun  ist  das  Gesammtpotential  aller  angenommenen  elektrischen  Massen 
bezogen  auf  einen  Punkt,  dessen  rechtwinklige  räumliche  Coordinaten*) 
sind  Xy  t/, 

</?  -t-  + ß-j^^  . 


fj 


»i 


1 !/ 


wenn  r = / (x  — y)*  ri*  ß 

Ist  nun  der  Punkt  x t]  ^ irgend  ein  l*unkt  der  Oberfläche  des  Con- 
ductors,  also  >/*  -j-  = //'  — (a;)]*,  so  ist  nach  pag.  124,  2.: 

/;.(?)  rfp  _r—r  / 

COHSl»^ 


1.  p,  = 


V /'— 

"p 


9?  + f 


welche  Lage  auch  der  Punkt  x rj  f auf  der  Oberfläche  des  Conductors 
einuehmen  mag. 

Bedeutet  also  da  ein  auf  der  Oberfläche  dieses  Conductors  gelegenes 
Bogenelemeut,  so  ist 


^ dUs  dx  , düs  dy  dU,  , düs  ,,  , 

dy  da  öx  ' dy  ^ 


0 


dx  da 

eine  identische  Gleichung,  sobald  der  Werth  von  y = cp^  (a;)  als  Function 
von  .r  in  dieselbe  eingesetzt  wird. 


*)  Bezogen  auf  ein  Coordinatensystcm,  das  möglichst  mit  dem  obigen  ebenen 
zusummcnnillt.- 
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Die  Identität  I ropräsentirt  q Identitäten,  da  in  ihr  s alle  Werthe  von 
1 bis  q anuchmcn  kann. 

Weiter  ist  nach  3.  pag.  124 

* kt 

% II,  J fs  {q)*Iq  = , 

a» 

wenn  — As  die  algebraische  Summe  der  dem  Conductor  direct  mitge- 
theilten  Elektricitätsmcngcn  bedeutet. 

Die  Gleichung  II  repäsentirt,  aus  demselben  Grunde  wie  die  Gleichung 
I,  q Gleichungen. 

Vermittelst  der  Glcichungensysteme  I und  II  sollen  nun  die  Functio- 
nen/"(o)  und  die  Längen  und  Lagen  der  mit  elektrisclicr  Masse  zu  belegen- 
den Axenstücke , d.  i.  die  Integrationsgrcuzen  a und  h bestimmt  werden. 
Ausgeschlossen  bleiben  dabei  im  Allgemeinen  Lösungen  von  der  Form: 
f,  (?)  e:  0,  und  bt  = Us- 


Indem  wir  hier  für  die  Bestimmung  der  u und  b nur  an  das  pag.  125 
über  Symmetrieverhältnisse  Gesagte  erinnern,  gehen  wir  namentlich 
darauf  aus,  die  Functionen  f zu  berechnen. 

Jedenfalls  können  wir  über  diese  Functionen  die  Voraussetzung  , 
macheD,  dass  sie  an  den  und  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  nirgends 
uuendlich  werden,  womit  dann  auch  ihre  Entwickelung  innerhalb  dieser 
Grenzen  in  Fouriersche  Reihen  gestattet  ist. 

Um  diese  Entwickelung  in  möglichst  einfacher  Form  verwenden  zu 
können , denken  wir  uns  den  Coordinateuaiifaug  bei  der  Berechnung  des 
I^otentialwerthes  der  in  einem  bestimmten  etwa  dem  Conductor  ange- 
nominenen  Elektricität  immer  in  die  Mitte  der  mit  elektrischer  Masse  bo- 
legtcu  Axenstrccko  gelegt;  eine  Operation,  die  offenbar  auf  das  rotential 
jedes  einzelnen  Conductors  sowohl,  wie  auf  das  Gesammtpotontial  ohne 
Einfluss  ist.  Setzen  wir  dem  entsprechend  weiter 

-HX>  n 

be  — a,  = 2/v;  ^ < c 

— oo 


1,0  erhalten  wir  statt  der  Gleichung  1,  jetzt 


2,  Us 


\^>p 

y -f  oo  /’  „ JL  Ol 

■ ./Vi^-QY  + f 


— /ip 

wobei  jetzt,  gemäss  der  angenommenen  Beweglichkeit  unseres  Coordinaten- 
aystems,  dem  o:  für  jeden  einzelnen  Conductor  ein  besonderer  Werth  bei- 
gelegt werden  muss. 


Es  ist  nun  unsere  Aufgabe,  der  Gleichung  2,  oder  dem  U,  eine  Form 
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zu  geben,  dass  dessen  Berechnung  für  joden  Werth,  den  a:  und  y gemäss 
der  Bedingung,  dass  der  Punkt  ary  auf  der  Meridiancurvo  des  Conduc- 
tors  liegt,  erlangen  kann,  leicht  ist,  und  namentlich  auch  die  Art  der  Ab- 
hängigkeit des  Us  von  a;  und  y,  wenn  a;y  irgend  einen  Punkt  der  Meridian- 
ebene  bezeichnet,  hervortritt.  Hierauf  hat  dann,  unter  i^nwendung  der 
Gleichungen  I und  II  die  Bestimmung  der  Coefficienten  fij'  und  endlich  die 
der  Functionen  ^ selbst  zu  erfolgen. 

Hierbei  ist  noch  besonders  der  Umstand  hervorzuheben,  dass,  weil 

I 

eine  Function  sich  nur  in  einer  einzigen  Weise  in  eine  Fouriersche  Reihe 
entwickeln  lässt,  sich  auch  alle  Unbestimmtheit  der  Aufgabe  in  der  Art  der 
Bediuguugsgleichungen  zeigen  muss,  von  denen  die  Integi*atiousgreuzcn 

/ip  und  die  Coefficienten  abhängen. 


§ 


Traiisforiiiatloii  von  U,  und  . f/,. 

« X 


Seien  die  beiden  Tlieile  des  Integrales 


J. 


ln 


Cüs  (;/  - q) 


finh 


7t 


— q)'  + 


..  - 


■h  // 


- 7-do  und  Is  = i I ' " 

y {x — -f-  y^  * ^/^.' 


ic  = 

- h 

Nun  ist  bekanntlich 


— /» 


TT 


sht  {n  (i) 


dp. 

V (x  — qY  + //' 


OO  \ /i 

1 / * Tt 

-•/,  / cos  II Q (hl  I ('()S  {n  t)  cos  iif  di  — 

TT.  f f //• 


— h 


0 für  p*  > !f 

7T 

h 


cosin  o)füro'==/r 

*)  ' /i  ' ' 


71 


C(ts  {n  — q)  für  ff  ■<  //• 

h 


OO  \h 

1 /*  ^ N 

/>,  — I sin  n Q du  f sin  (n  — /)  sm  ul  dl  == 

7t  J ^ J h ' 

0 — A 


0 für  Y '>  If  ' 

7t 

Ji 


\sin{n^Q)  für  . 


7t 


sin  {n  — p)  für  q'^  •<  /i' 
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Mit  Hülfe  von  Ay  und  ucbmen  Ic  und  7,  folgende  Gestalten  an: 

+ 0O  OO  +A 

l‘  = — (“P)  <'«  /c«,v(n  " l)cos{ul)<lt. 


— OO 
+ OO 


/.  = 


+ OO  OO  ' \ h 

~ /— ===5=j=,  / sin  («?)  (hl  I sin  {n"J  l')sin{ul)<U. 

yix-QY+r  J J '' 

— OO  0 — /| 


p)'+r 

- OO  Ü 

Aus  der  bekannten  Formel 

OO 


r 


c' 

O 

folgen  weiter  die  für  uns  wichtigen  Formeln,  wenn  man  setzt  in  derselben 

1 1 / — 

g = (a:— ?)•  + }/;  z = x=  da  //  (—  = V 


OO 


G, 


TS  t'T'  ,/ 


(•F— (?)*  + y*}  Vfi  , - - , , 

’ ii>  2 (h\) 


und  wenn  man  setzt  x ——  und  für  z schreibt 


2 f ,1:=. 

0 — OO 

der,  wenn  man  im  letzten  Integrale  noch  setzt 

z — u l. 

t ^ 

I>,  je  ■■  ,lu  e-«’’’ 

— OO 

Mit  Hülfe  der  Formel  (7,  nimmt  nun  Ic  , wenn  man  noch  setzt  ros  uq 


^ "9*  I 1 / “9*  I ~«P*\  T 

p.r.  c oder  ros  — p.  f.  — -f"  ) die  F 

£t 


ormen  an: 


OO 

1 i'c 

K=p.r.~  5-./  - 


(‘F*+  '/) 


,9^  i 


7t  4 ' 0 ^ 


dip  J"-.l  cos  {ri  — /)  cos  (ul)  dt 


0 - A 

+ OO 


-OO 
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Oder 


2%]/^  6’”»  |o 


^ 

K ^ 0 


<X>  + A 

/*  r TT 

y rf«  Jcos{n  — t)  cos{ut)(lt 


|oo 

-C50  I 


wobei  iii  Iliiisicbt  des  auf  q bezüglichen  Integrales  der  letzten  Üarstellung 
von  Ic  die  Integration  sowohl  ini  Bezug  auf  die  oberen,  als  auch  auf  die 
unteren  Vorzeichen  auszuführen  ist. 

Ganz  entsprechende  Form  erhält  auch  Is,  wenn  man  setzt,  das  eine 


1 


«ri«  WPt-,  ^ ’%r  ^ 

Mal  sm  HQ  — p.  1.  c , das  andere  Mal  $ui  uq  = p.  t.  — c ), 

nur  müssen  dann  die  beiden  Integrationsergebnisse  von  eiiiander  abgezo- 
gen werden,  während  sie  im  vorigen  Fall  zu  adcliren  waren. 

Führt  man  die  auf  ^ bezüglichen  Integrationen  aus  nach  Formel  />, 
pag.  131,  so  erhält  man 

OÜ  , . <30  , + A 

1 /*e  '/  /*  J " _L  .t  • / 7t 

Ic—  p.r,  — J dip  J ^ ^ du  j cos  («  —t)ros  (ul)  dt. 


Oder 


ü 

I 

i J 


dip  1 

J 

0 

OO  , . 

<30 

:*  ,!/*  rpt 

/*  J 

f K*  1 . 

0 

i 

,/fJ 

<30 

fei 

f 1 • 

Tjj 

-1  A 


— A 


+ A 


— A 


Oder 


f f ui  -w  , /i 

^ /'.  /.  \ / dip  I e \ ~ I * d u I sin  («  — t)  sin  (u  l)  d t 

Ad  7t  I »/  *y 

[ 0 ü — A 

dt|;  / ^ ^ du  j sin  {n  -j-  /)  sin  {u  t)d  f\. 

0^0  ^ j 

„ u . dtp  dv  . . 

oetzt  man  nun  ip  ~ — also  — = — - , so  wird 

V ^ 


V 


auf  Condiictorcn  u.  s.  w.  von  Tu.  K(>tteritzscii. 
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1 /Vy  V»*  /*  i " 1 \ • r 71 

.r.—  f- d'if;  I V I cos  (n  — t)cns  {u  ()dt 

^ f/  J •/,  fi 


p.r.- 


= ./t4/'’"*[”(v+  t)]  '"'J'’"*  'I 


Nun  ist  aber  nach  Formel  Ay  pag.  130 


X 


i 


0 


cos{n^l)cos{ul)dl=<  ^ + |) 

® Trftf  . V\ 

jfi  nachdem  -j-  ar  — -^y  ^ /r . 

ber  Ausdruck  — I-  ar  — — nimmt  bei  wachsendem  v stetig  ab,  und  ist  für 
V 4 

p = 0,  -f-  oo,  Tür  y = -j-  oo,  — CX);  da  nun  nach  den  Tntegrationsgrenzen 
der  auf  p bezüglichen  Integration  7>  nur  positive  Wertlie  zu  durchlaufen  hat, 
so  haben  nur  diejenigen  Elemente  für  die  nach  r auszuführende  Integration 
einen  von  0 verschiedenen  Werth,  für  welche  e einen  solchen  positiven 
IVerth  liat , dass 

— A ^ -f-  ^ 

. " r 4 ~ 

d.  li,  wir  haben  als  Grenzen  der  Integration  im  Bezug  auf  r zu  nehmen  die 
positiven  Wurzeln  der  beiden  in  e quadratischen  Gleichungen: 

l-a:  — T ~ ”iid  — X 7 = — //. 

V 4 4 

bie  Integralionsgrenzcn  sind  demnach : 

f|  = 2 [a-  — h y {x  — hf] ; v.^  = 2 [a’  -|-  A + iV  + 

Mit  Beaclitung  des  auf  der  vorigen  und  auf  dieser  Seite  Gefundenen  erlial- 
•f*n  wir  nun : 

2 [.r+A-f  ;^i^*-l-(.T4-/Tr] 

1.  l 


2[.r-A+  Ky*  + (^-A)*] 

VerfHhrt  man  analog  mit  dem  zweiten  dreifachen  Integrale  der  z>veiten 
biwalellnng  von  Je  pag.  1 32 , so  erhält  man 
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‘>  [.r  + A + + hf] 

~ [■?(?+>-  t)]t 


2 f.r  — h Ky*  -|“  (j?  — A)*J 


2 [—  a:  + //  -f  Ky*  — A)*] 


2I-X-  h-Y  Ky*  + (-r  + Arf 

Endlich  erhält  man  noch  auf  analogem  Wege  und  unter  Benutzung  der 
Formel  7?,  pag.  130,  für  /,  die  beiden  Darstellungen: 


2 [x  + //  + Ky*-f  //)*] 


3,  h 


2 [.r  — A + (a-  ~ /<)-] 

ind 

•i[a  + Ä+  ^-f(a-l-A)*] 


2 [a  — //  -j-  Fy*  + (x  — Ä/J 


2 [-  a + //  + ?^/»+(a-  Ä)*] 


2 [—  a — A + f'y*  -{-•(a  -f  4)*] 
Setzen  wir  ferner  v = 2 m//;  /<•  -f"  1$=  hn  so  findet  sich 
a.'4-A+ 


u 


Oder 


r>.  /„  = <• 


TT 

II  XI 

n 


.r  + A -f  Ky*  4-  (•»■  4-  Ä)* 

^ ' • // 

TT  V / M 1 \ . 

“ " 7/  ■ 2 V I “ „)  ‘ iiu 

r — 

u 

X — //  4-  y.’f^  4“  - A)* 

n 
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inf) 


Oder: 


+ Ä 4-  Vf  4-  4-  /O* 


/ * 


0.  h=~,e 


y 


j'  t 

n 

f-- 

h 

f 

2 

Vi 

«/ 

(hi 

u 


X — /t  4“  Kv*  4“ 


,1  ” T 

■^2^’ 


— .t4-  //  4-_^/*_+  (£  — //)» 
/ ' //“  ■■ 

Ä / M 1 \ //  . 

” A W J7/  2 * 


M 


-.r-  //  4-  (.r4-~/Q» 

// 

Durch  Vergleichung  der  Relationen  5,  und  G,  erhält  man  noch  die 
Fiinncl: 


j 4“  A 4"  Vf^  (•*■  4” 
y 


.T  4*  4*  Vj/^  4~  (*  — 


/ * 


t. 


V 


Ti  y ( u 1 \ . 

” h 2 Vf  M / (i  u 


u 


[.r  - Ä)*  _ _ __ 

//  ;/ 

Nach  pag.  129,  2 und  nach  pag.  130  ist  nun  die  gesuchte  Transforma- 
tion von  f/,,  die  wir  auch  in  der  Folge  zu  Grunde  legen  werden, 

'/  + cx: 

1 — CX; 

'"^0 durch  5,  oder  6,  pag.  134  und  135  und  2,  pag.  129  definirt  ist. 

Es  könnte  scheinen,  als  ob  die  Anwendung  der  bekannten  Fonnel 


+ OC  + A 

F{x)=  ^Je  du  j — 

— cx.  —h 


h <C  X <i  h 


>tatt  der  Formel  und  R,  pag.  130  auf  kürzerem  Wege  zum  Ziele  führte, 
='llein  die  Bestimmung  der  Integrationsgrenzen  für  v b(^  der  spätem  Snb- 

'titution  = — (pag.  132)  dürfte  Schwierigkeiten  verursachen ; zugleich 

''iiirte  uns  unser  Weg  auch  auf  die  Formel  2,  pag.  134,  die  dann  wichtig 
’*^ird,  wenn  eine  zur  Rotationsaxe  senkrechte  Symmetrieebene  vorhanden 
(vergl.  pag.  125),  indem  dann  für 
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fp  (p)  = ^ ««  ^ n - Ql 


gesetzt  werden  kann 


— oc 


oc 


fp  (?)  K cos  njQ 


Von  den  vielen  Transformationen,  die  man  noch  aus  5,  G,  und  7,  für 
I„  ableiten  kann,  erwähnen  wir  nur  noch  kurz  ihrer  leichten  geometrischen 
Interpretation  wegen  die  folgende: 

1 -f-  shi  cc  , ^ 

h>etzt  man  n — — , so  erhält  man : 


/«  = 


CQS  « 

r 

ros  cif 


arr  tng. 

71 
n 

e 


.T  — A 

nr/'  Inn  

// 


X — h 

arc  tun  

n ^ " 

» (•■•  + »'"9“)' 

e ’ 

ros  cif 

— //— .r 

orr  - 


wcdche  beiden  Integrale  auch  aus  dem  ursprünglichen  Integral 


t « Jr  . 

J V{x—Qy-jrt/ 

— h 


dQ 


direct  abgeleitet,  werden  können,  indem  man  das  eine  Mal  substituirt 
y huj  cif  — .r  — (>,  das  andere  Mal  //  ijuj  u — q — x. 

Es  dürfte  aber  auch  hier  umständlich  sein,  mit  Strenge  die  Integratinns 
grenzen  zu  bestimmen,  Avenn  man  von  den  obigen  beiden  Integralen  die 
Transformationen  5,  und  0,  pag.  134  und  135  herleiten  wollte. 

Bezieht  man  nun  ?/,  auf  ein  und  dasselbe  rechtwinklige  Ooordinaten* 
System  mit  der  Rotationsaxe  als  Axe  der  a:,  im  Bezug  auf  welches  die  Mittel- 
punkte der  mit  elektrischer  Masse  belegten  Axcnstücke  die  Entfernung  von 
der  Axe  der  //  haben,  resp. 

Aj , ^2,  5^ , . . . . bq  , 

so  kann  sich  an  dem  bereits  gefundenen  Ausdruck  für  I/,  nichts  weiter  än- 
dern, als  dass  an  die  Stelle  von  a;  jetzt  a: j «erhalten: 


X -f-  hu  hu 

arc  Inq  ■ — ■ — - 

> ‘ .V 


8.  V,  = 


</  + oc 

V V-  «'• 


7C 


n (.r  -j-  hp  — //  /nffci) 

hp 


- .^C 


* “k  f‘p  — bp 

arc  tna  ~ — - • 

y 


da 
cos  a 
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-f  oo 


" u 


1 - oo 


nrc  tnfj 
n 


iT  — ht 


y 


H — {x  tny  a)  i 


cosct 


arc  tng 


— hp  — X — bj, 

y 


q +00 

^ < 


bp-\-  hp-\-  + {x  b,,-\-  hpY 


1 — oo 


n 


*.r  H-  h - h + Kv»  + (^  + ^/>  - W 

V 


V + oc 
1 — oo 


u 


X — bp  hp-\-  Vy*  (A*  4~  hp  — 

y 


„ ^ I (y-l)|  i 


u 

~~  X — hp  — hp  -j-  y y^  -f-  {x  hp  -j-  itp)^ 

y 

Nach  der  dritten  oder  vierten  dieser  Transformationen  von  Vg  ist  nnn 
«lessen  Berechnung  für  jedes  beliebige  x und  y leicht  durch  einfache  Reihen- 
PDtwickelung  der  Exponentialgro8.se. 

Analog  wie  Vg  lässt  sich  auch  11  g = -f*  '/  umgestalten. 

dx  oxdy 

für  nnsern  Zweck  wird  die  folgende  Transformation  genügen. 

Aus  1,  pag.  128  folgt: 

+ 

- 3 P«  ^ (fp  (p)  [*—  p + y ,v'i'{p 

dx  dy  -7-  J — 


Setzt 


man 


X — Q 

y 


— ftp 

tng  «,  so  folgt 


JtfiiMrhrifi  f.  M.ilh<'mrtlik  u.  Physik  XIII,  2. 


10 


X /tp 


()x 


^ ^ + y'  '/'f  = y I fpi^ — y «)  « + y 


arc  tng  - 

— j fp  (^  2 

^ / /. 

« ^ X — hf 

arc  tng 


!f 


y 


+ oc 


Also  auch , da  fp  (^>)  = e 


« 

n — Qi 


arc  tng 


du,  , ,»u,  _ 

ix  0y 


X -j~  hp 

V 


n j”  {x—ylngtt)i 

hp 


X — hp 


[siw  « -f"  y" 


y 


Endlich  beim  Uebcrgang  auf  das  pag.  136  angenommene  feste  Coordi- 
natensystem ; 


a:  A;,  -f-  hp 

arc  tng — — - 

* y 


<1  4-  OO  p 

•'  dy 


n 


nj~{a-\-bp—ytnga)i 

c ^ [«;icf-|-yVosa]^/a, 


arc lang 


x-{-bp  — //; 


y 


Wir  schreiben  hierfür  kurz ; 


in  -L  "«  17  -L  7 1 


indem 


arc  tng 

y 

n 


i — OO 
X “I“  bp 


II, 


/I  {x-\-bp  —y  tng  of)  i 


[««  a -j-  y cos  «]  da 


J 

arc  tng 


X -j”  bp  — hp 


( 


arc  tng 

• * 


y 

X + bp  + A/> 
// 


r>  y — 


n - {x  -\-  bp  — y tng  u)  i 

hp 


[^/w  a -(-  yVoscr]  da 


arr  imj 


•T  hp 
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§ ö- 


Bestimnmng  der  (JoefÜcienten  «J. 

Bei  der  Bestimmung  der  Coefticienten  haben  wir  folgende  Relatio- 
nen zu  erfüllen. 

Nach  Seite  129  und  128  IT,  und  I, 

+ A 

1.  = 


2.  +’'*(*) -07  = 


\^„p 

(^I  + ^2) 

— 00  y 


eine  identische  Gleichung,  sobald  in  ihr  der  Werth  von  y als  Function  von 
X mittelst  der  Gleichung 
3,  y = (Ps  (ic) 

substitnirt  wird. 

Ferner  nach  pag.  129 : 


+ oc 


fp  (9)  — 


V»  C 


n - - 0 1 
P 


— oc 


endlich  die  Werthe  von  Z,  und  Zj  nach  pag.  1.38. 

Jede  dieser  4 Gleichungen  repräsentirt  deren  indem  p oder  s alle 
ganzzahligen  Werthe  von  1 bis  q annehmen  kann. 

Nach  der  Gleichung  4 genügen  die  «^bekanntlich  auch  folgenden  Re- 
lationen : 

+ hp 


a 


4 (/)<.  ~ "v '■</(  = 


wenn 


2Ä. 


+ Ap 


— Ap 


Tt 


fj,  (/)  roÄ  (n  ß„=  — WT  I fp  (0  siu  {n  /)  di. 


1 Ap 

2/7^  ‘ 


n 


— Ap  —/ip 

Seiner  Bedeutung  nach  (pag.  128)  kann  aber  fp{Q)  nur  reell  sein,  da- 
raus folgt  weiter,  dass  der  reelle  Theil  von  «^eine  gerade,  der  imaginäre 
eine  ungerade  Function  von  n sei,  oder  dass 

5.  “ “ü,  und /s;;  = - . 

Mit  Beachtung  der  Gleichungen  5,  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  Uj  nach 
8,  pag.  136  nur  reelle  Werthe  enthält. 

Setzt  man  den  Werth  von  /*,  ((>)  nach  Gleichung  4,  in  die  Gleichung 
1,  ein,  so  erhält  man 

10’^ 
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2 a hg  = As 


oder 


7 > _ 1 

~ 2 A,  ’ 

eine  Gleichung,  die  deren  wiederum  nach  der  Bedeutung  von  sy  repräsen- 
tiren  kann. 

Zur  Bestimmung  der  übrigen  Coefficienten  bleibt  nun  allein  nur 
noch  die  Gleichung 

JL.  + ^ 

2,  + 2,)=0 
1 —OC^ 

Z 

übrig.  Wir  denken  uns  zunächst  y mit  Hülfe  der  Gleichung  3,  aus  — und 

Z.  . , . . . ^ 

— eliminirt,  wodurch  die  Gleichung  2,  übergehen  mag  in  die  Identität: 

y 

+ oc 


8, 


; + ^2  («» ic)}  ^ 0. 


1 — oc 

1^,  («,  a:)  und  (”>^)  sind  dann  eindeutige  und  stetige  Functionen  von  n 
und  x\  zugleich  sind  ihre  reellen  Theile  gerade,  ihre  imaginären,  ungerade 
Functionen  von  n.  Setzen  wir  nun  n gleich  einer  beliebigen  complexen 
Zahl,  etwa 

« ==  j«,  IV, 

Tt 

SO  ist  ersichtlich , dass , weil  der  Factor  von  n in  Z, , nämlich  — {x  -}-  bp 

— y tng  cc)  i nur  positive,  dagegen  in  Zj  nur  negative  Wertbe  annehmen 
kann, 

Zj , also  auch  i/;,  («,  a;),  endlich  und  stetig  bleibt,  wenn 
fl  den  Weg  von  — oo  bis  -f-  cx>  und 

V den  Weg  von  0 bis  -f-  oo  durchläuft; 

Z-2,  also  auch  endlich  und  stetig  bleibt,  wenn 

ft  den  Weg  von  — oo  bis  ^ ^ind 

V den  Weg  von  0 bis  — oo  durchläuft. 

Es  ist  also  («,  a:)  eine  synectische  Function  von  n für  alle  Punkte 
auf  der  positiven  Seite  derAxe  der  fi  und  'ipo  (”>^)  dasselbe  für  alle  Punkte 
auf  der  negativen  Seite  der  Axe  der  ft. 

Ferner  ist  ersichtlich , dass , wenn  w = 7?  e 

Lim  , . 

7?  = oo  == 


wenn  n 


Rf> 


— /e 


Li, 


im 


rt 


CO 


i/>2  («,  .r)  = 0, 


vorausgesetzt,  dass 


O < 0 < n:. 
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Bilden  wir  nun 


_ ! tAnjJ)  ^ 

' n — a 


Fig.  1. 


ausgedehnt  über  einen  Integrationsweg,  wie 
ihn  Fig;ur  1 darstellt,  und 


f n — a 

• / 


h = 

\ 

ausgedehnt  übereinen  Integrationsweg  nach 
Figur  2 , so  ist  /,  = /j  = 0 und  wir  erhal- 
ten die  Relationen 


■ -J  "-:7 " i—' ' “■ ') '» + 

c u fl 

0 

, . f ^x)  dQ 

~ Re^^-Ta  ^ 


0. 


/I  — r j /r  d 

U y^,(„ 

c 0 a\  fl 


H" 


. r^^P-i  (Re  ^ ^ , a: 

[J  Rc~^^  — a 


Rc  rf0. 


Lassen  wir  nun  r,  und  r,  unendlich  ab-,  dagegen  R unendlich  zuneh- 
men, so  verschwinden  die  letzten,  R enthaltenden,  Integrale  und  wir  erhalten 
die  beiden  Gleichungen: 

+ oo 


9,  f~- ^ = »TM/;,  (rt,a:) 

— oo 
+ cx> 

10,  /IvM 


d(i  = ~ i 7t'ifj.^(a,x), 


- oo 

aus  welchen  folgt: 


11,  t/;,(rt,a:) -f- i|;2(rt,a:) 


4-  OO 

_L 

inj 
— oo 


x)  — %{l^yX) 


{X  — a 


d^i 
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Ist  weiter  zur  Abkürzung 


1 2,  {(i,  x)  — % (fl,  x)  = X'  (g,  x)  = , 

so  ist  ersichtlich,  dass  dieselben  Eigenschaften  besitzt,  die  wir  pag.  140 
als  dem  lp^(»,x)  und  tp2(«,a;)  zukommeud  anführten. 

Legen  wir  nun  dem  « der  Gleichung  11,  alle  ganzzahligen  Werthe  von 
— oo  bis  -f-  oo  bei , so  ist 
-t-oo 

13,  {i/;,  (n,  x)  + («,  or)} 

— oc 


- oc 

Setzt  man  weiter 


+ 


a 


^-f-1 


a 


P P 

^4  "-2  . 

.J. 1 ^ 4- 

ft— [-1  (I — 2 ft— J— 2 


+ r^  + 


SO  nimmt  die  Gleichung  8,  pag.  140  folgende  Form  an: 

15,  f {x;  + x;  x,+  X'  + + x;  x } </^  = o 

— oc 

eine  Gleichung,  die  deren  q repräsentirt,  indem  s alle  ganzzahligen  Wertlie 
von  1 bis  q zu  durchlaufen  hat. 

Mit  Beachtung  von  5,  pag.  139  ist  ferner  leicht  ersichtlicli , dass  auch 
in  «Ypdie  reellen  Theilo  gerade,  die  imaginären  ungerade  Functionen  von 
ft  sind. 

Die  sich  aus  15,  ergebenden  q Gleichungen  sind  nun  auch  die  einzigen 
weiteren  Gleichungen,  die  sich  zur  Berechnung  der  ergeben. 

Setzen  wir  die  zu  integrirende  Function 


16,  x;.r.+  x‘x,4.,...  + x;.v,  = c,fr 

wo  c,  eine  reelle  Constante  bedeuten  möge,  so  hat  folgende  wesentliche 
Eigenschaften : 

1,  Ws  ist  eine  Function  von  ft  und  x, 

2,  Ws  wird  unendlich  für  jeden  reellen  ganzzahligen  Werth  von  ft. 

3,  Wg  wird  Null  für  i oo. 

4,  Ws  ist  endlich  und  stetig  für  Werthe  von  ft  die  nicht  unter  den  Fall 

2,  gehören,  auch  wenn  ft  eine  endliche  complexe  Grösse  ist. 

5,  Der  reelle  Theil  von  Wg  ist  eine  gerade,  der  imaginäre  Thcil  eine 

ungerade  Function  von  ft. 

f),  Wg  wird  unendlich,  sobald  ft  = ' oo  -f-  /,  wenn  I eine  reelle 

Grösse  bedeutet. 

7,  Wg  verschwindet  für  o;  = + c»;  ft  endlich. 


I 
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8,  / If',  du  = 0. 


— CC 


Sind  nun  fFi , fF2,  fV^  ....  Functionen  von  ^ und  a;,  denen  dio 
eben  genannten  Eigenschaften  zukommen,  so  folgt  aus  der  Gleichung  10, 
das  für  die  Ä’p  lineare.  System  von  Gleichungen ; 

x;  .V.  + x; -r,  + x;  Jr,  + . . . . + x'  v = fF, 


xf  -V,  + X“  jr,  + x“  + . 
xj  .r,  + x’  X,  + x’  y,  + . 


7 7 

• • + = '•a 


. . 4-  X’  X 

I </  q 


1 


4-  XJ  .1’,  + x;  a;  4 

Ist  Ä dio  Determinante  dieser  Gleichungen,  so  ist; 

dR 


c W 

7 7 


an  ^ jD 

RXp  = c,  IF,  -”  V + t'’*  2 4-  ^3  — + • • • • 

axj,  * ^dxl  dx^ 


ff’y 


a/?_ 

ax'' 

/' 


F,. 


Nimmt  mau  nun 


jx,d,  _y 


Xpdii=  I — 

f<  alb  complexe  Variable  gedacht  und  das  Integral  ausgedehnt  über  einen 
Kreis,  dessen  Kadius  kleiner  als  Eins  ist  und  dessen  Mittelpunkt  der  auf 
der  reellen  Axe  gelegene  Punkt  (i  = n ist,  so  ist 


I 


a 


/ 


= 2 


in  f ft  — n 


Folglich  ergeben  sich  bei  zweckmässig  gewähltem  Integrationsweg  alle 
t.'oefficienten  in  der  Form: 


18,  = 
f n ^ 


ljx,df.  = ^ J ^^dic 


19,  < = .».  /“'„{('‘-'Ox}- 


Oder  bei  Ausführung  der  Integration: 

Lim  ( , . F»i 

Die  Constanten  Cj,  Cj,  c.,  ....  Cq  können  auf  folgende  Weise  bestimmt 
werden:  Dividirt  man  die  Gleichung  17,  durch  R und  integrirt  dann  die 
80  entstandene  und  noch  mit  rfft  multiplicirte  Gleichung,  indem  man  als 
lutegrationsweg  einen  um  den  Nullpunkt  mit  einem  Radius  kleiner  als  Eins 
beschriebenen  Kreis  wählt,  so  ist  mit  Rücksicht  auf  No.  18  und  7,  wenn 
noch  abkürzungsweise 
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gesetzt  wird,  das  System  Gleichungen  gültig: 

«.A’.' + + + = 

c,  /V‘  + c,  + c,  + + = 

‘•i  Aj  + c,  Ar’ + c,  A^  + + r,A|== 


1 dl 

2 h^ 


fl 


a. 


1 ^ 

2 

14l 

2 h.. 


2 h,j 


Hiermit  sind  die  constauten  Factoreu  Cp  vollständig  bestimmt. 

Von  der  Gleichung  pag.  129 
+ 00  ^ . 

20,  fp  (o)  = ^ e" 

— <x> 


“TT*  7^ 

= Cq  -f“  ^*1  — Q -|-  C.^  cos  2 — p -|-  C.^  cos  3 - — p -j- 

flp  tlp  flp 

TT  TT  Ä 

-j-  Dy  sin  — Q /).,  sin  2 - — q -f-  />.,  sin  3 — - ^ -}- 

hp  ^ hp  hp 

ist  also  nun  die  rechte  Seite  als  in  allen  ihren  Theilen  bekannt  aiiziisehen. 

Soll  die  Gleichung  20,  aber  für  uns  brauchbare  Resultate  enthalten,  so 
muss  sie  noch  die  beiden  Bedingungen  erfüllen : 

1,  ihre  rechte  Seite  muss  convergent  sein, 

2,  die  Constanten  C und  D müssen  von  x unabhängig  sein. 

Die  erstere  Bedingung  verlangt,  dass  die  Reihen  der  absoluten  Werthe 
der  C und  der  D abnehmen. 

Die  zweite  Bedingung  verlangt,  dass  der  aus  17,  folgende  Werth  von 
.r^,von  X unabhängig  sei,  d.  h.  dass  man  die  Up  und  hp  so  wähle,  dass  sie 
neben  der  Bedingung,  dass  die  angenommenen  elektrischen  Massen  voll- 
ständig innerhalb  der  gegebenen  Conductoren  liegen,  auch  noch  die  Diffe- 
rentialgleichung 


d Y 

21,  7?^ 

ox 


= F„ 


dx 


erfüllen. 

Die  Realisirbarkeit  der  letzten  beiden  Bedingungen  ist  zugleich  das 
Kriterium  dafür,  ob  überhaupt  die  gestellte  Aufgabe  lösbar  sei  oder  nicht. 


V» 


• l 


If'Wf 


♦ f ' M I ‘ \ ! 
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§ 7. 

Bestimmung  der  Function  4,(9)  selbst. 

Nachdem  wir  durch  die  Gleichung  20,  pag.  144  die  Entwickelung  von 
4(0)  in  eine  Fouriersche  Reihe  kennen  gelernt  haben,  handelt  es  sich  noch 
darum,  diese  Function  fp(Q)  selbst  zu  bestimmen. 

Ich  erinnere  hier  an  eine  Abhandlung*)  meines  hochverehrten  Leh- 
rers, des  II.  Hofrath  Schlömilch,  in  welcher  folgende  Theoreme  bewiesen 
werden : 

Ist  f'  {z)  = ~ f (z)  = f'  (m  -f"  * 0 zwischen  den  Grenzen  für  a,  0 und 
30,  für  — 00  und  -f-  00,  nirgends  unendlich,  so  ist 

1,  /’(O)  -f-  f{\)  cus  X -j-  /'(2)  cos  2 X f(S)  cos  3 a*  -j-  — 


30 

/' 


2i 


dt 


7t  X ^ 0. 


2,  /■(!)  sin  X f{2)  sin  2 a:  -|-  /*(3)  sin  3 a’  

.'30 

,(n—x)t , — {7c—-,v)t  i 


f 


7T  > a:  > 0. 


7t 


Schreibt  man  in  diesen  beiden  Formeln  für  x 0 und  addirt  dann 

beide , so  erhält  man  unter  der  Bedingung 

h^>  Q>  0, 

wenn  man  noch  die  f durch  angehängte  Indices  sondert,  die  Gleichung: 

Y A (^) +/*!  (1)  *^7  ^ ^ ^7  ^ ‘ ' 

4- A (1)  9 + A (2)  sin  2 ^ -f  4 (3)  sin  3 ~ q-\-  ... 

flp  flp  Rp 


+ 


/ 

0 

/ 


oc 

e 


Ttt 


nt 


2 


dl 


30  n 

"V 


n 


c ' hp  ' A ( — *0  4 A (4- ' 0 


p/itt  _,,~nl 


2 


■dl. 


•)  Developperacnt  de  dcux  formules  suinniatoires.  Journal  von  Grolle  I3d,  42. 
pap.  125. 
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Setzen  wir  in  der  Gleichung  20,  pag.  144 

^0  ==  Y <3^1  {^)  >•  = 9>i  (w) ; 

und  zur  Abkürzung  wenn  /»;>  > p > 0 


no 

r- 


e ^ + e hp  ^ <P|  (—  //)  — <p,  (+  ff) 


ßTtt  


2i 


— ^ th 


cp,  {-^±  cp,  (f  ,/) 

J 2 '2 


so  können  wir,  so  lauge 


^cp>  Q > 0 


die  Gleichung  20,  pag.  144  auch  schreiben: 

f,  (?)  = + y. 

Ist  dagegen 

p <!!  0 

so  ist,  wie  leicht  ersichtlich 

I],  (?)  = f-'i  - l'r 

Deuten  wir  den  Werth  von  fp  (p)  für  ein  positives  p durch  fp  (-}-  p)i 
für  ein  negatives  p durch  fp  ( — p)  an,  so  ist  auch  der  Werth  von  fp  (p),  so- 
weit er  uns  überhaupt  interossiren  kann , bestimmt  durch  die  Gleichungen : 

fv  (+  Q)  "f*  fp  ( — (>)  ==  2 ^1- 

fp{-\-  = 2 I'V 

oo 

qP|  (—  i t)  — <p,  (+  / /) 


/cnt,^-nl 
pTtt_p  — Tlt 


2i 


dl. 


Iliennit  ist  fp  (p)  bestimmt,  so  lauge  epf  (c)  = epf  (u  -f-  »/)  und  <p./  (:) 
= qp./  (u  -|-  il)  nicht  unendlich  werden  für  einen  Werth  von  u zwischen 
0 und  -f-  oo,  von  zwischen  — oo  und  -f-  oo. 

Die  specicllen  Fälle,  wo  diese  Bedingungen  nicht  st.attfinden , können 
hier  bei  unserer  allgemeinen  Betrachtung  nicht  weiter  discutirt  werden, 
sie  werden  sich  aber  im  Allgemeinen  durch  eine  der  pag.  141  angewandten 
ähnliche  Methode  lösen  lassen. 
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§ 8. 

Schliissbeiiicrkun^eii. 

Sollte  die  Aufgabe  in  der  Fassung  der  pag.  125  unlösbar  sein , so 
wird  sie  doch  nach  dem,  was  über  Syinnietrioverhältnissc  gesagt  wurde, 
immer  lösbar  sein,  wenn  die  anzunehmenden  elektrischen  Massen  als 
irgend  wie  symmetrisch  zur  Rotationsaxe  angeordnet  im  Innern  der  ein- 
zelnen Conductoren  angenommen  werden.  Es  ist  dann  statt  der  pag.  128 
eingeführten  Function  /},  (p)  eine  Function  fp  (9,  a)  zu  bestimmen,  wenn  q 
und  c die  Coordinaten  eines  Punktes  im  Innern  der  Meridiancurven  des 

Conductors  sind.  Denkt  man  sich  f'p  (p,  0)  ebenfalls  in  cinoFourier’scho 
Reilie  entwickelt,  so  ist  dann  auch  die  Bestimmung  von  fp  (p,  u)  ganz  ana- 
log der  Bestimmung  von  fp  (p)  ausführbar. 

Diese  Methode  ist  immer  anzuwenden , wenn  die  von  Rotationsflächen 
mit  gemeinschaftlicher  Rotationsaxe 'umschlossenen  Conductoren  einander 
oinschliessen. 

Es  ist  dann  auf  diesem  Wege  weitergehend  nicht  besonders  schwie- 
rig, die  elektrische  Vertheiliing  auf  einem  beliebigen  Conductorensystem 
zu  bestimmen. 

Das  Schwierigste  bei  der  Lösung  des  vorgolegten  Problems  ist  immer 
die  Beschaflfuug  der  pag.  142  eingeführten  Function  JV.  Die  genauere  Be- 
stimmung dieser  Functionen  muss  einer  besonderen  Arbeit  Vorbehalten 
bleiben. 

Die  Wichtigkeit  der  Lösung  des  vorgelegten  Problems  sowohl  für 
strömende,  als  auch  für  statische  Elektricität,  bedarf  für  den  Physiker  zu 
ihrer  Begründung  keiner  Worte. 

Endlich  bemerke  ich  noch,  dass  für  mich  bei  Abfassung  dieser  Arbeit 
namentlich  der  Gesichtspunkt  massgebend  war,  für  das  Experiment  eine 
solche  theoretische  Grundlage  zu  erlangen,  dass  die  Ergebnisse  des  Experi- 
mentes mit  beliebiger  Genauigkeit  vorher  bestimmt  werden  können.  Es 
galt  daher  auch  für  mich  nicht  z.B.  bestimmte  Integrale  zu  entwickeln,  son- 
dern nur  anzugeben,  indem  dann  jeder  auf  höchst  einfachem  Wege,  z.  B. 
mit  Hülfe' eines  Planimeters,  den  Werth  des  bestimmten  Integrales  beliebig 
genau  sich  vcrschafiTen  kann. 


Kleinere  Mittlieilimgen. 


IV.  Lineare  Construction  des  Punktepaares,  welches  zu  rwei  gegebenen 
Funktepaaren  gleichzeitig  harmonisch  ist.  Von  Dr.  Grelle.  Angesiclits 
des  bekannten  Satzes  über  die  Eigenschaften  der  Durclisclmitte  der 
Diagonalen  eines  vollständigen  Vierecks  liegt  der  Gedanke  nahe,  das 
Punktepaar,  welches  zu  zwei  gegebenen  Punktepaaren  gleichzeitig  har- 
monisch ist,  ita  Fünfeck  zu  suchen.  Und  in  der  That,  zerlegt  man  eiu 
Fünfeck  auf  zweierlei  Art  durch  eine  Diagonale  so  je  in  ein  Dreieck 
und  ein  Viereck , dass  die  beiden  Vierecke  eine  Diagonale  gemeinschaft- 
lich haben,  vervollständigt  die  Vierecke,  so  wird  man  auf  dieser  gemein- 
samen Diagonale  zwei  Punktepaare  erhalten,  welche  zu  dem  Paare,  das 
die  durch  jene  Diagonale  verbundenen  Ecken  des  Fünfecks  bilden, 
gleichzeitig  harmonisch  sind.  Um  demnach  aus  jenen  beiden  ersten 
Paaren  das  dritte  construiren  zu  können,  muss  man  versuchen,  aus  den 
gegebenen  vier  Punkten  das  Fünfeck  herzustellen.  Untersucht  man  zu 
diesem  Zwecke  die  Lage  verschiedener  Linien  und  Punkte  im  Fünfeck, 
so  gelangt  man  zu  den  gewissen  Gesetzen , die  in  der  'J'hat  die  gestellte 
Aufgabe  lösen.  Diese  Gesetze  sollen  in  dem  Folgenden  mitgctheilt  wer- 
den, ohne  jedoch  dabei  das  Fünfeck  als  Ausgangspunkt  zu  nehmen;  es 
würde  nämlich  sonst  eine  so  grosse  Fülle  von  Linien  und  Punkten  in 
Betracht  zu  ziehen  sein,  dass  ich  fürchten  müsste,  die  Geduld  des  Lesers 
zu  sehr  in  Anspruch  zu  nehmen. 

Die  Gleichungen  der  Punkte  des  gesuchten  Paares  seien  n = 0, 
h = 0,  und  die  der  Punkte  der  gegebenen  Paare: 

, . — 10  = 0 r a — jt6  = Ü 

y -j-  A. 6 = 0,  s ~ a Y.b  = 0\ 

ausserdem  seien  die  Gleichungen  irgend  zweier  Punkte  ausserhalb  der 

Geraden,  auf  welcher  jene  sechs  Punkte  liegen: 

c = 0 

^ rn^  Aa  Bb  Cc  = 0.  (Siehe  die  Figur.) 

Wir  ziehen  von  C aus  je  eine  Gerade  durch  p und  </,  von  m aus  je 
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eine  Gerade  durch  r und  s.  Die  cq  und  ms  schneiden  sich  in  einem 
Punkte  d,  als  dessen  Gleichung  man  leicht  findet: 

(3)  <i  =-  ~ f («  + A />)  + Cc  = {ft  -\-xl,)-{-^a-{-Bb-\-Cc  = 0. 


Durch  Vertauschung  des  -|-  x mit  — x,  des  -|-  A mit  — A geht  hieraus 
sofort  die  Gleichung  des  Durchschnitts  g der  pc  und  vir  hervor 'mit: 

ff  = («  - ^6)  + = 0. 

während  man  die  Gleichung  des  Durchschnitts  f der  cs  und  mg  dadurch 
erhält,  dass  man  in  (3)  x mit  A und  umgekehrt  vertauscht.  Man  be- 
kommt : 

Al Ji 

(5)  /*  = — (r/  ytb)  Cc  = 0. 

Und  endlich  folgt  noch  aus  (3),  dass  die  Gleichung  des  Punktes  e,  der 
mit  d ein  zu  c und  q harmonisches  Paar  bildet: 

(f))  c — ("  -f-  A /^)  — Cc  = 0, 
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und  die  dos  Punktes  /<,  der  mit  d ein  zu  a und  m harmonisches  Paar 
bildet : 


h 


j 1 1} 

--  {a  “Kb)  -\-  Aa  B b Cc  = 0 

JC  ■ A 


soJn  muss. 


Es  wird  behauptet;  dass  die  Geraden,  welche  bez.  a mit  e,  und  h 
mit  h verbinden,  sieb  in  einem  Punkte  der  fg  schneiden  müssen. 

Um  dieses  zu  zeigen,  stellen  wir  die  Gleichung  des  Durchschnitts  i 
der  ae  und  fg  her.  Zu  diesem  Zwecke  sind  drei  Constanten  p,  a,  r so 
zu  bestimmen,  dass: 

Q a G e ~ X g -\-  f 
stattfmdet.  Man  wird  finden: 


K X X — X 

2 X ’ ^ 


woraus  sich  als  die  gesuchte  Gleichung  des  Punktes  i ergiebt: 
(8)  / ” — — ^ — y {a  Kb)  Aa  — Bb  Ce  — 0. 


Aus  (7)  und  (8)  folgt  aber: 

h — i~2  Bb, 

womit  obige  Behauptung  erwiesen  ist.  Wenn  sich  demnach  eine  zweite 
Gerade  finden  lässt,  die  ebenso  wie  die  fg  den  Punkt  i enthält,  so  ist 
damit  die  gestellte  Aufgabe  gelöst. 

Zur  Bestimmung  dieser  zweiten  Geraden  bedarf  es  zunächst  noch 
eines  drittten  Punktpaarcs,  ebenfalls  zum  Paare  a,  b harmonisch.  Dieses 
ist  in  der  bis  jetzt  gezeichneten  Figur  bereits  vorhanden;  denn  da  an.s 
(4)  und  (5)  folgt: 

f o — i?  b), 


und  ausserdem: 

m — Cc  ^ A a -\-  Bb 

i.st,  so  schneiden  die  fg  und  cm  die  Gerade  der  gegebenen  vier  Punkte 
in  den  beiden  Punkten  u und  v der  Gleichungen: 

11  = An  — Bb  = 0 
V Aa  Bb  = 0, 

d.  i.  in  zwei  Punkten,  die  ein  zu  «,  h harmonisches  Paar  bilden. 

Verfährt  man  demnach  mit  den  Paaren  m,  v und  />,  g ebenso,  wie 
vorhin  mit  r,  s und  g,  wobei  nur  darauf  Acht  zu  geben  ist,  dass  der 
Punt  c bei  der  letzten  Construction  dieselbe  Rolle  spielt  wie  bei  der 
vorherigen,  so  ist  i und  damit  auch  das  Paar  n,  b auf  lineare  Weise 
festgelegt. 

Mit  dem  geringsten  Aufwand  von  Geraden  wird  wohl  die  Sache 
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erledigt,  wenn  man  das  durch  u und  v zu  legende  Linienpaar  von  w, 
(siehe  die  Figur)  zieht.  Die  m^u  schneidet  die  ediiw/,,  und  ist  jetzt 
der  Punkt  Cj,  von  welchem  aus  das  zweite  Linienpaar  durch  und  ^ 
zu  legen  ist,  auf  der  c so  zu  bestimmen,  dass  d,,  zu  </,  harmo- 
nisch wird.  Alsdann  findet  man  leicht  die  Punkte  (j^  und /\ , damit  die 
/'j,  den  Punkt  i und  schliesslich  die  Punkto  n und  h. 

Auf  die  Bestimmung  zweier  Punkte  der  letzten  Art  läuft  die  Lösung 
verschiedener,  die  Kegelschnitte  betreffender  Probleme  hinaus  und 
zwar  namentlich  die  Oonstruction  eines  Kegelschnitts  aus  4 Punkten 
und  1 Tangente,  4 Tangenten  und  1 Punkte,  3 Punkten  und  2 Tan- 
genten, 3 Tangenten  und  2 Punkten,  welche,  falls  die  gegebenen 
Punkte  nicht  in  den  gegebenen  Tangenten  liegen,  bekanntlich  bislang 
nur  mit  Hülfe  eines  Kreises  ausführbar  war,  nunmehr  aber  in  linearer 
Weise  geschehen  kann.  Es  soll  dieses  hier  an  den  beiden  ersten  jener 
vier  Aufgaben  gezeigt  werden. 

I.  Gegeben  1 Tangente  und  4 Punkte,  von  denen  keiner  der  Berüh- 
rungspunkt der  gegebenen  Tangente  ist. 

Verbindet  man  je  zwei  und  zwei  der  gegebenen  Punkte  in  der 
Weise,  dass  ein  dem  Kegelschnitte  eingeschriebenes  Viereck  entsteht,  be- 
zeichnet die  Gleichungen  der  Seiten  dieser  Figur  der  Reihe  nach  mit: 

a = 0 

.W 

d EE  -f  Cc  = 0, 

80  ist  bekanntlich  die  Gleichung  des  zu  suchenden  Kegelschnittes: 

(10)  J{ac-^bd  = 0, 

wo  K eine  Constantc  bedeutet,  die  in  Rücksicht  auf  die  Bedingung,  dass 
die  gegebene  Gerade,  etwa  der  Gleichung: 

(11)  / ~ «4-  -j-  G,c  = 0 

die  Curve  berühren  soll,  zu  bestimmen  ist.  Setzt  man  zu  dem  Zweck 
den  Werth  von  d in  (10)  ein: 

(12)  X ab-^  Jab  -f-  Bb“^  -j-  Cbc  = 0 

und  eliminirt  darauf  aus  der  Kegelschnittsgleichung  in  dieser  Form 
und  aus  (11)  eine  der  Variabcln,  z.  B.  ö,  so  entsteht  unter  Benutzung 
der  Bezeichnungen: 

A^B  — A B^  = p 
BC^  — B^C  = f/ 

die  nach  a und  c quadratische  Gleichung: 

(13)  ac  {B^^k  C^p  A ^ q)  C^qc'^  — 0, 

aus  der  man  durch  Auflösung  nach  a zwei  Gleichungen  von  der  Form : 
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a — A c = 0,  rt  — ft  r = 0 

erhält.  Da  dicfie,  ihrer  Entstehung  zufolge,  den  Geraden  angehören, 
welche  die  beiden  Punkte,  die  der  Kegelschnitt  und  die  gegebene  Ge- 
rade t = 0 gemeinsam  haben,  je  mit  dem  Durchschnitte  der  a = 0 und 
e ==  0 verbinden,  diese  beiden  Punkto  aber  zusammenfallen,  indem 
/ = 0 eine  Tangente  sein  soll,  so  muss  A = jn  sein,  d.  h.  muss  (13) 
gleiche  Wurzeln  haben.  Hierfür  ist  die  Bedingung: 

(14)  (7?,^  K + 6',  />  + A,  ,iY  = iA,Ct  ,,q, 

welche  K bestimmt.  Durch  Auflösung  nach  K erhält  man  dafür  aber 
zwei  verschiedene  Werthe,  woraus  zu  schliessen  ist,  dass  es  zwei  Kegel- 
schnitte der  verlangten  Art  giebt.  Die  Lage  der  Punkte,  worin  diese 
beiden  Curven  die  / = 0 berühren,  ist  leicht  zu  erkennen,  wenn  die 
beiden  aus  (14)  für  K folgenden  Werthe  in  (13)  eingeführt  werden. 
Man  erhält  alsdann  als  Gleichungen  der  Geraden,  Avelche  die  Berüh- 
rungspunkte je  mit  dem  Durchschnitt  der  « = 0,  c = 0 verbinden : 


d.  i.  ein  zu  « = 0,  c = 0 harmonisches  Linienpaar.  Was  für  irgend 
ein  Paar  gegenüberliegender  Seiten  des  eingeschriebenen  Vierecks  be- 
wiesen ist,  gilt  für  jedes.  Es  ist  demnach  gezeigt,  dass  die  beiden 
Berührungspunkte  ein  Paar  bilden,  gleichzeitig  harmo- 
nisch zu  den  beiden  Punktepaaren,  worin  je  zwei  gegen- 
überliegonde  Seiten  des  eingeschriebenen  Vierecks  die  ge- 
gebene Tangente  schneiden. 

Hiermit  ist  die  gestellte  Aufgabe  als  gelöst  zu  betrachten,  da  nach 
dem  Satz  vom  Pascal’schen  Sechseck  jetzt  jede  beliebige  Anzahl  von 
Punkten,  die  den  gesuchten  Kegelschnitten  angehören,  construirt  wer- 
den kann. 

II.  Gegeben  4 Tangenten  und  1 Punkt,  der  in  keiner  der  Tangenten 
liegt. 

Die  Formeln  der  letzten  Betrachtung  beziehen  sich  ohne  Weiteres 
auf  diesen  Fall,  wenn  man  sich  unter  a = 0,  i»  = 0,  c = 0 jetzt  die 
Gleichungen  irgend  dreier  aufeinander  folgender  Eckpunkte  des  aus  den 
gegebenen  Tangenten  gebildeten  umschriebenen  Vierecks  denkt.  Als- 
dann ist  d = 0 die  Gleichung  der  vierten  Ecke  dieser  Figur,  i = 0 die 
des  gegebenen  Punktes,  und  ist  (12)  die  Gleichung  zwischen  den  Drei- 
cckcoordinaten  der  Tangenten  des  dem  Viereck  eingeschriebenen  Kegel- 
schnitts. Folglich  sind  a — Ac  = 0 und  a — fi  c = 0 die  Gleichungen 
zweier  Punkte  auf  der  Diagonalen  rt  c so  gelegen , dass  ihre  gerad- 
linigen Verbindungen  mit  //  Tangenten  sind,  soda.ss,  weil  f ein  Kegel- 
schnittspunkt ist,  wieder  wie  vorhin  ji*  = A sein  muss.  Man  hat  also 
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wieder  die  für  A’ quadratische  Bestimmungsgleicliung  (14),  Avoraus,  ebensowie 
vorhin , auf  die  Existenz  zweier  Curven  der  verlangten  Art  zu  schliessen 
ist.  Und  zwar  haben  diese  wegen  (15)  solche  Lage,  dass  ihre 
Tangenten  in  dem  gegebenen  Punkte  t ein  Linienpaar  bil- 
den, gleichzeitig  harmonisch  zu  den  beiden  Linien  paaren, 
die  man  durch  Verbindung  des  Punktes  / je  mit  zwei  gegen- 
überliegenden Ecken  des  umschriebenen  Vierecks  erhält. 

Hannover,  im  Januar  18G8. 


V.  üeber  das  grösste  einer  Ellipse  einbeschriebene  ;i-Eck.  Von  Dr. 
Grelle.  Die  Ellipse  “f"  ^ = 1 kann  man  als  rechtwinklige.  Pro- 
jektion des  Kreises  -f-  y “ = « * ansehn,  dessen  Ebene  die  der  Ellipse 


in  ihrer  grossen  Achse  unter  dem  Winkel  arc  cos  J schneidet.  Folg- 
lich ist  das  grösste  der  Ellipse  eingeschriebene  «-Eck  die  Projektion 
eines  grössten  dem  Kreis  eingeschriebenen  n - Ecks.  Dieses  lässt  sich 
folgendermassen  bestimmen. 

Sind  die  Coordinaten  der  n Eckpunkte  P, , ^2»  von  der 

positiven  .r-Achse  nach  links  herumgerechnet  ar, , //, ; x.2^  ^3?  • • • • 

dann  ist  der  Inhalt  des  eingeschriebenen  Polygons: 

(0  * = i [y|  ^2  — y2  ^1  + */ 2 •'*^3  — */3  ^-2  + y.3  — //l  •'*'.1+ 

“1~  y» — 1 ?/«  — 1 f/n  y\  1 

wenn  die  Bedingungen  erfüllt  werden: 

^1^  + 

(2)  


-f-  = «* 

Um  das  Maximum  von  i zu  erhalten , sind  demnach  die  partiellen 
ersten  Abgeleiteten  nach  a:, , x.^^,  ...  x„y  yj',  • • • y» 

(3)  M = ^ [y,  a*2  — y-2  x^  + y.^  .r.,  — ya  a'o + y» 

-f-  X,  y,2  — «•’]  4-  J«2  [a'.2^  + ^2^  — «^1  + 

-f-  + y,,^  — 

wo  X,,  «2,  ...  . x„  vor  der  Uand  beliebige  Constante  bedeuten,  einzeln 
gleich  Null  zu  setzen.  Dies  gieht: 


Zeitschrift  f.  .Malhemntik  u.  l’hysik  XIII,  2. 
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ilü 

dxj 

du 

dXty 

* 

du 


„-»v:hv».  + 2*,x  = 0 

= + ‘^  ^3  *^*3  = ^ 


(5)' 


du 

dx„^ 


du  y.-i'— .y,  I o, ^ ^ ^ 

dx„  2 


^yi 

dy., 

du 

^ys 


^■»  ^ n 


— [-  2 X , //  j — 0 


= --^'4-"^'+2-.y.  = 0 

= + 2 ÜJ  y.,  = 0 


^1/ 

^y«-i 

— a:,^i-j-a: 


I o 


2x„_,y„_i=ü 


<^y« 


— h - y«  — ^* 


Durch  Elimination  von  x,  aus  den  beiden  ersten,  von  x.,  aus  den 
beiden  zweiten  u.  s.  w.  Gleichungen  der  Systeme  (4)  und  (5)  er- 
halt man: 

(—  y-2  + y«)  V\  = (^2  — •a-'/») 

{y  1 — y;i)  y^  = (—  ^’i  + •'^'3) 

(<i)  (y-2—  yi)  y:\  = (—  ‘'*‘<2  + ^*1) 

• ••••»••••  • 

(y//-2  — y»)  y«-i  = (—  ."rw-s  4-  x„)  .r„^, 

(y«-i  — yi)  y«  = (—  ar«_i  -f  0:^)  a:„ 

Die  Summe  von  irgend  (;<  — 1)  dieser  Gleichungen  (G)  ist  immer 
die  zur  Bestimmung  der  2w  Unbekannten  *Tj  . . . , yi  . . . y„  hat 

nmn  also  nur  2;j  — 1 Gleichungen  [(2)  und  (6)],  woraus  hervorgeht,  dass 
es  unendlich  viele  einem  Kreis  eingeschriebene  grösste  «-Ecke  giebt. 
Ihre  Beschaffenheit  ist  leicht  zu  erkennen,  wenn  man  aus  (G)  durch 
Auflösung  der  Klammern  un«l  naebherige  Division  mit  a*  zun.Hchst  zieht : 


(7) 


^ 1 • £i  ^ ^ 4-  ^ ^ _i_  £3  fii 

a a a a a u a a a a ^ « a 


y« — 1 ifn  I — 1 Xa  y«  y\  | Xn  »Tj 


a 


a 


+ 


a 


a 


a a 


+ - 

a a 


und  darauf  in  diese  Bedingungsgleichung  für  die  Coordinaten  der  Eck- 
punkte eines  grössten  Kreis -«-Ecks  die  Winkel  einführt,  welche  die 
llalhmesser  jener  Eckpunkte  mit  der  positiven  .r-Achse  bilden.  Werden 
diese  niimlich  der  Reihe  nach  mit  cf,,  <v.,,  . . . cc„  bezeichnet,  so  läs.st 
sich  (7)  in  der  Form  geben: 

(8)  ' cos  («2 — «,)  — cos  («;j  — o.,)  = cos  (oTj  — a.j)  = . . . = cos  (a„  — ß„_|) 

= cos  (2  TT  — a„  4-  «,), 

woraus 

"2  — "1  = ^^3  — ^2  — — f^3  = • • ==  = 2 — tt„  4“  «I, 

und  in  weiterer  Folge  zu  schliessen  ist,  dass  von  allen  einem  Kreis 
eingeschriebenen  «-Ecken  das  regelmässige  das  grösste  sein  muss. 
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Um  die  Lage  der  Projektionen  der  Eckpunkte  eines  solchen  regel- 
mässigen Polygons  auf  die  Ellipsenebene  kennen  zu  lernen,  nehmen  wir 
an,  dass  von  irgend  einem  Kreispunkte  der  Ahscisse  aus  in  dem 
Kreise  ein  regelmässiges  n-Eck  construirt  wäre.  Wird  der  Winkel  des 
Halbmessers  dieses  Punktes  mit  der  positiven  a:- Achse  <p  genannt,  dann 
sind  die  Coordinaten  der  Eckpunkte  dieses  Kreispolygons  der  Reihe  nach : 


.rj  = <i  cos  qp, 
= a sin  qp, 


demnach  die  der  Eckpunkte  eines  groKsten  einer  Ellipse  ein- 


esch  ri 

e b 

e n e n n- 

Ec 

ks: 

( 

2;r\ 

/ 

+ 

2n 

X 1 

= 

u 

cos  qp. 

u 

cos  1 

( 

), 

a cos  1 qp 

2 

\ 

n J 

\ 

n 

( 

+ 

/ 

27T 

V\ 

b 

sin  qp. 

b 

sin  \ 

V 

b sin  1 qp 

2 

worans  sich  ohne  Mühe  die  folgende  Construktion  eines  grössten  EHipsen- 

n-Ecks  ahleitet:  Man  beschreibe  um  die  Ellipse  -j-  = 1 

u'  b* 

den  Kreis  = und  construire  in  letztem  irgend  ein 

regelmässiges  n-Eck;  die  Ordinateu  der  Eckpunkte  dieser 
Fignr  schneiden  alsdann  die  Ellipse  in  den  Eckpunkten 
des  gesuchten  Vielecks.  In  einigen  speziellen  Fällen  z.  B.  denen 
des  Dreiecks  und  Vierecks  kann  man  den  Kreis  vermeiden. 

Nach  Vorigem  sind  nämlich  die  Coordinaten  der  Eckpunkte  P,,  0,, 
Äj  eines  grössten  Ellipsendrciecks: 

^ I Xj  = a cos  qp  l — a cos  (GO“  — cp)  j — a cos  (GO“  -f-  cp) 

* I yj  = äV«  qp,  ' ' j “h  (60“  — qp),  * | — b sin  (G0“-j-qp). 

Hieraus  erhält  man  als  Gleichung  einer  durch  Pj  und  den  Coordi- 
naten-Anfang  A gelegten  Geraden,  wenn  nccli  die  Projektion  des  Win- 
kels q?  auf  die  Ellipsen-Ebene  mit  a bezeichnet  wird,  sodass  Igcp  = j-(gct 
sein  muss:  y ^ ^ 

and  als  Gleichung  der  durch  Pj  und  Pj  gelegten  Geraden: 

_ _ _ b 

d' tgci  2 sin  cp' 

Diese  beiden  Geraden  schliessen  demnach  den  Winkel  irgend 
eines  Paares  conjugirter  Durchmesser  ein;  und  da  sie  sich 
ausserdem,  wovon  man  sich  durch  eine  einfache  Rechnung  leicht  über- 

zeugt,  im  Punkto  der  Abscisse  — * schneiden,  so  gelangt  man  in  fol- 

gender  Weise  zu  einem  grössten  Ellipscndreieck : 


11* 
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Man  ziehe  irgend  ein  Paar  conjugirter  Durchmesser: 
P,  und  Q.^AR^t  und  durch  den  Halbirungsp un kt  M der 

eine  Sehne  Q^MR^  parallel  der  Q-^AR.^'^  dann  sind 
und  Ä,  die  Ecken  der  verlangten  Figur.  (Die  siu^liiren  Fälle, 
in  denen  die  grosse  und  kleine  Achse  der  Ellipse  als  die  betreffenden 
conjugirten  Durchmesser  genommen  werden,  hat  Sohncke  in  seiner 
Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Differentialrechnung  als  Losungen  des 
gestellten  Problems  (s.  II.  Aufl.  pag.  112)  angegeben.) 

Die  Coordinaten  der  Eckpunkte  eines  grössten  Ellipsen-Vier- 
ecks  sind: 

a'j  = a cos  g?,  — a shirp,  — a cos  <p,  -j-  « sinq>, 
y\=b  sin  gj,  -}-  </  eosgp,  — b sin  (p,  — b eosgp, 

woraus  sich  als  Gleichungen  der  Geraden,  die  je  zwei  gegenüberliegende 
Punkte  verbinden,  ergeben: 

y = ^ 

b'^ 


Dies  beweiset,  dass  die  vier  Eckpunkte  eines  grössten  einer 
Ellipse  eingeschriebenen  Vierecks  die  Punkte  sind,  in 
denen  irgend  ein  Paar  conjugirter  Durchmesser  die  Ellipse 
schneidet. 

Hannover,  im  Januar  18G8. 


VI.  Verallgemeinening  des  Problems  der  kürzesten  Linie.  Es  ist  be- 
kannt, dass  die  kürzeste  Linie,  welche  man  auf  einer  Oberfläche  zwischen 
zwei  Punkten  ziehen  kann,  die  cbaracteristische  Eigenschaft  besitzt,  dass 
ihre  Schmiegungsebene  in  jedem  Punkte  durch  die  Normale  der  Ober- 
fläche. geht. 

Wenn  man  diese  Eigenschaft  auf  bekannte  Weise  projectivisch  ver- 
allgemeinert (cf.  Salmon,  Kegelschnitte  Art.  478  ff.),  so  gelangt  man  zu 
einem  Problem,  welches  die  Behandlung  in  homogenen  Coordinaten  zu- 
lässt und  also  lautet: 

Auf  einer  Fäche  Ordnung,  deren  Gleichung  sei  « = 0,  soll 
eine  Curve.  so  gezogen  werden,  dass  für  jeden  ihrer  Punkte  der 
Pol  der  Tangentenebene  von  m = 0 in  Bezug  auf  eine  gegebene 
Fläche  zweiter  Ordnung  v — 0 auf  der  Schmiegungsebene  liege. 

Wenn  w’ir  die  Gleichung  der  Fläche  zweiter  Ordnung  v = 0 
.schreiben  in  der  Form 

,,  - -f-  4-  0:3*^  4-  = 0 

indem  wir  der  Kürze  wegen  als  Coordinatentetraeder  ein  Polartetraeder 
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von  f = 0 wählen,  so  sind  die  Coordinatcn  des  Pols  der  Tangunten- 
ebcne  von  u,  wenn  wir 

1 du 
u . ==  - - — 
w dxi 


setzen,  wie  bekannt  «3»  ”|j  '”‘il  wird  also  die  Differential- 

gleichung der  gesuchten  Curve: 


(1) 


u. 


u.. 


u 


X2  ^3 


= 0. 


dx^  dxo  dx-^  dx ^ 
dPx.^  d“^x.^  d~x^ 

Diese  Gleichung  ist  mit  Uülfe  der  Gleichung  u = 0 zweimal 
giren.  Um  zu  einem  ersten  Integral  zu  gelangen , multipliciren 
obige  Gleichung  mit  der  Determinante 


zu  inle- 
wir  die 


«1 

«3 

«4 

du , 

dUj 

d«.j 

du 

•^1 

a.2 

a., 

x^ 

dx , 

dx.. 

da. 5 

dx 

welche  gleich  Null  gesetzt  die  Difl'erentialgleichung  der  projeetivisch  ver- 
allgemeinerten Krümmungslinien  ist.  Führt  man  die  Multiplication  aus, 
beachtet  man  die  Gleichungen 

£ Ui  Xi  = 0,  Ui  dXi  = 0 


sowie  die  aus  ihnen  durch  Differentiation  folgenden 

^ dui  Xi  = 0,  Z Ui  d'Xi  — — 2!  dui  dXi, 

und  eutwickelt  die  Determinante,  so  erhält  man  die  folgende  Gleichung  : 

2xi  d'^Xi  • Zxi  dXi  — £ Xi'  • £dxi  d'^Xi  , £dui  d'Xt  £ui  dui 

£ Xi^  £ dxi'  — da',  )*  £ui  da*,-  2.  ui’ 

Das  erste  Glied  der  linken  Seite  ist  ein  vollständiges  Differential,  ebenso 
das  dritte,  das  mittlere  w’ird  es  auch,  wenn  die  Gleichung  besteht 

£ dui  d^Xi  = £ d'Ui  dXi. 


Unter  dieser  Voraussetzung  liefert  also  die  Integration  der  vorigen 
Gleichung  ein  erstes  Integral  in  der  Form 

£ dui  dXi  • £ui'^ 


(3) 


£ Xi^  £ dxi^  — (-^’a',-  da,)* 


Consl. 


Jene  Voraussetzung  ist  erfüllt,  wenn  » = 0 die  Gleichung  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung  ist  und  in  diesem  Falle  können  wir  auch  die 
zweite  Integration  ausführen  und  zwar  indem  man  die  elliptischen  Coor- 
dinaten,  welche  bei  der  kürzesten  Linie  die  Lösung  liefern,  in  ent- 
sprechender Weise  verallgemeinern,  wie  dies  mit  dem  Probleme  selbst 
geschehen  ist. 
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Wir  denken  uns  die  abwickelbare  Fläche  der  den  beiden  Flächen 
M = 0 und  V — 0 gemeinsamen  Tangentenebenen  construirt  und  schreiben 
nun  in  Ebenoncoordinaten  die  Gleichung  irgend  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung,  welche  jener  abwickelbaren  Fläche  eingeschrieben  ist, 

m «,  j/i'  4-  «2  !/•>*  + «a  y 4-  '^1  y i’"'  = 

indem  wir  zum  Coordinateutetraeder  ein  gemeinsames  Polartctracder  der 
Flächen  u — 0 und  ü = 0 wählen.  Die  Gleichung  der  Fläche  m = () 
hat  dann  in  Ebenencoordinaten  die  Form  w 4- A t;  = 0 und  lautet  in 
Punktcoordinaten 


(4) 


_^i , Xf  , 

rt  j 4”  ^ 2 “f“  ^ 


a'- 


a. 


4- 


X 


= 0. 


3 “h  ^ ' «4  + ^ 

Durch  jeden  Punkt  des  Raumes  gehen,  wie  diese  Gleichung  zeigt, 
drei  Flächen  der  Schaar,  deren  Parameter  wir  A, , Aj,  A.,  nennen  wollen. 
Es  ist  klar,  dass,  wenn  für  einen  Punkt  diese  Bezeichnung  fcstgestellt 
ist,  cs  nicht  zweifelhaft  sein  wird,  wie  man  in  einem  andern  Punkt  die 
Wurzeln  zu  bezeichnen  hat,  wenn  man  nur  von  dem  einen  Punkt  zum 
andern  gelangen  kann,  ohne  die  abwickelbare  Fläche  zu  durchschneiden. 
Sind  die  reellen  Grössen  a so  bezeichnet,  dass 

« 1 < «2  "3  < 1 » 

so  erkennt  man  leicht,  dass  die  Wurzeln  liegen  zwischen  den  Grenzen 

die  grösste  — a , und 


die  mittlere 
die  kleinste 


— «2  — 

— «3  und  — 


a 


"3 


ii 


Diese  drei  Parameter  A füliren  wir  nun  als  neue  Coordinaten  ein. 
Ausdruck  der  Coordinaten  x durch  diese  neuen  tindet  sich  leicht. 
Denn  aus  den  Gleichungen 


Der 


Xi 

2:  = 0 


(/,  = 1,  •->,  3) 


ersieht  man,  dass  die  X2  proportional  sind  den  Determinanten,  welche 
man  aus  dem  System  der  Coelficientcn  dieser  Gleichungen  bilden  kann. 
Rechnet  man  diese  Determinanten  aus  und  zieht  die  allen  x"^  gemein- 
samen Factoren  in  den  Multiplicator  p,  so  findet  sich 

Q ^i‘  = («2  — «3)  («2  — «1)  («3  — «4)  («1 4-^1)  («I  4-  ^2)  («I  + ^3) 

Q = — K — "j)  («3  — "1)  («1  — «>)  K + ("2-f  ^2)  K + 

Q x-C  = («,  — «,)  («4  — «2)  («1  — «2)  («3  + ^1)  («3+^2)  («3  + ^3) 

a ay  = — («1  — «2)  ("1  —«3)  ("2  — «3)  K + ^i)  («i4-^2)  («i4-^3) 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  zunächst 

P (.r,'^4-a-2-4-or32-f.Tj‘4  = («i—  «2)  («1—  «3)  (^1—  «4)  = ^ («!  «2  "3  "4) 

("2—  (^2~ 

(«3—  «1) 
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um!  also  durch  Differentation 

do  Z Z Xi  dxi  = 0. 

Aus  den  Gleichungen  (4)  ergibt  sich  ferner  durch  logarithmische 
Diflferentiation,  Quadrirung  und  Addition 

dh 


-\-h) 


(7)  • 'S  («. + k„)  («,• 

Setzt  man  hier  für  — seinen  obigen  Werth,  so  findet  man  das 

' Q 

Vierfache  des  Nenners  von  (3) 

4 [z  xi'^  z dxi'^  — Xi  dx,)‘^]  = £ X,  • 2-’.-  Z;,  zk  (;^7:pÄ;)  • 

Bezeichnen  wir  jetzt  den  constanten  Parameter  der  Fläche  m ==  0 
mit  A|,  so  ist 

xr 


Xi  dk/,  dl/i 


rt , -f-  A , * i“  ^ I 


also 


dXi  Y'  '*  y* 

^ rfx,  = , - K,  - i 


und  man  findet,  da 


ähnlich  wie  oben 


^ = 0, 


«,•  4"  ^1 


4 z - C = ■£. 


Xi  d l/,  d l/i 


fl.  « (^</+  ^i)  ("« + ^//) 

wo  (ll^  0 zu  setzen  ist. 

Ordnen  wir  die  hier  vorkommenden  dreifachen  Summen  nach  h und 
A-,  so  haben  wir  also  die  folgenden  einfachen  Summen  ausziiwerthen : . 


Xi' 


4.  Aj)'  («,-F1a)  («; +^i)  («i  + («■  + 

Man  sieht  sofort,  dass  die  erste  Null  ist,  wenn  k und  k verschie- 
den sind,  und  die  zweite,  wenn  h und  /runtereinander  und  von  1 ver- 
schieden sind.  Ferner  findet  sich,  wenn  wii 

(«I  + j/,)  («._>  + ^*)  (“3  + ^*)  ("1  -i-  ~ 


o 

ocr 


l/,  — l 


in 


A/,  ' 


^ («1 4"  ^a)  («1 4"  ^a)’ 

Da  mm  <U,  = 0 zn  setzen  ist,  so  findet  sicli  mit  Hülfe  dieser  Fonnein 
unsere  Differentialgleichung 
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2 _ _ _ //A  2 ^-3 

2 {CA,  + Aj  - A,)  A,  ^ {CA,-\-  A,  - A3)  ^3 


T =0, 


wo  C die  Constantc  der  ersten  Integration  bezeichnet.  Setzen  wir 
CA,  -j-  ist  auch  A eine  Constante  und  unsere  Differential- 

gleichung kann  dann  in  zwei  zerlegt  werden , deren  Integrale  wir  in 


+ f - Consl. 

JyA—K  V A.J.  J yA—h  ' 

zusammenfasseu  können.  Die  hier  vorkommenden  Integrale  sind  hyper- 
elliptische  erster  Gattung,  wie  es  bei  der  gewöhnlichen  kürzesten  Linie 
der  Fall  ist. 

Wenn  mau  in  der  Gleichung  der  verallgemeinerten  Krümmungs- 
liuien  = 0 (wo  R in  (2)  definirt  ist)  für  die  u und  x ihre  eben  ge- 
brauchten Ausdrücke  substituirt,  so  geht  sie  nach  Fortlassung  eines  nicht 
verschwindenden  Factors  über  in 


dX.^  • (IX.,  = 0. 

Daher  der  Satz: 

Durch  jeden  Funkt  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  A gehen  zwei 
Flächen,  Avelche  die  der  Fläche  A und  einer  andern  zweiter 
Ordnung  ß gemeinsame  Tangentenebene  berühren.  Jede  Fläche 
dieser  beiden  Schaaren  trifft  A in  einer  Curve,  welche  die  Eigen- 
schaft haben,  dass  die  Linien  sich  schneiden,  die  zwei  benach- 
barte Funkte  verbinden  mit  den  Folen  ihrer  Tai;genten ebenen 
in  Bezug  auf  die  Fläche  B. 


VII.  lieber  den  Obelisken  and  das  Prismatoid.  Von  den  beiden  in 
der  Ueberschrift  genannten  Körpern  hält  man  gewöhnlich  das  Prisina- 


toid  für  allgemeiner,  weil  aus  diesem  der  Obelisk  entsteht,  wenn  inan 
den  beiden  Farallelflächcn  dos  Frismatoides  gleichviel  Seiten  giebt  und 
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die  entsprechenden  Seiten  parallel  legt.  Nach  einer  brieflichen  Bemer- 
kung des  Herrn  Dr.  A.  Bauer,  k.  k.  Gymnasiallehrer  zu  Pisek  i.  B.,  ist 
es  aber  ebenso  richtig,  das  Prismatoid  als  einen  speciellcn  Fall  des 
Obelisken  anzusehen.  Wenn  nämlich  jede  der  Parallelflächen  des  Obe- 
lisken m -\- n Seiten  zählt  und  in  der  Grundfläche  w Seiten,  in  der 
hierzu  parallelen  Fläche  m Seiten  auf  blosse  Punkte  reducirt  werden,  so 
gellt  der  Obelisk  in  ein  Prismatoid  über,  dessen  Grundfläche  m und 
dessen  obere  Fläche  n Seiten  besitzt.  Für  den  Fall  //i  ==  4,  w — 3 
mögen  vorstehende  Figuren  zur  Frläuterung  dienpn,  welche  die  Grund- 
risse der  betreft’enden  Körper  darstcllen.  Schl. 


VIII.  Beiträge  zur  Kenntniss  der  Sternschnappen.  In  einer  unter  dem 
vorstehenden  Titel  der  AViener  Akademie  eiugereichten  Abhandlung 
sucht  Dr.  Edm.  Weiss  zuerst  die  Ansicht  zu  begründen,  dass  wir  in 
den  Sternschnuppenringen  nichts  anderes  als  Auflösungsprodukte  perio- 
discher Kometen  vor  uus  haben.  Er  Avurde  zu  derselben  durch  die 
cpochcinacliende  Entdeckung  Schiaparel  1 i’s  geleitet,  dass  die  Bahnen 
der  periodischen  Kometen  1HÖ2  III  und  18(50  I mit  den  Bahnen  der  be- 
kannten periodischen  Sternschnuppen  in  den  Nächten  vom  10. — 12.  Au- 
gu.st  und  13. — 14.  November  zusammenfallen.  Davon  ausgehend,  ist  es 
dem  Verfasser  gelungen,  noch  zwei  andere  Kometen  aufzufinden,  welche 
zwei  andere  periodische  Stcrnschnuppenfälle  veranlassen : es  sind  dies 
der  eine  Komet  des  Jahres  1861  (1)  und  der  unter  dem  Namen  Biela’- 
scher  bekannte ; der  erstere  veranlasst  die  periodischen  Sternschnuppen- 
fälle um  den  20.  April,  der  letztere  die  um  den  28.  November. 

Hierauf  wird  die  Wirkung  des  Durchganges  der  Erde  durch  einen 
Meteorstrom  an  den  Meteoren  des  Biela’schen  Kometen  specieller  nnter- 
bucht,  weil  diese  Meteere  unter  allen  bekannten  weitaus  die  grössten 
•Störungen  durch  die  Erde  erfahren.  Es  wird  gezeigt,  dass  die  An- 
ziehung der  Erde  den  Kadiationspnnkt  zu  einer  ganzen  lladiationsgegend 
von  beträchtlichem  Umfange  ausdehnt,  und  dass  ausserdem  noch  zahl- 
reiche Meteore  des  Stromes,  die  noch  in  die  Attractionssphäre  der  Erde 
gelangen,  ohne  jedoch  auf  sic  herabzustürzen,  in  den  Weltraum  zerstreut 
werden,  indem  sie  wieder  in  den  Anziehungsbereich  der  Sonne  gelangt, 
Bahnen  um  dieselbe  beschreiben,  deren  Umlaufszeit  zwischen  5V|  und 
390  Jahren  schwankt,  während  sie  vor  der  Störung  durch  die  Erde 
O'Yj  Jahre  betrug. 

Endlich  wird  noch  die  mehrfach  beobachtete  Thatsache  besprochen, 
dass  die  helleren  Meteore  in  der  Regel  die  entfernteren  sind,  eine  That- 
«achc , die  besonders  bei  den  bekannten  August-  und  Novembermeteoren 
bemerkt  wurde,  von  denen  die  letzteren  im  Allgemeinen  viel  intensiver 
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leuchten  und  in  bedeutenderen  Höhen  erscheinen  und  wieder  verlöschen 
als  die  ersteren.  Der  Hauptgrund  davon  liegt  nun  darin,  dass  die  Ge- 
schwindigkeit, mit  der  die  Novemberracteore  in  die  Erdatmosphäre  eiii- 
treten,  weit  beträchtlicher  ist,  als  die  der  Augustmetcore.  Die  ersteren 
bringen  daher  auch  ein  weit  grösseres  Quantum  lebendiger  Kraft  mit, 
welches  in  Lieht  und  Wärme  umgesetzt  wird,  als  die  Meteore  des 
Laurontiusstromes, 


IX.  Ein  geometrisches  Paradoxon.  Um  ad  oculos  zu  demoustriren, 
dass  das  Sdiachbret  nicht  nur  61 , sondern  auch  65  Felder  besitzt, 
sclinei<le  man  dasselbe  aus  starkem  Papier,  zerlege  es  auf  die  in  Fig.  l 


angegebene  Weise  in  vier,  zu  je  zweien  congruente  Stücke  //,  7>\  6’,  I) 
und  setze  diese  zu  einem  Rechtecke  zusammen,  welches,  wie  Fig.  2 
zeigt,  die  Grundlinie  5 und  die  Höhe  13  besitzt  also  65  Felder  ent- 
hält. — Wir  thcilen  diese  kleine  Neckerei  mit , weil  die  Aufsuchung 
des  begangenen  Fehlers  eine  hübsche  Schüleraufgabc  bildet  und  weil 
sich  an  die  Vermeidung  des  Fehlers  die  Lösung  und  Coustruction  einer 
(quadratischen  Gleichung  knüpfen  lässt.  Schl. 
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Stadien  über  rationelle  Vermessungen  im  Gebiete  der 

hohem  Geodäsie. 

(Fortsetzung.) 

Von  \ 

Frikdkich  Rohert  Helmert, 

zii  Prosdcii. 


III.  Zur  Theorie  der  Ihisisnetze. 

. 40. 

Eine  Basis,  A1>^  eines  Dreiecksnetzes  ist  immer  betrUchtlich  kleiner, 
als  die  grossen  Drciccksseitcn  und  es  entsteht  also  die  Aufgabe,  eine  der 
letzteren  möglichst  scharf  durch  Triangulationen  aus  der  Grundlinie  AD 
abzuleiten.  Man  ist  gewöhnt,  als  zweckmassigstes  Multiplicationsuetz  ein 
solches  von  der  Form  19)  zu  betrachten,  welches  ans  der  Basis  AB  eine 
erste  Vierecksdiagonale  GjCj,  aus  dieser  eine  zweite  etc.  ableitct. 

Die  letzte  dieser  Diagonalen  i.st  die  grosse,  abzuleitende  Dreiecksseite. 
Es  wird  in  der  That  auch  verhältnissmässig  leicht  sein,  ein  zur  Basis- 
messnng  passendes  Terrain  so  auszusuchen,  dass  zunächst  zu  beiden  Selten . 
der  Basis  zwei  Punkte  C liegen,  welche  weit  bessere  Fernsicht  als  die  End- 
punkte der  Basis  selbst  gewähren.  Doch  kann  auch  der  Fall  eintreten,  wo 
w’enigstens  einer  der  Endpunkte  A oder  Z?  eine  gute  Fernsicht  bietet  und 
hier  ist  es  fraglich,  ob  nicht  ein  Basisnetz  von  der  Form  20),  welches  sne- 
cessive  die  Längen  AC^  CI)j  etc.  bestimmt,  bessere  Dienste  leisten  würde, 
als  das  schon  erwähnte  Multiplicationsnetz. 

41. 

Ans  der  Basis  AB  = 2c  in  Fig.  21.  22.  23.  soll  die  gleiche  Länge 
AC  = = 2.9  = «,  wobei  AC  immer  grö.sser  als  A B genommen  werden 

wird,  mit  Hilfe  eines  oder  zweier,  der  Basis  anliegenden  Dreiecke  gefunden 
werden. 

In  dem  Dreiecke  ABP^  wo  P in  Fig.  21.  irgend  welche  Lage  auf  der 
Peripherie  eines  mit  dem  Kadius  AC  um  A beschriehenen  Kreises  erhalten 
kann,  wird  auf  die  Bestimmung  der  Länge  A P — a den  grössten  Einfluss 
ZeiJ‘i<’lirin  r.  M.'illii'nialik  u.  Plijsik  XIII,  3.  12 
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nächst  der  Winkclinessung  in  B diejenige  des  Winkels  P haben,  welche 
den  Schnitt  III.  in  der  Figur*)  gieht. 

Die  Visur  von  li  aus  schneidet  AP  am  günstigsten,  wenn  der  Winkel 
P ein  Maximum  erreicht,  d.  h.  in  dem  in  B rechtwinkligen  Dreiecke  ACfB^ 
wie  sich  leicht  beweisen  lässt.  Gleichzeitig  bekommt  der  Schnitt  III.  zu 
A(f  die  günstigste  Neigung,  nämlich  die  senkrechte.  Jedoch  ist  hierbei  die 
Genauigkeit  der  Visur  von  B aus  an  der  Stelle  sowie  diejenige  des 
Schnittes  III.  noch  nicht  die  grösstmöglicho ; sie  nimmt  zu,  je  kleiner  der 
Winkel  bei  A wird,  je  mehr  die  Seite  B P = h abnimmt.  Daher  ist  zu  ver- 
muthen,  dass  die  günstigste  Dreiecksform  nicht  sondern  die  cine.s 

Dreieckes  ist,  dessen  Spitze  P zwischen  C und  f/'  liegt,  wenn  (f’  den 
zweiten  Durchschnitt  des  Kreises  um  A mit  dem  Kreise,  welcher  dem 
gleichschenkligen  Dreiecke  ABC  umschrieben  ist,  bezeichnet.  Für  letztem 
Funkt  (Fig.  20.)  ist  die  Neigung  der  Visur  von  7>  aus,  sowie  auch  die  des 
Schnittes  III.  gegen  die  Linie  AC"  dieselbe  (ohne  Kücksicht  auf  den  Qua- 
dranten) w'ie  im  Dreiecke  ACB. 

Allgemein  ist  für  eine  beliebige  Lage  von  AP  die  Präcision  in  der  Be- 
stimmung dieser  Lange  dieselbe,  welche  sich  für  eine  bestimmende  Gerade 
senkrecht  zu  //Paus  den  Formeln  des  Abschnittes  20.  ergiebt.  Man  hat  da- 
selbst zu  substituiren,  indem  mau  jene  bestimmende  Gerade  als  Achse  der 
X betrachtet  und  wenn  w,, 

A,  B , 1*  bedeuten  , 

w'egen  Visur  AP 


w'egeu  Visur  BP  y.,  = 90" — P 


I’  ":j 

die 

Beobachtungszahlen 

90" 

/V’  = 

”1 

2«^  o7*^  ’ 

90"- 

-P 

«2 

2//’  o-  ’ 

/? 

h 2 

2 «3 

’ 

= P; 

(2.S)  = 

Damit  wird  das  (Quadrat  der  Präcision  in  der  Bestimmung  von  AP 


sv/rP-b  1 /•>  I ‘ A\ 

Mrt-  /y*w  (rh'.(ü'  ' 


//■’ 


oder  auch 


oy 


2 r* 


( //  -’  = 


1 I *2  rj  I ^ ' .1 

1 2 .('OS' P -] 2 . 

(;/,  «2  + W,  w.,  -f-  «2«.,)  S?«‘P 


cos*  />1 


r.f)) 


//-’ 


2 fid  -f-  «2  ♦ ff  ’f'os'P  -(-  4«.je-  . cos-  B)  ’ 

S(u  -’r*  (u,  siir  A -|-  u.,si)r  />ros‘P-\-  7t.^si/rP,ros-  B) 


*)  l>er  Doiitlichlioit  wogen  in  «lorscHion  nur  bei  <len  besonderen  Lagen  L’ 
und  C'  von  /'  angegeben. 


DIgitized  by  Google 


Oeodäsic.  Von  Frikdu.  Ron.  Helmert. 


IGf) 


Um  die  gUn.stigsten  Reobaclitungszalden  n bei  unveränderter  Drciocks- 
form  zu  finden,  suche  man  das  Maximum  von  für  (w,  w.,)  = Const. 

Die  Beziehungen  der  n unter  einander  werden  dabei 

(«2 -{-n^) . (« , shrJ -f  fi^sin'^Iicos^P-^ n.^ shPPcos^B)  — shrA (« , -f  w , W;,+ 

~('^i •(^*1  f^i^f'A-^-fi.^stti^Bcos'P -{-u.^sin^^Pcos'B) — sin'Bcos'^P  («,  «-{-f-n., «.j) 

~(Pt  — sin^P cos^B  («,  w.j  + Wj  W;d* 

Daraus  folgt 

O 

I I 1 ^2  ~f~  I ~f“  ^*3) 

= (shPBcos'P—  sw^A):(sin'Pcos^B  — sin‘^A) ; {shPPcos'B— shr  B ros' P) 

:(w,  shPA  -}-  «.2  B cos'  P -f-  w.,  shr  P eos~  B). 

Setzt  man  für  den  Augenblick  zur  Abkürzung 
= shP  Bcos'P=  sm^P.cos^B  = y'^,  A’(«)  = «i +«2  + ”3» 
findet  sich 

f-2cP-\-ß^ 

_ ^‘^c<l±ß'^2y^)j-Z{n).{y'^~cP-) 

3 - yi_2a2_i:-^2  - - » 

n.y  — «3  : (n,  -|-  «,«3  -f  u^  w.j)  = — ß'^  : («,  -f  n.^ß'i  -}-  «.,  y) , 

I i-r  2 3T  1 3 (y2_2«*-}-p2")*  

a» + n ß» + . ==  -1«1  («!±.^!+ ß- - «*  yl”  ßiy*)  4-  -S(«)  + ß • _ «« (^  -f  y«) ) 

' ^ ^ (y2_2a«-|-ß*j  " — ^ — • 

h ülirt  man  A = 180 — ß^==/5^-f-y^-j-2/3y  ein,  so  geht  die  l*ro- 
portion  über  in 

(;!»,-2-,,):[(-3«,''+2,,,Z(»))  (_ß‘‘  + f + ßyy  + r^o,).^ß''.^-2ßy)(^y-!+2ßy)]  = 

= 1 : [-2»,  .((J=  + }'^+|J,')  ^ -2  An) . {(ß'  + f) 

Daraus  folgt 

„ 2 _i_  9 ,,  • ßy  4_  ^ f f.  . 

= ^(«)  • ^r!^  ßy  • 

Damit  hat  man  weiter 

«, = i\») . ^ i «, = z(„) . . i 

ß^  + r^-\-yß  ^ ß'  + y'-\-yß 

2 /?2 

«1  "2+  "t  «2«3  = ^0»)  . ; 

«,  €P  -f  f,.^  ß'^  + «3  y'^  = Z{n)  :■  ^ ^ 


in  = 


i.ß^-\ry'-{-yß) 

^7i)_ 

8 (o~  C'  ’ ß'  -f-  y ' -|~  ßy 


und  endlich 


1 'J  '* 
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r>G) 


Geht  man  auf  die  ursprüngliche  Bezeichnung  zurück,  so  sind  die 
günstigsten  Beobachtungszahlcn  n und  der  ihnen  entsprechende 
Werth  von  IP 

Wj  — — () . sinBcosB  > sin  PcosP\ 

n.^  = Q . sin  A . cos  B . sin  P >jO=rj  ^ ^ 

n.j=Q,  sin  A . sin  B . cos P ) 


Zn 


sin^ H cos^ P siti^ P cos* B sin B sin I* cos B cosP  ’ 

sin*  P 


^ 8 ö)'^ . ’ shP  B . cos^  P -f-  süP  P cos^  B -j-  sin  B sin  P cos  B cos  P * 

Diese  Formeln  sind  praktisch  nicht  streng  zu  gebrauchen,  denn  für 
Dreiecke,  in  welchen  Winkel  B > 90“  ist,  wird  n^  negativ;  dagegen  ist 
für  Dreiecke,  wo  B < 90“,  wieder  «j  negativ.  Nimmt  man  daher  bei  allen 
Dreiecksformen  (Fig.  20.)  zwischen  A BC  und.  ABC\  wo  B < 90“, 
«I  sehr  klein  an,  so  geht  IP  über  in 

sin"^  P [sitP-Bcos^P  , svi^ P cos'^' B\ 

fu)  ^ h > . 

8 w'  0'  I «3  ^ n-2  j 

Unter  Voraussetzung  von  n^  -f-  = Z{n)  =■  Const.  wird  dieses  //* 

am  grössten  für 


nämlich  gleich 


«2  : «3  i Zn  — sinP  cos  B : sin  B cosP  ; sinA 


ir-  = 

8 0)“'  c* 


sin*  P 
sitrÄ 


58). 


IP  nimmt  beständig  zu,  wenn  die  Dreiecksspitze  P sich  von  C nach  C' 
bewegt  und  man  hat  insbesondere 

für  das  gleichschenklige  Dreieck  ABC 
( 

«,  = 0,  «2  = 2 Z(n)  . ros*yf  ==  -i,  . Z(n)-  n^  ==  Z{n)  — n^ 


59) 


(r 


1 //• 


2 £(11)  . . («'—<;■•') 


(O^  . «' 


dagegen 


für  das  rechtwinklige.  Dreieck  ABC' 

= 0 = 7/2 ; = W3 

//■-■  = 2 2:,.  ■ _ 

0)*  (P  {(P  — 4 cP) 

Setzt  man  weiter  für  Dreiecke,  wo  /?  ]>  90“  ist,  n^  = 0,  so  wird 
r>7*\  rro  sin*  P { sitP  A , shP  P . cos^  B\ 

+ --  ,7T  j- 


Ein  Maximum  hiervon  tritt  ein  für 


77 j : 773  ; Zpi)  = — sin  P ..  cos  B : sinA  : sin  B cosP’ 


cs  beträgt  dann 


I 01). 


Zn  shPP  , ^ 2:77  f 

8n>-r‘  suP  B 8rd^.s-  I , 


Digitized  byGoc 
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Da  Winkel  P \n  (f  einen  grössten  Werth  erlangt,  so  ist  das  recht- 
winklige Dreieck  überhaupt  bei  Annahme  der  günstigsten  Bcobach- 
tnngszahlen  n von  der  günstigsten  Form  zur  Multiplication  der 
Basis  AB, 

Obgleich  negative  Beobachtungszahlen  nicht  möglich  sind,  so  kann 
inan  doch  nach  der  Lage  von  P fragen,  für  welche  //^  aus  Glei- 
chung 56)  ein  Maximum  wird.  Man  erkennt  dann  einestheils,  wie  viel 
Verlust  an  Genauigkeit  eintritt,  indem  man  eben  die  negativen  w-Werthe 
mit  Null  vertauscht,  anderntheils  aber  hat  die  Untersuchung  noch  die 
praktische  Bedeutung,  zu  der  günstigsten  Dreiecksform  unter 
Annahme  gleicher  ;i,  «i==w.»  = «3,  zu  führen,  wie  Gleichung  62) 
später  zeigen  wird.  Um  also  das  Maximum  von  //*  für  veränderliche 
Lagen  P (immer  unter  Voraus.setzung  von  AP  — a — 2s  — Const.)  zu 
suchen,  bringe  man  //*  zunächst  auf  die  Form 

//*  ==  : (fi'cot^P  -f-  4r^  . P — (P  -}-  2ac  cos  B cos  P . csc’^ P). 

^ (O 


Durch  Differentiation  nach  Kund  K,  wobei  zu  bedenken  ist,  dass 

sin  B : sin  P = a : 2c  , 

findet  man  die  Bedingungsgleichung  für  das  Max.  von  //’ 

8rtc- 


0 = 


4 c . cos  B cos  P — a siir  P. 


a * -f-  4e^ 

Werden  mit  x,  z und  k folgende  constructiv  leicht  darstellbare 
Grössen  bezeichnet,  nämlich 

a:  = — 2 c cos  B = B M,  y = a cos  P — M K,  z = a sin  P = A M 


k = 


2 nc 


, = AF.  wenn  AF  senkrecht  zur  llynotenuse  NB  des  in 

j/«-’ -f  Ic'^ 

A rechtwinkligen  Dreiecks  .4  Z>  A genommen  wird,  so  geht  obige  Gleichung 
über  in 


+ 


.2 


und  da  b — y — .r,  sowie  c*  -}-  a;^  ==  4 c*  ist,  so  wdrd  daraus 

A - — 2 c*  2 c*  iP  — 4 c' 

woraus  x sich  rasch  ausprobiren  lässt. 


Betrachtet  man  x und  5 + als  Veränderliche,  so  erhellt,  dass  x 

cc 

rasch  zunimmt,  wenn  K von  C nach  C'  geht,  dagegen  ändert  sich  ^ “h  2 
fast  gar  nicht: 

Für  C'  hat  man  a;  = 0,  b ~ = b = }/ — 4 c^  = //  = BC\ 

■ Zt  ^ 
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für  C"  wird  sin  P = —vr  V , cos  P — .7- 

(r  a~ 

(ebenso  gross  wie  für  wenn  es  die  Lage  6’  hat), 


2 o' 


2f 


a:"=  h=P>C'  = 


O 4 

fl'  I C' 


X 


(I 


a 


•>  .1  .*» 

a-  — .>  c~ 


a 


Wahrend  nun  der  Werth  x “f“  ^ ^ Null  ist,  erreicht  er  für 

C einen  Betrag,  grösser  als  (A*  — ^^c?')\  es  wird  nämlich  für  C' 

\ 2/  I a*  I <r  («*-}- 4 c*) 

was  in  praktischen  Fällen  stets  positiv  ist. 

Zwischen  Cf  und  C"  muss  daher  dasjenige  P liegen,  dessen  entspre- 
chendes X obige  Gleichung  erfüllt.  Der  Werth  dieses  x kann  näherungs- 

X 

weise  dadurch  angegeben  werden,  dass  man  oben  für  ^ -f-  " diejenige 

X 

Grösse  substituirt,  welche  6 ~ für  C'  oder  C"  anniranit.  Die  erstere Sub- 
stitution giebt  a*  zu  klein,  die  letztere  zu  gross: 

2 c*//«*  — ^ _ 2 (fP  — 4 C-)  a 

,, i + 4 c^^  ‘ -f  4 C-)  - 3 6*2)’  ' ^ 

Der  Unterschied  dieser  Grenzen  ist  nicht  von  Belang,  inan  erhält 
z.  B.  bei  = As'  = 12 

0,35  c < .r  < 0,.38  c ; 

bei  u'  = 1 Ä*  = 46c*  aber  x = 0,28  c aus  beiden  Grenzen. _ 

In  Fig.  21.  ist  P so  gelegt,  dass  für  Dreieck  ABP  H'^  ein  Maximum 
wird  und  dazu  gesetzt  worden 

^ 2 c*  . (rt*  — 4 c*)  rt  a / 2c,  h'  V* 

-}-  4 c’0~ («'~  3c^  ~ ”2  ‘ \BN  . JTc)  ’ 
welcher  Werth  sich  ohne  Mühe  coustruiren  lässt. 

Berechnet  man  endlich  //*  für  das  gleiclnschenklige , das  rechtwinklige 
niul  das  günstigste  Dreieck,  so  ergiebt  sich 

bei  tr  = 12  c*  resp. 


//■*’  = 


M.al  , mal  ; 


*)  K»  ist  also  {B  C)  . {^Il  Cf  ) — (5’ 6’*)*,  BCf  von  IK'  und  liC'  das  geometrische 
.Mittel. 

,r  ist  hienmeli  iimner  kleiner,  als  die  l’rojeetion  A U'  von  AB  — c aut' 
A (y  ; .»•  AU. 


(fcodäsit*.  Von  Fkikdu.  Kor..  IlKUiKur. 


1()D 


bei  = 4Gc* 


vesp. 


}p  = 


0} 


2:{u)  - 1 , 

1U81’  9(U) 


1 , 1 
- ' •JS'i 


Diese  Ziisainmenstelluiij'  zeigt,  wie  gering  der  Verlu.st  ist,  welchen 
mau  erleidet,  indem  das  rechtwinklige  Dreieck  für  dasjenige  der 
günstigsten  Form  — aber  wegen  z.  Th.  negativer  n unmögliche  — substituirt 
wird,  denn  cs  bietet  mit  demDrciecke  der  günstigsten  Form  fast 
gleiche  Genauigkeit. 

Bisher  war  immer  vorausgesetzt  worden,  dass  dieAVinkel  des  Dreiecks 
auf  die  rationellste  Weise  nach  den  günstigsten  Beobachtungszahlcn  beob- 
achtet werden.  Nimmt  man  indess  jeden  Winkel  gleich  oft, 

£(n) 

“3"’ 


u.  = = tu  = 


so  geht  über  in 


sin  ‘ P 


<*.)\  IM  2 __  

IGw'c'  ’ sin' li COS' P sin* P COS' D sin  P cos  D sin  P cus P ’ 
also  von  dem  Werthe  bei  günstigsten  n ungefähr  die  Hälfte 
nur.  Da  das  veränderliche  Glied  in  //'  völlig  übereinstimmt  mit  dem- 
jenigen von  H'  aus  Gleichung 56),  so  ist  — wie  schon  früher  angedeutet  — 
die  Rechnung  auf  ISeite  1G7  — 1G‘J  zur  Bestimmung  der  günstigsten  Form 
des  Dreiecks  auch  für  den  Ausdruck  der  Gleichung  G2)  gültig,  nur  ist  das 
Dreieck  der  günstigsten  Form  P>  P Fig.  21.)  im  jetzigen  Falle  nicht 
mehr  praktisch  unbrauchbar,  wie  sich  zufolge  der  Werthe  der  n von 
selbst  versteht.  Das  rechtwinklige  Dreieck  giebt  II'  genau  halb 
so  gross  wie  in  Gleichung  CO);  dagegen  giebt  das  gleichschenklige 
Dreieck  die  Formel 


IP  = - 


Z{n) 


C') 


tu- 


Dieser  Werth  ist  für  «*  = Die’  II'  = 


_ ■■ 

«•  (a  ‘ — 2 a ' c'  -j-  1 f ') 

:^(n) 
w-  c- 
A'i;/) 


für  a'  = 4Gf*  II' 


fd‘  c* 


1 

135  ’ 
1 

2073 


d.  i.  ebenfalls  nahezu  nur  die  Hälfte  des  früheren  Werthes. 

Nach  diesen  Erörterungen  möge  nun  zu  derjenigen  Form  des  Multi- 
plicationsnelzes  übergegangen  werden,  welche  zunächst  aus  Ali  eine  erste 
Diagonale  Cj  V.,  (Fig.  21.  22.  23.)  ablcitct. 


40 

Die  gün.stig.ste  Form  der  Dreiecke  eines  derartigen  Netzes  ist  ofl’enbar 
die  gleichschenklige;  ihr  entspricht  (Fig.  21.)  der  Rhombus  A H (\C.y 
Jedoch  werden  sehr  häufig  auch  andere  Formen  vorkomineii  uud  es 
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können  Fig.  22.  und  23.  als  Grenzformen  angesehen  werden,  zwischen 
denen  sich  jene  bewegen. 

Im  Anschluss  an  Fig.  21.  hat  man  in  dem  allgemeinen  Ausdrucke 
für  aus  Abschnitt  20.  zu  setzen,  um  das  Quadrat  der  Fräcisiou  in  der 
Bestimmung  der  Längen  V^G  und  C.^G  zu  erhalten. 


wegen  Visur  AC^  Aj*  = yi=30®  — q> 


wegen  Visur  A.>*  = 
wegen  Winkol- 


72- 


: 00" 


(1.2)  = 2^  = <^.IC,i5 


(p 


Ainkol-  ) . 

r in  C,  i 


2 sin  * <p 


•I  •! 

0)‘  C' 


n. 


^3==  0 (1.3)  = (2.3)  = 90"-(p, 


messung 

wobei  = n.t  als  selbstverständlich  cingeführt  wurde. 

Mit  diesen  Werthen  gehen  über  Z’(A‘y//i'-y)  und  (l:iV)  in 


n, 


2^(/rsin'^y)  — . si/rg?  cos^(p:  (1 : A)  = 

c*  w 

und  es  wird  für  C\G,  ebenso  für  C.^G 

r,->  (n,  2n,^)  sin*<p 


«,  (n,  -f  2«.,) 


w * 


siirg)  cos'(p , 


daraus  folgt  das  Quadrat  der  Präcision  in  C,  6'.,,  der  abgeleiteten  Diagonale 

(//,  -j-  2;/.;)  sin*(]^  __{"i  + 

■ ■ ■ 2 c-~ ' 2 4-  .s-')  ‘-i'  • 


Ö3)  //■••’  = 


Erscheint  die  Basis  um  die  Mitte  G gedreht  und  zwar  soweit, 
«lass  je  ein  Winkel  au  der  Basis  in  jedem  Dreiecke  00"  wird,  wie  in  Fig. 22., 
so  sind  zu  substituiren 

n. 


wegen  ./r,  A|-  = 7i  ==  ao"  — if< 

wegen  HC,  h.;‘  = }•,  = ß,  + ^ 


(O' 

2«,  c' 


wegen  Schnitt  III.  h.y  = y-,  = 90"  — ^ - ß^  '(2 . 3) 


(1.2)  = 90"  — /3, 

(1.3) ==f3, 

: 90". 


Damit  hat  man 


//,  eos'  -tjf 
2A,^  (o’ 

+ 

n.>  sitr  ((5,  -j-  ilj) 

2 f/ , ' 

+ 

w, cos'ßf 

/if  n.f  c'  siti'  ß, 

+ — - 

•l  </j  * ^ oj- 

Oj*  Aj^  oj' 

•»  • •»  *1 
u^'  w* 


(1  : N) 

«las  Quadrat  «1er  Präcision  für  C\G  (und  C.,G) 

jpi  ^ <•*  1 ''  2 + " I ''s  + '•  2 


W 


, also 


o)‘^  . rtj*  ’ cos'^il)  -|-  n.,h^'^  sitr  (ßf  -j-  ^f;)  -j-  1 n.^tr  cos^  (p  -}-  ^,) 

Da  hierin  der  besondere  Werth  von  noch  nicht  cingeführt  ist,  kann 
diese  Formel  auch  auf  Fig.  23.  für  AC\,  resp.  AC.,  Anwendung  finden,  in- 
dem man  ^l>  — 0 nimmt. 
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Zunächst  ist  für  Fig.  22: 


= .V*  — c';  n{'  = s'  + 3c’^;  co.v  t/;  = ; «><  (|3,  + t^)  = “ 

O f « I o 


sin  ßf 


f>\  , 2c  , \ c f>\ 

; cos /?!=—;  cos  (^,  -f- t^)  = 


(I 


«I 


s a. 


somit 
H'  = 


fO 


2c*  , s^ 
2 /■Ö2 


«,  w.^  -|-  w,  /I.,  -}-  ''•> 


(s^  — c*)  ■ «,  (s>  -f-  3c-)‘  + n.,  (s*  + c-)^  + 1;/;,  c 


.1 


Das  Quadrat  der  Präcision  für  ist  wieder  nur  die  Hälfte 

hiervon , //'^  = 


Gi) 


2 ’ 
c^  s2 


«,  Ti. 2 -f"  «I  W;,  -j-  «2  ”2 


(o^  (s^  — c'*)  ’•  //,  (s*  -f“  3c*)  - -f-  n.t  (s-  -j-  c*)  ' -}"  “Iz/j  c‘ 
Bezüglich  der  Fig.  23.  hat  man  in  der  Formel  für  //*  auf  voriger 
»Seite  zunächst  die  Indices  1 an  a und  b mit  2 zu  vertauschen,  sodann  aber 
zu  substituiren 

s , 2c 


= ^ ; «2  ~ 1 tfr  = 0;  sin  ß. 2 = — ; cos  ß^  = 


«.» 


es  w’ird  hiermit,  ähnlich  wie  oben,  für  C\C.2 

p-x  xri^!t  »I  n-2  + n,  + ^2  »3 

^ co^  ’ «j  (s‘^  -J-  dc'^)  * “h  1^'*:j 

Werden  in  jedem  Dreiecke  die  drei  Winkel  gleich  oft 
beobachtet,  und  setzt  man 

2 (wj  -{-  n.,  -f-  «3)  = 6«  = 2^«,  so  werden 

Hn  . c* 


66) 


für  Fig.  2 1 . /f  * ^^.2  ^ 2 2 1 


für  Fig.'22.  fH 


für  Fig.  23.  //'- 


£n 


*r  •> 


4 (0^  * (s^  — c^)  (s‘  -j-  4c‘  s*  -{-  7c‘)  ’ 


Zn 


4 ü)'^  ’ s*  -|-  16  c*  -f-  4c^s^  ’ 
d.  h.  cs  ist  Fig.  21.  günstiger  wie  Fig.  22.  und  diese  günstiger  als  Fig.  23. 


43. 

Die  Werthe  von  B''  können  bedeutend  vorgrössert  werden  — unter 
Voraussetzung  gleicher  Mühe,  Zn  — Const.  — wenn  die  Beobachtungs- 
zahlcn  so  verschieden  genommen  werden,  dass  B"^  einen  Maximalwerlh 
erreicht. 

1)  Für  //'•  aus  Gleichung  63),  zu  Fig.  21.  gehörig,  nehme  man 
n^  — n.2  sehr  klein,  also  Zti  — 2;i.j  nahezu, 
und  hat  damit 

c^\  jn  _ * 

2 ca’-*  (c’-*  -}“  ' 

d.  i.  gegen  den  Werth  aus  Gleichung  66)  das  Doppelte. 
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2)  Für  aus  Gleichung  64),  zu  Fig.  22.  gehörend,  ist  die 
Kechnung  schwieriger.  Hinsichtlich  der  n gleicht  nun  Ausdruck  64)  völlig 
dem  zweiten  der  Ausdrücke  55),  es  lassen  sich  daher  die  daselbst  gewon- 
nenen Resultate  übertragen,  wenn  man  setzt  für  6i/r  *4,  dort  ct^  genannt  im 

weiteren  Laufe  der  Rechnung, 

y/  = «^  = (s*  -f-  3 c^)  ferner 
sin-  D cos"^  P — — (.s*  -f-  r-)^;  siiPP  . cos-  D = = 4c’. 

Die  daselbst  angegebene  Relation  «*  = ß'  -}-  y--{-2ßy  bleibt  auch  hier  gütig. 

Man  bemerkt  nun  sofort,  dass  für  das  Maximum  sich  negativ  er- 
geben wird.  Nimmt  mau  daher  a,  =0  (oder  sehr  klein),  so  giebt  Glei- 
chung 64) : 

(O^  {s- f*)  l «3  n.2  J 

Sucht  mau  jetzt  das  Maximum  für  //"-  bei  2 (n.j  -f~  '*3)  = — Gunst., 


so  erhält  man  die  Relation  zwischen  //j  ^”>d  «3 


(s^  -f“  ^')  • — ^<3  • > j J£n  = 


und  es  wird 


c-  s- 


' ^ 2co'^  * {s^  -f  3c'0 - 


3)  Verfährt  man  mit  aus  Gleichung  65)  so,  wie  mit  JJ  - aus  Glei- 
chung (51),  dann  Hndet  mau  ebenfalls  einen  negativen  Werth  von  //,  für 
ein  Maximum  von  //'•.  Man  wird  dem  entsprechend  U|  sehr  klein  nehmen. 
Für  //|  ='(^  giebt  Gleichung  65) 


nV) 


Dieses  wird  ein  Grösstes,  w-enn  zwischen  n.,  und  die  Relation  statt- 
lindet 

s-  : 1 c‘  = W3  : n.t  ; 


s * -f  4c  ‘ 


2e- 


UlK 


1 


also  ün  = 2(//.j  -f"  ''3) 
rn\  rn  — 

’ l>w'  • (s‘  + ‘ ■ 

Die  Weithc  von  H'-  der  letzten  beiden  Gleichungen  sind  ungefähr 
doppelt  so  gross,  als  diejenigen  für  dieselben  Figuren  aus  Gleichung  (5(5), 
IJebrigens  sieht  man,  dass  clen  wesentlichsten  Einliuss  auf  die  Bestimmung 
der  Länge  C’,  L\  = A(\  wie  hei  nur  einem  Dreiecke  an  der  Basis,  die 
Winkel  hei  6',  und  Ct  haben. 


DIgitized  by  Google 
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OcodHsie.  Von  FuiKDK.  Roh.  Hklmkkt. 


• S.  V^vv.  . 


41. 

Um  einen  Ueberblick  über  die  Resultate  zu  erbalten,  möge  eine  Zu- 
sammenstellung der  H und  II'  folgen  und  zwar  für  zwei  versebiedene 
iJiiigeu  von  t’i = AC  = 2s  = fi  : 

1) 

wird  einer  kleinsten  Multiplicat  ion  dcrllasis26*  entspreeben  und  man  bat  dafür 

Verhältnissu 
iler  pfiinstif^sten 


Zh 

//i  c=  inultipHcirt  mit 

ÖJ-  c' 


1)  Kill  Dreieck. 
Gleichsdienklij^e.s  Dreieck 
Keclitwinkliges  Dreieck  A/W 
Günstigstes  Dreieck  AI/J* 

2)  Zwei  Dreiecke. 
Kliombischc  Form  (Fig.  21.) 
Form  von  Fig.  22. 

Form  von  Fig.  23. 


;i,  = 


V 135 
3 


günstigHtc  /i. 
1 


Via 


V. 


V., 

*/l5 


US 


’/V. 

'Ah 

'.4 


0 

0 


0 

0 

t) 


n.^ 

17 

0 


0 

17 

29 


83  ; 
100 


50 

33 

21 


2^/1 

100 

100 


100 

100 

100 


Ilierin  ist  = 100  gesetzt  und  bedeutet  bei  einem  Dreiecke 

(wj  -|-  //.,  -f"  bei  zwei  Dreiecken,  da  sic  doch  jenem  cntspiecben, 

2(«,  ».j  -}-  «3). 

Es  sei  Nveiter  2)  s^  = ll,5<r,  einer  grössten  Multiplication  der  Basis 
cutspreebend : 

1)  Ein  Dreieck. 

Mas  gleichschenklige  Dreieck  'Aina 

Du»  rechtwinklige  Dreieck  Vm»* 

Günstigste  Form  .-il/P  '/intj 


Goefficicnteii  von 


Zu 

(0*  C* 


Günstigste  u: 


n ungleich. 
1/ 

/ o*-i 

'Aw. 


V62.-> 

'477 
I ' 

. 777 


’/aia 

'4-3 

'/I.O 


L’(«) 


0 : 

5 : 

95  : 

100 

0 : 

0 ; 

100  ; 

100 

0 : 

0 : 

.50  : 

100 

; ^ • 

7 : 

43  : 

loo 

i 0 : 

13  ; 

37  : 

100 

6’,  6’.,  immer  günstiger  aus 


2)  Zwei  Dreiecke. 

Khombische  Form  (Fig.  21.) 

Form  von  Fig.  22. 

Desgl.  für  Fig.  23. 

Die  Tabelle  lebrt: 

„Man  bestimmt  1)  die  gleicbe  Länge  AC 
zwei  Dreiecken  als  aus  nur  einem  Dreiecke.  2)  Dabei  sind  im  cistern 
Falle  Formen,  wo  die  Basis  gegen  ihre  Lago  im  Falle  der  rein  rboiubiscben 
Form  nur  gedrebt  ersclieint,  wesentlich  günstiger,  als  solcbe,  bei  welcben 
ilie  Basis  in  ihrer  Richtung  verschoben  ersebeint.  3)  Die  Winkel, 
welche  der  Basis  gegcnüberliegen , sind  die  eigentlich  maassgebende. n 
der  Bestimmung.  “ 

45. 

?]s  möge  nun  noch  die  Frage  erörtert  werden,  wieviel  man  (vcrgl. 
Fig.  l‘>.  und  20.)  einzelne  Dreiecke  oder  Rhomben  anzuweiiden  bat,  um 
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eine  grössere  Länge  aus  der  Basis  AB  bei  gleicher  Mühe  am  genauesten 
abzuleiteu. 

Ist  mj*  das  Quadrat  des  mittleren  Fehlers  der  ersten  abgeleiteten 
Seite , so  wird  für  die  nächste  abgeleitete  Seite 


5“ 


,2  ’ 


tn.r  = -f- 

' ' c‘ 

wo  der  erste  Summand  wegen  der  fehlerhaften  Winkelmessung  bei  Ab- 
leitung der  zweiten  Seite  aus  der  ersten  und  der  zweite  Summand  wegen 
des  Fehlers  Wj  in  der  letztem  angesetzt  worden  sind.  Selbstverständlich 
ist  dabei  Voraussetzung,  dass  die  zur  Verbindung  der  ersten  und  zweiten 
Abgeleiteten  dienende  Figur  derjenigen  ähnlich  sei,  welche  zur  Her- 
leitung der  ersten  Abgeleiteten  aus  der  Basis  diente. 

Allgemein  ist  für  eine  /He  Abgeleitete  das  Quadrat  des  mittlern  Fehlers 


tn. 


70) 


m, 


und  nennt  inan  S die  Länge  der  /Hen  Abgeleiteten,  so  ist  dabei 

ö"- 

1)  Für  das  rechtwinklige  Dreieck  folgt  aus  Gleichung  ßl)  u.  62) 


*> 

,v* 


W, 


‘ 2/7’  lan'P' 

wo  £ = 4 0)^  oder  8 o>‘  ist,  je  nAchdem  man  die  günstigsten  n oder 
gleiche  n annimmt. 

Damit  wird 


m 


2 


• icO  ■ 


P — V ' j 

2.H  tan' 

Bezeichnet  man  nun  mit  N — p . Zn  die  Summe  aller  Winkcliues- 
sungen,  welche  constant  zu  bleiben  hat  für  dieselben  c und  5,  und  führt 
man  in  hiernach  ein 

Zn  — 

ferner 


P 

.S- 


^ '(Ä)  • 

wo  / den  log.  nat,  bedeutet,  so  geht  über  in 

dtn  ~ 

wird  ein  Minimum  für  = 0,  d.  i.  für 

oP 


m, 


COS'  P 


l 


Sin  P 
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Diesem  entspricht  P = 27”,  s = 2,20c  d.  h.  das  rechtwinklige 

Dreieck  ist  am  günstigsten,  wenn  die  Hypotenuse  A(^  von 
der  bekannteuKathete (Basis)  das  2,20fache  beträgt.  Eh  ist  dabei 


m 


('  Fc)' ! 


i , S‘  ( s 

Für  R = 22®  wird  y«p2  ==  jy  V grosser, 

ftir  P = 32®  tritt  an  Stelle  der  Zahl  (0,80)*  im  Nenner  von  nip^  (0,79)^, 

Tür  P = 45®  und  P = 13®  aber  (0,69)^. 

Man  erkennt  daraus,  dass  alle  Dreiecke,  deren  Winkel  P 
(d.  i.  Winkel  C)  zwischen  45®  und  13®  liegt,  nahezu  die  gleiche, 
nämlich  die  Maximalsicherheit  bieten. 

2)  Für  die  rhombische  Form  des  Netzes  ist  nach  CG)  und  G7) 

1 c- 

£n 


m,* 


2 jn 


5m  ‘ (p  ’ 


wo  ( oder  ist,  je  nachdem  die  n gleichw'erthig  oder  die  gün- 

stigsten sind.  Aus  Gleichung  70)  folgt  hiermit 

c^ 

£n  ’ sin^  (p  ' ^ \ c'  / ’ 


oder  auch 


w. 


""  |nf”  ('  Ä)  } ■ ^ 9f, 


nnd  bezüglich  <p  wird  dieses  ein  Minimum,  wenn 

1 = cos  2<p  . l colan  q> , 
d.  i.  2y  = 33®. 

Das  rhombische  Multiplicationsnetz  ist  daher  am  gün- 
stigsten, wenn  die  Winkel,  welche  der  bekannten  Diagonale 
(Basis)  gegenüber  liegen,  33®  betragen.  Die  Multiplication  be- 
trägt dabei  in  jedem  Rhombus  etwa  das  ^fache. 

Der  entsprechende  kleinste  Werth  von  nip^  beträgt 

lan^  2(p  , N \ 2 c/ 


tn. 


oder 


m. 


__  £ . / S Y 

~ V ¥c)  ' 


Da  nun  r = 4 /,  so  ist  zwischen  den  kleinsten  Werthen  von  nip^ 
für  die  Netze  aus  rechtwinkligen  Dreiecken  und  Rhomben  die  Relation 
vorhanden  : 


, 2 _ /"o,8oy^  1 

^ \0,G5/  ■ '4  * 


tn 


p » 


oder 


/ O 

m ,1* 


4 

11 


m 


p > 
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wo  m fi'  sich  auf  das  Uhoinhcnnetz  bezieht.  Man  sieht  daraus,  dass 
es  sehr  unvort heilhaft  ist,  „Dreiecke“  und  nicht  Rhomben 
zu  nehmen. 

Für  2q)  = CO**  wird  in  aus  dem  Divisor  (0,Cö)' 

(0,48)-', 

für  2<p  ==  50*’  ebenso (0,5i))-. 

Interessant  ist  für  letztere  Grösse  von  dass  sie  der  jenigen  Rhomben- 
forin  entspricht,  für  welche  ein  Min.  ist,  ohne  Rücksicht  auf  die  Mühe. 
Schreibt  man  nämlich  in  der  Form 


m. 


(E  52  1 

' Z}7~  ■ .icoi  (p) 


so  wird  dieses  ntp"^  bei  constantem  Zfi  und  veränderlichem  (p  ein  Min.  für 
2 (p  — ,50**,  doch  ist  dabei  die  Mühe,  entsprechend  der  Gesammtz.ahl 
N = p . Zn  aller  Winkehncssungcn , veränderlich  mit  der  Zahl  der 
Dreiecke. 


4G. 

Man  könnte  noch  manche  ähnliche  Retrachtung  über  die  Basisnotze 
anstellcn.  liier  sei  nur  noch  ein  wichtiger  Punkt  erwähnt.  Die  vorher- 
gehenden Berechnungen  zeigen  nämlich,  dass  in  jedem  Basisnetzc  ge- 
wisse, als  ,, raaassgebende  Winkel“  bczcichnete  Winkel  hervorragenden 
Einfluss  haben,  auch  dann,  wenn  alle  Beobachtungszahlen  gleich  ge- 
nommen werden.  Es  kann  daher  auch  nicht  davon  die  Rede  sein,  dass 
das  Resultat  ein  wirklich  aiisgeglichenes  ist,  denn  die  maasgebendon 
Winkel  unterdrücken  sozusagen  den  Einfluss  der  anderen.  Dem  lässt  sich 
allerdings  abhelfen,  wenn  man  die  maassgebenden  Winkel  wenig,  die  an- 
dern oft  beobachtet,  also  gerade  nicht  so  verfährt,  wie  es  bisher  als 
rationell  bezeichnet  worden  ist.  Abgesehen  von  der  Ungereimtheit,  die 
darin  liegt,  erzielt  man  dadurch  doch  nur  soviel,  dass  das  Pmdresultat  aus 
etwa  zwei  Einzelresnltaten  sich  bestimmt.  Daher  ist  es  jedenfalls  zwcck- 
mä.ssiger,  die  maassgebenden  Winkel  auf  die  feinste  Art  zu  ermitteln,  sie 
vicdleicht  mit  mehreren  guten  Theodoliten  zu  beobachten , kurzum  dafür  zu 
sorgen,  dass  in  ihnen  selbst  schon  ein  sicheres,  weiterer  Ausgleichung 
nicht  bedürftiges  Resultat  vorliegt. 

Anhangsweise  sei  ferner  bemerkt,  dass  Richtiingsboobachtungen 
(insbesondere  bei  dem  Rhombusnetze)  Anwendung  finden  könnten.  Be- 
sonderer Untersuchung  bedarf  dieser  Fall  nicht,  eben  darum,  weil  die 
maassgebenden  Winkel  den  grössten  Einfluss  behaupten,  sodass  in  das 
Resultat  der  Character  der  Richtungsbeobachtungen  wenig  eingeht  ^). 


*)  Kinige  Bemerkungen  über  günstigste  Basisnetzc  linden  sich  auch  in  dem  Vor- 
wort von  Strii  VC  zu  der  Knnittelung  des  Höhenunterschieds  zwischen  dem  Schw.nrzcn 
u.  Kaspischen  Meere  etc.  von  Fuss,  .Sabler  u.8awitseln  Petersburg  1840.“  Seite IX.  u.f. 
Besonders  umfas.send  sind  aber  diclJntersuchungen  hierüber  in  dem  Werke : „die  kleine 
Speycrer  Basis“  von  F.  M.  Sehwerd  1822. 
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IV.  Ueber  die  ^iiiistii;^stc  Vertlieiliing  der  Han |d punkte  eines 

j?rosseii  1)  reieeksnetzes. 

47. 

Es  kann  nicht  die  Aufgabe  dieser  Arbeit  sein,  über  die  Grösse  der 
Entfernungen  benaclibarter  Hauptpunkte  ebvas  Maassgebondes  anzufübren, 
ebenso  wenig  wie  im  vorhergehenden  Ilauptabsclinitte  die  wirkliche  Länge 
(lerliasis  in  den  Kreis  der  Retraclitungen  gezfigen  wurde.  Bessel  empfahl 
möglichst  grosse  Distanzen,  Struve  fand  Distanzen  von  3 bis  4 geogra- 
phischen Meilen  als  die  praktisch  zweckmässigsten,  namentlich  hinsichtlich 
clor  Schnelligkeit  der  Messungsarbeit  und  der  Elimination  der  Latcral- 
rcfraction. 

Man  scheint  indess  im  Allgemeinen  der  Ansicht  zu  sein,  die  grösste 
Genauigkeit  durch  Verbindung  möglichst  weit  entfernter  Nachbarpunkte 
erreichen  zu  können,  und  lässt  das  Terrain  in  gewissen  Richtungen  La- 
tcralrefraction  . vermuthen , so  sucht  man  ihren  Einfluss  durch  Oontrol- 
verhindungen  zu  mindern.  Ist  die  Messung  Theil  einer  Gradmessung,  so 
ist  sicher  dabei  auch  der  Zweck  ,, geringsten  Kostenaufwandes“  erreicht; 
triangulirt.  man  aber  nur,  um  die  Grundlage  einer  Landesvermessung  zu 
erhalten,  so  geben  Punkte  in  kurzen  Distanzen  mei.st  ausreichende  Ge- 
nauigkeit bei  weniger  Gesammtkosten. 

Folgenden  möge  der  in  neuerer  Zeit  häufigste  Fall  der  Com- 
bination  beider  Endzwecke  durch  eine  einzige  Triangulation  festgehalten 
werden.  Diese  muss,  soll  sie  möglich.st  vortheilhaft  sein,  die  Lage  einer 
grossem  Anzahl  gleichmässig  vertheilter  Punkte  zu  ermitteln  suchen.  Es 
batte  einestheils  keinen  Sinn,  im  Allgemeinen  eine  andere.  Vertheilung 
anzunchmen,  anderntheils  erleichtert  aber  die  gleichmässige  Vertheilung 
'1er  Punkte  ihre  gleichmässige  Bestimmung,  sow'ic  auch  diejenige  der 
Punkte  zw'eiter  Classe.  Unter  ,,gleichmässiger  Bestimmung“  ist  dabei  eine 
solche  zu  verstehen,  welche  nicht  nur  Punkte  in  gleicher  Entfernung  von 
der  Basis  gleichgonau  angiebt  (also  mit  gleichem  M ermittelt),  sondern 
auch  jeden  einzelnen  Punkt  gleichmässig  nach  allen  Richtungen  bestimmt 
constant).  Wenn  sich  überhaupt  eine  Triangulation  dem  entsprechend 
vornehmen  lässt,  so  ist  es  gewiss  diejenige,  deren  Nachbarpunkte  zu  regel- 
niassigcn  Figuren  verbunden  werden  können. 

4ft. 

Kann  man  alle  Nachbarpunkte  in  gleiche  Entfernung  legen,  so  erhält 
U)an  als  Grundfigur  des  Netzes  das  gleichseitige  Dreieck.  I^ieser 
Grnndfigur  steht  am  nachstcMi  d;\s  (Quadrat  mit  zwei  Diagonalen, 
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Weitere  Grundformen  giebt  es  nicht.  Denn  ist  AB  CD  . . . (Fig.  24.)  eine 
solche  Grundform,  also  ein  reguläres  «-Eck,  innerhalb  dessen  keine  Nctz- 
punkto  Hegen,  so  mu.ss  der  Winkel  des  «-Eckes  sich  im  Umkreise  jeder 
Ecke  {Bz.  B.)  eine  ganze  Anzahl  Male  auftragen  lassen,  weil  jeder  Punkt 
Theil  ist  von  mehreren  Vielecken  gleicher  Form.  Das  giebt 

2;i  4 

= einer  ganzen  Zahl , 


n 


oder 

für 


« — 2 


= einer  ganzen  Zahl , was  nur  möglich  ist 
« = 3,  4 und  6. 


Das  reguläre  Sechseck  giebt  durch  die  zu  seiner  Construction  nöthigeu 
Diagonalen  ein  dem  Netze  aus  gleichseitigen  Dreiecken  verwandtes  Netz. 
Es  bleiben  hiernach  nur  die  erwähnten  zwei  Grundfiguren  übrig. 

Bei  gleicher  l^unktzahl  auf  gleicher  Fläche  sind  die  Distanzen  be- 
nachbarter Punkto  für  beide  Grundfiguren  ziemlich  gleich;  denn  indem 
einem  (Quadrate  immer  etwa  zwei  Dreiecke  entsprechen  werden , muss 


= 2 5;^ 


= 0,9.3  i’rf 


sein,  wo  Sq  die  Quadratseite,  die  Dreiecksseite  bedeuten. 

Die  in  der  Praxis  vorkommenden  Netzformen  werden  aber,  falls  nicht 
besondere  örtliche  Verhältnisse  cs  hindern,  zwischen  dem  Quadratnetze 
und  regulären  Dreiecknetze  schwanken.  Es  ist  daher  im  Folgenden  ein 
Vergleich  beider  Grenzfälle  dahin  ausgeführt  worden,  welcher  von  beiden 
das  Verhältniss  entsprechender  Seiten  der  Grundfiguren  am  genauesten 
„bei  gleicher  Mühe“  angiebt. 


49. 


Im  Anschluss  an  Fig.  2.').  sei  ABC  ein  im  Innern  des  Netzes  gelegenes, 
gleichseitiges  Dreieck.  Die  Messung  von  BAC  = a und  ABC 
= ß giebt  für  die  Gegenseiten  BC  — a und  AC  — h 

a 
b 

die  Grösse  des  Fehlers  in  — bezeichnet,  welcher  den  Winkelfehlern  d ct 
und  dß  entspricht. 


a shi  a , . , / 
= wobei 

h sw  p \ 


cot  ada  — cot  ß dß  = 


da  — dß 


Diese  Formel  gilt  für  jedes  andere  Seitenverhältniss  im  Dreiecke, 
und  cs  hat  daher  das  gleichseitige  Dreieck  die  Eigenschaft,  sich  von 
jeder  Seite  aus  gleich  gut  construiren  zu  lassen.  (Vergl.  Abschnitt  38). 


Die  Beobachtung  des  dritten  Winkels  ACB  — y hat  auf  dl  - 1 im  Mittel 


keinen  Einilnss,  denn  y controlirt  nur  die  Summe  von  o nml  ßy  indem 
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« + <3  + y — 180"  ==  0 

sein  soll.  Findet  man  nun  rechts  anstatt  Null  einen  Werth  v,  so  sind  aus 

d a dß  dy  — V 

die  wahrscheinlichen  Aenderungen  da  = dß  = dy  = ~,  daher  da  — dß, 

tj 

wie  es  in  d nur  vorkommt,  gleich  Null.  Bezeichnet  nun  + w den  mitt- 
leren Fehler  in  der  Messung  der  Winkel  a,  ß,  y.  . , (in  Bogen)  und  + d den 
mittleren  Fehler  jT  i Messung  von  a und  ß oder 

ff,  i?  und  y . 


71a) 


Da  nun  das  Dreieck  ABC  von  andern  Dreiecken  umschlossen  wird, 

muss  man  ^ noch  aus  der  Dreieckskette  (1.  2,  3.  4.  5),  sowie  aus  der  Kette 

(1.12.  11.  10.  9.  8.  7.  G.  5),  (Fig.25.),  welche  als  unfibhängig  von  einander 

angesehen  werden  können,  berechnen.  Die  erste  Kette  giebt  — durch  5 

Seiten verhHlt nisse, ' die  zweite  durch  9 solche.  Obgleich  sich  nun  jedes 
dieser  Verhältnisse  schliesslich  für  sich  betrachtet  ebenso  genau  bestimmt, 

wie  y für  sich  betrachtet,  so  darf  man  doch  hier,  w'o  benachbarte  Dreiecke 

in  Frage  kommen,  den  Seitenverhältnissen  diese  Genauigkeit  nicht  bei- 
legen, wie  sofort  klar  ist.  Nennt  man  + 6^  und  + ö.^  die  mittleren  Fehler 

in  ~ aus  beiden  Ketten,  + j den  noch  unbekannten,  aus  allen  Einzel- 

bestimmungen  sich  ergebenden  mittlern  Fehler  in  so  wir<i 
5mj^  < < 5 d'^;  9 < 6.^^  < 9 d‘^. 

Betrachtet  man  weiter  die  Winkel  um  A und  7?,  so  zeigt  sich,  dass  diese 
bei  den  Bestimmungen  von  und  d^bisher  nur  zum  kleinen  Theil  in  Anwen- 
dnng  gekommen  sind.  Man  wird  daher  der  Wahrheit  näher  kommen,  wenn 
man  sich  a und  ß noch  aus  den  Summcngleichungen  der  Winkel  um  A und  /> 

bestimmt  denkt  und  zwar  mit  dem  mittlern  Fehler  -j wie  leicht  ein- 

~fT> 

fl  , 

Zusehen.  Das  Quadrat  des  mittlern  Fehlers  der  Bestimmung  von  — mit 
Hilfe  von  a und  ß geht  damit  über  in 


d,*  = — • — 
‘ 3 6 


5 

rr 


9 


Tn  die  obern  Grenzen  von  und  dj^  darf  dieser  Werth  für  d-  nicht 
eingeführt  werden.  Es  kommt  z.  B.  in  der  Ivette  (1.  2.  3.  4.  5.)  der  Quo- 
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. Sifl  Ct^ 

ticnt  ^ 


shi 


vor,  und  daor.^  und  ß^  gleich  sind,  sowie  dcrselhen  Sunmion- 


gleichung  angehören  , gilt  für  den  Quotienten  eine  äluiliclie  Bemerkung, 


wdo  sie  früher  für 


Sffi  a 

sin  ß 


gemacht  wurde:  Der  Einfluss  der  Summenglei- 


chungen fällt  hei  den  Dreiocksketten  beinahe  gänzlich  weg. 

Vernachlässigt  man  nun  noch  den  geringen  Einfluss  verschiedener 
l’olygonzusammenschlüsse,  so  bekommt  man  zur  Bestimmung  von  jl-wi,, 

dem  schliesslichen  mittle.rn  Fehler  in  (z)’ 

1 , 1 
- - r < v<-i— ---  - 

+ TT.  + 


Ungleichung 


r:,  + rb  + n 


sr“' 


m, 


1 


Die  obere  Grenze  gicht  <C  0,44  w*  und  hiermit  giebt  ^lie  untere 
Grenze  0,40  (a*  <C  Der  Gesammtbestimmun  g des  Verhält- 

nisses zweier  Nachbarseiten  im  Netze  (zweier  Seiten  desselben 
Dreieckes)  entspricht  sonach  das  mittlere  Fehlerquadrat 

71b)  = 0,42 


Hat  man  llichtungen  heobachtot,  so  ändert  sich  in  71a)  gar 


5 


nicht,  dagegen  muss  für  w,*  der  Factor  j7  in  d,‘^  Aveggelassen  werden,  wie 

sich  von  selbst  versteht,  und  d^^  bleiben  in  den  früheren  Grenzen  cin- 

geschlosscn ; denn  betrachtet  man  z.  B.  wieder  . . . . in  der  Kette 

sinß.^ 

(1.  2.3. 4.5.),  so  könnte  man  zunächst  erwarten,  dass  der  mittlere  Fehler  die- 

/2d’\ 

ses  Verhältnisses  sich  anders  als  zu! I ergeben  würde,  da  a.,  und  ß^  eine 

Visur  gemeinsam  haben.  Man  überzeugt  sich  indess  leicht,  dass  dieses 

keinen  Einfluss  hat,  indem  man  ditterenzirt  und  dicUichtungsfehler 

stnß.^ 

eiuführt.  (Vergleiche  später  eine  ähnliche  llcchnung  hei  Untersuchung  des 
Quadrates.)  Aus  der  Ungleichung 

1 .....  1- 


L 4.  - 


j 1 L i 

^ 5d-'  ^ t»d-’ 


folgt  wie  vorher  0,51  co‘^  > > 0,4f> 

71c)  ;a',*  = 0,48 

ist  .somit  nicht  viel  grösser  als  w,‘^. 

Das  Verb  ältn  iss  AH  : CH  im  Bhombiis  Alf  CT)  bestimmt  sich  aus 
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(JZ^C’iuul  CDD),  aus  {ADC,  1,  2,  3,  4)  und  aus  (9,  H,  7,  0,  CDD), 
also  auf  drei  verschicdencii , ziemlich  uiiabluäiigig  von  einander  hestehen- 

I w (jnr  -i  nnv\  i sin  ACB  sinCD D 

deu  {ABC  „ud  CBh)  geben  und  da 

diese  Winkel  in  verschiedenen  Suuimengleichungeu  Vorkommen,  ist  das 
Quadrat  des  mittlern  Fehlers 

öl,  10  , 

Berücksichtigt  mau  nun  die  beiden  Ketten  aus  jo  5 Dreiecken  und 
nennt  m.f  das  Quadrat  des  mittlern  Fehlers  der  schliess- 
lich cn  Bestimmung  von  so  ist 

— <>v<  ‘ . 

J .2  1-  .2 

~ n ...  *2  IO  I r.  Xi 


10  •> 
ü 


' öd* 

0 

72a)  Ü,öö  w-  < w./  < 0,07  w-  ; »i./  = 0,(51  w*’. 


Für  Kichtungsheobachtungen  hat  man  unter  Weglassung  des 


Factors  ■- 
0 


4 

--0, 


1 ^ ^ 1 



1 . 2 -I-  . 2 

- ^ Om  4 . ^ r,,V2 


4 o 


öd 


72  b)  0,03  0)'  < < 0,74  5 = 0,08 

Das  Verhält  niss  der  Seiten  AD:BD  im  llhombus  bestimmt 
sich  aus 

(..//>’ (7  und  CDB)‘  {ABC,  1,  2,  3,  4,  (7/>/l);  (9,  8,  7,  0) 
lind  zwar  wieder  ziemlich  unabhängig.  Erstcre  2 Dreiecke  geben 

A B sin  ACB  sin  CDB 
B B ^ 7fn  BCl> ' sin  C~iB  ’ 

die  Winkel  des  erstem  Verhältnisses  gehören  hierbei  zu  derselben  Sum- 
mcnglcichung,  der  Factor  j.  darf  daher  auf  sic  nicht  angewendet  werden. 
Man  erhält  das  Quadrat  des  mittlern  Fehlers  dieser  Bestimmung  zu. 

, das  mittlere  Fehlcrquadrat  aus  allen  Bestimmungen,  wird  mithin 

1 

; < W,*  < 


U (5;/, 4//l/^ 

0 


1 

T 


-i_  L. 
ir  . o>  id-^ 


73  a)  0,öG  a>*  < m./  < 0,09  o>'^;  ;/i.j'^  = 0,02  o>'^ 

13* 


1 


IS2  Studien  über  rationelle  Vennessiingcn  im  Gebiete  der  liöbern 


Für  Rieh tungsbcobacbtun gen  kommt  wieder  der  Factor  — 

in  Wegfall  und  man  findet,  ähidich  wie  früher; 

73  h)  0,02  (or  <[  ///.j*  < 0,7*2  «'■*;  /«'.,*  = 0,(>7  w*. 

Man  erkennt  hieraus,  dass  sich  die  Verhältnisse  zweier  Rhombusseiten, 
die  zu  verschiedenen  Dreiecken  gehören  , ziemlich  gleich  genau  bestim- 
men. Es  mögen  daher  im  Folgenden  solche  Seiten  (also  AB  und  7^/>, 
AB  und  r/>  etc.)  kurz  „Gegenseiten“  heissen.  Idegt  der  Rhombus  nicht 
im  Netze,  sondern  isolirt,  so  ist  das  mittlere  Fehlerquadrat  des  Ver- 
hältnisses solcher  Gegenseiten 

74)  fr-’  = 2.d*. 


50. 

Für  ein  im  Innern  des  Netzes  gelegenes  Quadrat  (Fig.  20.) 

hat  man  zunächst  die  directen  Bestimmungen 


AB 

sin  ACB 

Ic 

~~  '^  ABC' 

AB 

sin  ACB 

sin  BDC 

cJ) 

~ sin  CAB 

sin  C Bl)' 

Werden  also  nur  die  nöthigsten  Winkel  gemessen,  so  bestimmen  sich 
beide  Verhältnisse  gleich  genau.  Das  mittlere  Fidderquadrat  beträgt  2w-. 
Beobachtet  man  alle  Winkel,  so  hat  man  noch 


AB 

sin  ADB 

sin  ACl) 

f 

Tc 

sin  ABI) 

sinCBA' 

<i 

AB 

sin  A D B 

sin  ACD 

CD  ~ 

sin  ABI) 

sin  CAD  ’ 

(1 

Die  sämmtlichen  Bestimmungen  aus  den  Winkehnessungen  iin  Qua- 
drate hängen  daher  von  den  45"-Wiukeln  ab.  Ein  Einfluss  der  rechten 
Winkel  kommt  erst  herein,  wenn  man  die  Gleichung  zwischen  den  3 
Winkeln  jedes  Dreieckes  berücksichtigt.  Die  erste  Bestimmung  von 

ändert  sich  jedoch  auch  dann  nicht,  weil  die  betreffenden  Winkel 

iS\j 

derselben  Summengleichung  angehöi’en ; in  den  andern  Veihältnissen  je- 
doch ist  es  erlaubt,  überall  das  mittlere  Fehlerquadrat  eines  Winkels 

gleich  ~ anzuuehmen,  da  die  Summcngleichungen  die  einzelnen  Winkel 

tj 


1 


noch  mit  dem  Gewicht  ^ bestimmen.  Man  hat  daher  für  das  erste  und 
zweite  Verhältuiss  die  Bestimmungen  mit  den  Fehlerquadraten: 


rt  2 ‘I  „ 4 

2w%  y w 


resp.  -w,  -w 


M.in  überzeugt  sich  leicht,  dass  diese  Bestimmungen  jedes  Verhältnisse.^ 
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völlig  unabhängig  von  einander  sind,  nicht  etwa  irgend  ein  Winkel 
oder  eine  Suinmenglcichung  mehrfach  Anwendung  fanden.  Es  siinl  sog.ir 

für  — ^ noch  die  Winkel  C/>/>,  liCl)  und  CDD  unberücksichtigt,  doch 

A C 

geben  sie  nur  Suniinenglcichungoii  von  AC  D und  ABC.,  ADD  und  CJ)A, 
ihr  Einfluss  ist  mithin  Null. 

Vereinigt  man  die  Resultate,  so  ist  das  (Quadrat  des  m.  F. 

4 


75  a) 


für 

AB 

• 

w 

AC 

' t 

für 

AB 

o 

iO^ 

~CD 

•) 

tW'  : 

o 
o 


) 


3 


•> 

(0-. 


Diese  Rechnung  gilt  in  gleicher  Weise  für  Winkel-  und  Kichtungs- 
bcobachtungen. 

Im  letztem  Falle  könnte  man  vermuthen,  dass  z.  B.  die  zweite 

Bestimmung  von  einen  andern  mittlern  Fehler  erhielte.  Nun  ist 
BL 

,l  = (1{ADB)  — d{ADC)  = 2d  {A)  -d{B)-  d{C),  wo  d{A)  etc.  die  Rich- 
tungsfchler  sind.  Im  Mittel  ist  ein  Richtungsfehler  -,  also  bleibt  der  mitt- 


//2 


AB 


lere  Fehler  von  --  hier  genau  so  gross,  als  wenn  die  Winkel  unab- 
BL 

hängig  von  einander  gemessen  worden  wären. 


AB 


AC 


- bestimmt  sich  weiter  durch  die  Kelten  (1.  2.  3.)  und  (9.  H. 


7.  IG.  15.  11.  13.  12.  11),  ersterc  drei  Nachbarseitenverhältnisse,  letztere 
1 solche  und  2 (legenseitenverhältnisse  enthaltend.  Für  die  mittlern 
Felder  dieser  Verhältnisse  hat  man  Werthe  einzuführon,  die  zwischen  it, 
icsj).  t>'  und  denjenigen  mittlern  Fehlern  liegen,  welche  sich  schliesslich 

für  resp.  aus  allen  Bcstiminungcu  ergeben.  Letztere  Grössen 

mögen  mit  m und  ni|  bezeichnet  werden.  Berücksichtigt  man  nun  noch 
die  Hummengleichungen  der  Winkel  um  A.,  B,  6',  D,  welche  ftir  die  erste 

AB  7 

der  dirccten  Bestimmungen  von  , den  Factor  — erheischen  und  nennt 

AL  o 

man  das  in.  Fehlerquadrat  für  das  Mittel  der  beiden  dirccten  Bestim- 
mungen 


0,'^  = 


•) 


+ - 

2.1  i 

8 3 


3 

4 ’ 


*)  Eiuu  streuf'c  Ausgluichuiig  gab  genau  gleielie  Kesultutc. 


SliiditM)  über  ratiunello  Vermessungen  im  IJIebiete  der  höliern 


so  ist 

J— JL_ 1 ^ < “2 1 

3 • nr  1 + 2 *' 


3{>- 


4 {>■•«  -f  2 


die  obere  Grenze  giebt 


nr  < 0,51  w‘. 


Ali 


Für  ~Y  hat  man  2 ganz  gleiche  indirccte  Bestimmungen  aus  (3.  2. 

lÖ.  {).  8.  7.)  und  (11.  12.  13.  14.  15.  IG)  mit  jo  4 Nachbarseiten-  und 
einem  Gegenscitenvcrh.ältnissc.  Wegen  der  Summengleichungen  um  />, 

7 . . 

(\  D ist  der  Factor bei  beiden  directon  Bestimmungen,  also  bei 

b 

selbst  in  Anwendung  zu  bringen.  Nennt  mau  daher 


so  wird 


1 


1 Ho  1 

4 m' 


€1'  •*  lyi  ^ 'I 

>>.  =12“- 


■<  m,-  < 


1 


' d-‘>  ' 

‘2  I 


, m'H-m,*  0',-  ' " 

Die  obere  Grenze  giebt  ui|*  <C  0,l5co*. 

Fuhrt  mau  jetzt  die  Näherungswerthe  in  die  untern  Grenzen  ein, 
so  ergibt  sich 

m*  > 0,43  CO'  \ >•  0,  lo  co* 

m*  < 0,51  w-  j ’ m,'  < 0,45  w* 

75b)  m*  = 0,17  w*,  m,  ' = (►, 42  (0*. 

Man  kann  hiernach  für  - und das  mittlere  L'ehlei  - 

AC  CJf 

quadrat  zu  0,45  w*  annehmen. 

Sind  Iv  i ch  t u n g s b 0 o 1*  a ch  t u n g c n gemacht , so  ist  nur  der 
7 

Factor  , wegzulassen,  sonst  ändert  sich  an  der  Rechnung  weiter  nichts. 


Die  Ungleiclinngen  gehen  über  in 
1__  __ 

i I ^ _i_ ^ 

^3iu  '^  ^ 4m'^-f  2m',- 

für  - sodass  also 
-i  o 


< m'-^  < 


* -j..  * _i_  — 1 

V ‘I  1 •»  ' 4 «i.2 


3 ü'  ' 4 ü ' 4-  2 U' 


m'  * < 0,53  co'\ 


und  für  in 

cn 


- < 


woraus 


{>'  - " 4 „i'i 

m',‘  < 0,50  io^ 


1 


i .o.  _.l  ’ 


folgt. 
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niemiit  geben  die  untern  Grenzen  resp. 

> 0,45  fö^  > 0,44 

nml  da 

* in'^  < 0,53  cö^  m',^  < 0,50 

war,  so  kann  man  setzen 

75c)  in  2 = 0,40  mV_=  0,47  to\ 

Hiernach  kann  das  mittlere  Fchlcrqnadrat  für  ^ zu 

AC  CH 

0,48  w*  bei  Kichtungsbeobaclitungen  gesetzt,  werden. 

51. 

Die  gewonnenen  Foj-meln  stellen  ^ch  am  übersichtlichsten  dar, 
wenn  man  noch  alle  Fehlerquadratc  auf  gleiche  Mühe,  etwa  diejenige 
für  Winkelbeobachtungen  in  einem  Quadratnetze,  reducirt.  Man  hat 
liier  in  einem  Quadrate  12  Winkel  zu  mc.ssen  , d.  i.  soviel  wie  24  Ein- 
stcllnngen ; dieses  gilt  für  ein  Quadrat  im  Netze  ebenso,  wie  für  ein 
isolirtes  Quadrat.  Dagegen  hat  man  im  Rhombus  nur  6 Winkclines- 
sungen  gleich  12  Einstellungen  zu  machen.  Für  Richtungsbeobachtungen 
im  isolirten  Quadrate,  resp.  Rhombus  betragt  die  Anzahl  der  Einstellungen 
12,  resp.  10,  dagegen  hat  man  für  dieselben  Figuren  im  Netze  nur  8, 
resp.  G Einstellungen  zu  rechnen,  da  die  begrenzenden  Visuren  (z.  D. 

AC  . . .)  auch  für  die  Nachbarfiguren  gelten,  also  nur  zur  Ilalftc  in 
Anschlag  zu  bringen  sind.  Reducirt  man  nun  alle,  mittleren  Fehlerqua- 
<lrate  auf  24  Einstellungen,  so  ergiebt  sich,  wrnn  + iRittlero 

Fehler  einer  Winkelinessung  einen  Richtung^  ist: 


Mittleres  Fehlcrciundrat  des 


Verhältn. 

2r  Naclibar- 

uihI  2r  (»egensciten 

Winkel 

irtclitungen 

Winkel 

Richtungen 

0,33  0)* 

0,28 

0,(17  (ö* 

0,56  (0* 

0,21 

0,12 

0,31 

0,17 

0,80- 

0,40 

0,67 

0,33 

0,47 

o,ir, 

0,42 

0,16 

Zahlen 

dieser  Tabelle,  soweit 

sie  sich  auf 

Figuren  im  Netze  beziehen,  der  Vernachlässigungen  wegen  nur  rela- 
tiven Werth  für  die  Vergleichung  des  Rhombus  und  Quadrates  im  Netze 
besitzen,  so  erhellt  doch  daraus  mit  Gewissheit,  dass  insbesondere  bei 
Richtungsbeobachtungen  das  Quadratnetz  recht  günstige  Bestimmungen 
liefert  und  dem  Dreiecksnetz  gleichgestellt  zu  werden  verdient. 

52.  Schluss. 

Um  die  Arbeit  nicht  zu  sehr  auszudehnen,  sind  weitere  Betrach- 
tungen über  Netzformen  iin  Allgemeinen,  über  Kranzsysteme  (was  z.  Th. 


18C)  Studien  rd)er  nitionolle  Vermessungen  etc.  v.  F.  R.  Hklmekt. 


eine  Rechnung  wie  in  Abschn.  45.  geben  würde)  und  Anderes  mehr 
nicht  angestellt  worden.  Freilich  ist  nicht  zu  verkennen,  dass  das  hier 
Gegebene  nur  den  leichtesten  Theil  der  Discussion  der  Landestriangu- 
lirung  vollständiger  abhandelt,  nämlich  die  Einschaltung  der  Punkte  nie- 
derster Ordnung,*  und  dass  der  vierte  Hauptabschnitt  sehr  dürftig  aus- 
gefallen ist.  Wer  jedoch  w'eiss,  welche  Anhäufung  von  Fragen  bei  der 
Untersuchung  eines  llauptnetzcs  entsteht  und  wie  gerade  hier  die  spe- 
ciellen  TerrainverhältnissC  zu  berücksichtigen  sind,  wird  es  nicht  son- 
derbarfinden, dass  zunächst  das  Einfachere  eingehender  untersucht  wurde, 
um  so  mehr,  als  in  demselben  das  Allgemeinere,  in  allen  Fällen  Gü- 
tige zur  Darstellung  gelangte. 

Anmerkung  zu  Abschn.  II.  32.  Da  unter  gleichen  Umständen  die  aufge- 
waiidte  Mühe  umgekehrt  proportional  AP  ist , in  diesem  Abschnitte  es  aber  darauf 
ankam,  die  Uesultate  gleicher  Mühe  zu  vergleichen,  so  hat  sich  der  Verf.  erlaubt, 
hier  — abweichend  vom  gewöhnlichen  Gebrauche  — die  Genauigkeit  in  der  Hc- 
stimmung  des  Punktes  ebenfalls  umgekehrt  proportional  dein  Quadrate  des  initt- 
Icrn  Gesammtfehlers  Al  zu  setzen,  .sodass  sic  direct  proportional  der  aufgewandten 
Mühe  wird. 
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Zur  Lehre  der  Aequivfileutvolumina. 

Von 

L.  PlJDKNZ, 

Candidat  des  höheren  Schulamts  zu  Krshausen  auf  dem  Kichsfelde. 


Aus  dem  Dalton’schen  Gesetze  für  chemische  Verbindungeu  ergibt 
sich  für  den  Verstand  der  nothwendige  Schluss,  dass  eine  bestimmte 
Masse  eines  elementaren  Stoffes  eine  bestimmte  Anzahl  von  Individuen 
enthält;  die  ganze  Eigenthümlichkeit  dieser  Individuen  zu  verstehen, 
reicht  es  aber  nicht  aus.  Der  Verstand  fasst  diese  Individuen,  diese 
die  Materie  räumlich  constituirenden  Momente,  je  als  ein  für  sich  da- 
stehendes Ganze  auf,  gerade  Avie  er  die  Zellen  eines  organischen  Kör- 
pers ihrem  constituirenden  Charakter  nach  als  Einheiten  nimmt.  Es 
folgt  aus  diesem  Dalton’schen  Gesetze  durchaus  nicht  die  Nothwendigkeit, 
dass  diese  Individuen  überhaupt  untheilbare  seien;  die  Annahme  der 
üntheilbarkeit  ist  nur  eine  wahrscheinliche  Hypothese.  So  klein  auch 
diese  Individuen  immer  sein  mögen , wir  können  sie  wohl  in  Theile  zer- 
legt denken,  aber  ob  sie  in  Wahrheit  theilbar  sind,  wissen  wir  nicht. 
Eine  Theilbarkeit  auf  mechanischem  Wege  lässt  sich  nicht  gut  verstehen, 
denn  dann  müsste  ein  Individuum  das  andere  durchschneiden  und  gäbe 
also  letzteres  Individuum  eher  seine  Einheit  auf,  als  seine  Verknüpfung 
mit  benachbarten  anderen.  Ebenso  wenig,  Avie  der  Verstand  die  Theil- 
barkeit auf  mechanischem  Wege  nothwendig  findet,  muss  er  das  Indi- 
viduum für  sich  als  aus  Theilen  constituirt  auffa.ssen.  Denn  der  Umstand, 
dass  wir  A\ohl  eine  Vorstellung  von  Kaumform,  aber  kein  Verständniss 
dos  Raumes,  resp.  der  ihn  anfttllonden  Masse,  gewinnen,  führt  uns 
weder  zum  Individuum  als  Atom,  noch  zum  Individuum  als  aus  Atomen 
constituirt,  analog  der  Pflanzenzelle. 

Wir  können  also  diese  Individuen  eben  nur  als  Individuen  fassen 
ond  ihrer  Constitution  nach  weiter  nicht  verstehen. 

Wenn  Avir  die  Individuen  aber  auch  nur  als  Individuen  fassen,  so 

2cii«chrilt  r.  Maihciiiaük  u.  Pliyüik  Xlll,  3.  |4 


Digitized  by  Google 


188 


Mathcmntisclie  Studien  über  die  Materie. 


wird  dadurch  die  UnverUnderlichkeit  der  Rauingreuzen  dieser  Individuen 
nicht  ausgeschlossen.  Es  folgt  aus  dem  Begriffe  des  Individuums  und 
aus  dem  Unverständniss  seiner  Raumconstitution  nicht  die  Unmöglichkeit 
seiner  Formänderung.  Es  wäre  möglich,  dass  es  sein  Volumen  ver- 
grösscro  oder  verringere;  dass  es  seine  Form  ändere,  etwa  aus  der 
Form  des  Würfels  in  die  des  Oktaeders  übergehe.  Diese  Möglichkeit 
wird  heute  allgemein  nicht  angenommen  — man  nennt  das  Individuum 
starr.  Die  Veränderlichkeit  der  Individuen  anzunehmen,  wird  man 
gezwungen,  wenn  man  den  Raum  des  durch  sic  constituirten  Körpers 
nur 'durch  sie  erfüllt  denkt,  in  welchen  Temperaturzuständen  der  Körper 
sich  auch  befinde.  Die  Individuen  als  starre  zu  nehmen  bedingt  in  der 
allgemein  gewordenen  Hypothese  des  Aethers;  man  denkt  sich  das  Indi- 
viduum starr,  dagegen  die  es  umgebende  Aethersphäre  elastisch. 

Suchen  wir  diese  Elastizität  des  Aethers  zu  verstehen , so  kommen 
wir  zu  dem  Resultate,  dass  man  die  Individuen  der  Körper  als  starre 
nimmt,  dagegen  die  Individuen  des  Aethers  als  veränderliche.  Denn 
da  nach  unserer  Aetherlehro  kein  leerer  Raum  existirt,  so  heisst  Con* 
densation  des  Aethers  Condensation  des  Aethcr  - Individuums.  Es  ist 
daher  ein  durchaus  falscher  Vergleich,  wenn  die  Freunde  des  Aethers 
lehren,  die  Condensation  des  Aethers  sei  analog  der  Condensation  eines 
Gases.  Denn  letztere  w’ird  als  A nnäherung  der  Gas -Moleküle  erklärt, 
w'ährend  die  nächsten  Aethertheilchen  als  sich  berührende  gedacht 
werden.  — Dies  denjenigen  Denkern,  welche  die  Veränderlichkeit  eines 
Körper- Individuums  ungereimt  finden! 

Der  Aether  ist  ein  Phantasiegeschöpf,  geschafteii , die  Schwierig- 
keiten der  Erklärung  des  Lcuchtprozesses  in  sich  aufzunehmen.  Seine 
Existenz  ist  w'egen  der,  durch  die  bis  unendlichfache  Condensibilität 
erhaltenen,  Eigenthümlichkeit,  dass  ein  phantasievoller  Physiker  von 
einigem  mathematischen  Takte  durch  ihn  alle  physikalischen  Erschei- 
nungen sinnlich  vorstellen  kann,  noch  keineswegs  erwiesen.  Ja  wegen 
dieser  seiner  Eigenthümlichkeit  führt  er  zu  vielen  Spielereien  der  Phan- 
tasie; ich  erinnere  nur  an  die  hübschen  Zeichnungen  der  Aether-Ellipsoiden 
in  der  jüngst  erschienenen  Molekularphysik  des  lirn.  Cornelius.  — So 
geistreich  auch  durch  den  Aether  manche  Vorstellungen  entstanden  sind, 
als  z.  B.  die  Vergleichung  der  Körperconstitution  mit  dem  Makrokosmos 
— diese  Vorstellungen  werden  dadurch  nicht  wahr,  sie  sind  eben  nur 
Zeugniss  einer  guten  Phantasie. 

Abgesehen  davon,  dass  durch  den  Aether  der  Begrift’  des  Atoms 
ein  zweifacher  (Körper- Atom  = starr,  Aether- Atom  = veränderlich) 
gewordcji  ist,  und  dass  wegen  der  durch  ihn  hervorgerufonen  schwindel- 
haften Gedankenbahn  mehr  un<l  minder  die  Naturforscher  ihn  fallen 
lassen,  wie  z.  B.  «Schranf  in  seinen  physikalischen  Studien;  so  viel  ist 
gewiss,  dass  durch  seine  Annahme  jedes  tieferem  Eindringen  in  die 
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Körperconstitutiou  abgeschnitten  ist  und  dass  er  gerade  hierbei  nicht  zu 
Grunde  gelegt  werden  darf,  da  ja  die  Annahme  seiner  Existenz  höchstens 
Frucht  dieses  Studiums  sein  könnte,  wenn  er  wirklich  existirte.  Wie 
man  aber  hierbei  den  Aether  bei  Seite  setzen  muss,  ebenso  auch  den 
leeren  Raum  — eine  Meinung,  welche  der  Hr.  Rath  Karsten  in  seinen 
hierher  gehörigen  Aufsätzen  schon  ausgesprochen  hat.  Man  stellt  sich 
dadurch  freilich  auf  den  simplen  Standpunkt  eines  gewöhnlichen  Men- 
schen und  sieht  einen  Berg  voll  Schwierigkeiten,  aber  so  nur  findet  man 
des  Pudels  Kern. 

Auf  diesen  Standpunkt  stelle  ich  mich.  Alsdann  muss  ich  annehmen, 
dass  die  kleinsten  Individuen  der  Elemente  ihr  Volumen  ändern.  Hierzu 
nehme  ich  noch  die  Hypothese,  begründet  durch  die  Polymorphie  der 
Körper,  dass  das  Individuum  auch  seine  Form  ändern  könne.  Der 
Uebergang  von  einer  Form  zur  anderen  geschieht  durch  einen  Wärmo- 
prozess  (vergl.  Rose  über  T/O.,,  SiO.^^  TaO.,^  NbO.^  etc.,  ferner  die  Modi- 
fikationen des  P,  S etc.). 

Ob  diese  Hypothese  ihre  Wahrheit  hat,  wird  die  Untersuchung  über 
die  Form  und  Anordnung  der  Individuen  in  den  Krystallen  ergeben; 
welche  Untersuchung  freilich  erst  dann  geschehen  kann,  wenn  durch 
das  Studium  der  Aequivalentvolumina  genug  Boden  zur  Abstraktion  ge- 
wonnen ist.  Ein  wesentliches  Mittel  für  diese  Untersuchungen  sind  die 
sogenannten  Vikariationen.  Wird  z.  B.  in  einem  Krystalle  FeO  durch 
MnO  vertreten,  ohne  dass  Form-  und  Volumen- Aenderung  eintritt,  so 
folgt  sofort,  dass  MnO  und  FeO  an  Form  und  Anzahl  gleiche  Individuen 
besitzen.  Auch  sehr  lehrreich  sind  in  dieser  Beziehung  gewisse  Ab- 
änderungen, z.  B.  die  des  Kieselzinkerzes  von  Nertschink  (nach  Her- 


mann) : 

I. 

210  SiO., 

= 26,08 

(gefunden  25,96 

390  ZnÖ 

= 65,54 

65,66 

225  HO 

= 8,38 

8,38) 

II. 

210  S/Oj 

= 25,39 

(gefunden  25,38 

390  1 

( 384  ZnO 

= 62,84 

62,85 

[ 6 PbO 

= 2,70 

2,70 

250  HO 

= 9,07 

9,07) 

In  II.  ist  nicht,  wie  Hr.  Rammeisberg  meint,  Pb.O'^SiO.^  -|-  HO  mit 

I.  vermengt,  sondern  bei  gleichem  Verhältniss  der  Kieselerde  zu  den 
basischen  Oxyden  (=  7:13)  eine  grössere  Anzahl  von  W'asseratomen 
vorhanden.  Worin  hat  das  seinen  Grund?  Etw’a  nur  darin,  dass  die 

Individuen  grösser  sind  als  die  Individuen?  Mussten,  um  die 

räumliche  Ungleichheit  aufzuheben,  gerade  ^ der  Wasseratome  von  I.  in 

II.  mehr  sein?  Um  diese  Fragen  zu  lösen,  muss  erst  diese  beantwortet 
sein:  Sind  die  Aequivalentvolumina,  oder  die  Individuen,  der  5iG.,,  ZnO^ 
HO  in  1.  und  II.  dieselben?  — Sed  haec  hactenus! 
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Aus  der  Annahme  der  möglichen  Polymorphie  der  Individuen  folgt 
die  Möglichkeit  der  verschiedenen  Aequivaleutvolumina  desselben  Ele- 
mentes, derselben  Verbindung,  oder  was  dasselbe  ist:  die  Möglichkeit, 
dass  dasselbe  Element,  dieselbe  Verbindung  verschiedene  spezifische 
Gewichte  haben  kann,  und  dass,  wenn  dies  ist,  wir  in  Wahrheit  ver- 
schiedene Körper  vor  uns  haben,  ebenso  verschieden,  wie  es  die  iso- 
meren Verbindungen  der  organischen  Chemie  sind.  Man  hatte  früher 
die  Meinung,  dass  das  verschiedene  spezifische  Gewicht  desselben  Kör- 
pers nur  Folge  schlechter  Beobachtung  sei  — eine  Meinung,  welche 
dem  intelligenten  Uerapath  seine  Ehre  kostete  bei  den  Deutschen  Buff, 
Kopp  und  Anderen  — bis  man  durch  die  Polymorphie  der  Krystalle 
derselben  Verbindung  anders  denken  lernte.  Man  fand  jedoch  nicht 
gleich  das  Rechte.  Denn  man  nahm  die  Verschiedenheit  der  Moleküle 
nur  da  an,  wo  eine  augenfällige  Formänderung  dazu  zwang,  und  be- 
dachte nicht,  dass  wir  neben  dem  Gesichtssinne  noch  andere  Sinne 
haben,  welche  auch  ihre  Berechtigung  bei  Beurtheilung  der  Körper  haben. 
Denn  warum  sollen  die  Körper,  welche  dem  Gesichte  verschieden  er- 
scheinen, ihrem  spezifischen  Gewicht  nach  verschieden  angenommen 
werden,  und  nicht  auch  die  Körper,  welche  nach  Geschmack,  nach  Ge- 
fühl verschieden  sind?  Oder  aber:  wenn  die  Krystalle  des  Anatas, 
Rutils,  Brookits  uns  nicht  bekannt  wären  und  die  Individuen  dieser 
Mineralien  nur  in  scheinbar  amorphen  Pulvern  entgegenträten,  würden 
dann  die.se  verschiedenen  Individuen  und  ihre  verschiedenen  spezifischen 
Gewichte  nicht  existiren  sollen? 

Hr.  Kopp  schreibt  im  Grab  am -Otto,  dass  die  Studien  der  Aequi- 
valentvolumina  fester  Verbindungen  darum  von  so  weniger  Frucht  gefolgt 
seien,  weil  man  nicht  die  Temperaturen  kenne,  bei  welchen  die  Volu- 
mina zu  vergleichen  seien.  Dies  ist  durchaus  nicht  Schuld,  denn  die 
Ausdehnungen  der  festen  Körper  sind  viel  zu  gering,  als  dass  durch  sie 
die  Fehlergrenze  bei  der  Angabe  der  spezifischen  Gewichte  merklich 
verändert  würde.  Die  Schuld  lag  darin , dass  man  auf  die  mögliche 
I’olymorphie  eines  jeden  Elementes,  einer  jeden  Verbindung,  nicht 
kam;  und  man  kam  nicht  darauf,  weil  man  nicht  vorsichtig  genug  zu 
Werke  ging.  Wie  man  aber  zu  Werke  ging,  ergibt  sich  daraus,  dass 
man  aus  verschiedenen  Angaben  des  spezifischen  Gewichts  einer  Verbin- 
dung das  arithmetische  Mittel  als  das  wahrscheinlichste  spezifische  Ge- 
wicht annahm,  ohne  zu  bedenken,  dass  die  verschiedenen  spezifischen 
Gewichte  der  Fingerzeig  für  verschiedene  .Modifikationen  seien,  oder 
dass  die  eine  Angabe  die  genaueste  sei,  dagegen  die  anderen  weniger 
genau.  Hatte  man,  um  ein  handgreifliches  Beispiel  vorzuführen,  etwa 
für  CaO  die  Angaben  ;/ = 2,95  (für  Arragonit),  — 2,72  (für  Kalk- 
spath),  so  nahm  man  das  wahrscheinlichste  spez.  Gewicht  für  = 

,\  (2,95  2,72)  — 2,81,  also  ein  spez.  Gew\ , welches  keine  Modifikation 
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des  CaO  hat.  Freilich  kann  inan  nicht  jede  Angabe  des  spezilischen 
Gewichts  eines  Körpers  als  wahr  annehinen,  am  wenigsten  bei  unkrystalli- 
sirten  Körpern,  weil  in  einem  solchen  verschiedene  Modifikationen  der- 
selben chemischen  Verbindung  vorhanden  sein  können.  Dieses  Zusammen- 
sein hängt  von  der  Präparation  ab.  Am  einleuchtendsten  ist  dies  beim 
.Schwefel,  Ilr.  Kath  Karsten  machte  auf  die  Präjiaration  des  .S  auf- 
merksam, indem  er  sagt,  dass  von  der  Vorsicht  beim  Abkiihlen  abhinge, 
ob  die  äusseren  Schichten  krystallisirtcn,  d.  h,  anderer  Modifikation  seien, 
als  die  inneren.  Eine  Norm  für  solche  Präparate  kann  gelten  ihre  Lös- 
lichkeit in  den  verschiedenen  Lösungsmitteln.  — Auch  sehr  lehrreich  in 
dieser  Hinsicht  sind  die  interessanten  Versuche  des  llrn.  Pendant**'). 

Sehr  Kecht  hat  dagegen  Ilr.  Ko  pp,  Avenn  er  obige  Bemerkung  bei 
flüssigen  Verbindungen  macht,  welche  mit  Avenigen  Giaden  schon  bedeu- 
tende Aenderungen  des  Aequivalentvolumens  haben.  Hier  wird  die  Frage: 
bei  Avelchen  Temperaturen  muss  man  ihre  Aequivaleutvoluuiiua  verglei- 
chen, urn  sofort  einen  Einblick  in  die  räumliche  Constitution  zu  habenV 
selir  kritisch.  Sie  ist  auch  schon  vielfach  der  Gegenstand  der  Diskussion 
gewesen.  Um  aus  dem  Malta  das  einzig  Brauchbare  zu  nennen , gedenke 
ich  der  Untersuchungen  des  llrn.  Ko  pp,  Avelcher  die  Aequivalent  Volu- 
mina bei  den  Siedepunkten  verglich.  So  lehrreich  diese,  Untiusuchuugen 
uns  auch  noch  Averden,  so  erkennt  man  doch  sofort,  dass  durch  sie  zur 
in  Frage  stehenden  Aufklärung  Avenig  geleistet  ist;  denn,  Avenu  gcAvisse 
isomere  Verbindungen  beim  Siedepunkt  da.sselbe  V^olumen  haben,  so  ist 
für  diese  Verbindungen  nur  die.  Thatsachc  festgestellt,  dass  in  ihnen 
beim  Uebergang  in  die  Dampfform  die  constituirenden  Eleineute  resp. 
elementare  Verbindungen  gleiches  Volumen  haben,  aber  der  Grund  ihrer 
Verschiedenheit  ist  um  nichts  mehr  ergründet. 

Da  diese  Frage  so  eng  mit  der  Wärmelehre  zusammenhängt,  und 
letztere  durch  die  Beziehungen  zAvischen  Baum  und  Wärme  in  der  orga- 
nischen Chemie  ausgezeichnete  Nahrung  erhält,  fälle  ihre  Diskussion  hier 
weg,  wo  ich  vorläufig  mich  auf  die  Aequivalentvolumina  der  festen 
Körper  beschränke.  Bei  der  späteren  Behandlung  dieser  Frage  Averde 
ich  auch  im  Stande  sein,  den  BcAveis  zu  liefern,  dass  die  Individuen 
des  Wassers  bei  Cels,,  avo  es  also  am  dichtesten  ist,  in  festen 
Hydraten  Avieder  gefunden  werden.  Aus  diesem  Satze  lernen 
wir,  dass  nicht  gerade  nur  feste  Körper  mit  festen  zu  vergleichen  sind, 
um  einfache  Relationen  zu  gCAV’innen;  dass  man  nicht  gerade  das  Eis 
hierzu  in  V^erglcichung  bringen  muss.  — Die  Thatsachc,  dass  die  Indi- 
viduen des.  Wassers  bei  4'*  C.  in  festen  Körpern  auftreten,  neben  dem 
Uin.stande,  dass  die  spezifischen  Ge.Avichte  der  festen  Körper  meist  auf 


*)  Ann.  de  cliiin.  ct  de  phys.  , ‘.198  and  Togg.  nun.  tuin.  XIV  pag.  17t. 
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solches  Wasser  bezogen  sind,  ist  von  höchstem  Interesse  für  das  Be- 
rechnen dcr^  Aequivalentvolumina,  wie  wir  gleich  sehen  werden. 

Beziehungen  der  Aequivalentvolumina  aufznfinden,  haben  bekannt- 
lich schon  Viele  angestrebt  (die  Meisten  in  den  Jahren  1842  — 1845), 
aber  noch  Keiner  hat  es  zu  einem  glaubwürdigen  System  gebracht.  Ich 
werdq  in  Folgendem  mein  System  der  mathematischen  Chemie  für  feste 
Körper  skizziren.  Es  hat  Vieles  jn  sich,  was  schon  Hr.  Schröder 
gesagt;  steht  aber  zu  dessen  Arbeiten  in  demselben  Verhältniss,  wie 
dasjenige  System,  welches  die  Beziehungen  der  Aequivalentvolumina 
durch  Potenzverhältnisse  erschlösse  — wenn’s  also  möglich  wäre  — zu 
den  Priorität  suchenden  Anstrengungen  des  Engländers  Play  fair  sich 
stellen  würde,  welcher  Chemiker  alle  möglichen  Wurzeln  der  Aequiva- 
Icntzahlen  und  ihrer  Multipla  mit  den  spezifischen  Gewichten  der  Ele- 
mente verglich. 

Mein  Hauptsatz  für  die  Aequivalentvolumina  fester  Körper  in  allen 
ihren  Modifikationen  ist  der,  dass  sie  in  rationalem  Verhältniss  zu 
einander  stehen;  und  der  durch  Untersuchungen  sich  herausteilende 
Untersatz  ist,  dass  diese  Verhältnisse  einfacher  Art  sind. 

Jetzt  macht  sich  die  Zahl  9 des  Aequivalentvolumens  von  Wasser 
bei  4^^  C.  geltend.  Es  stellt  sich  heraus,  dass  die  Aequivalentvolumina 
durch  3 theilbar  sind.  Hierin  liegt  die  Norm  für  die  Bestimmung  der 
Aequivalentvolumina.  So  finden  wir  in  den  Otyden,  dass  der  Sauerstoff 
die  Aequivalentvolumina: 

...2,7;  3,9;  4,5;  4,8;  5,1;  5,4... 

hat. 

Mancher,  welcher  in  dieser  Sache  noch  keine  Studien  gemacht  hat 
und  vor  dem  Prüfen  zu  verwerfen  leicht  geneigt  ist,  mag  denken,  ich 
schaffe  mir  mit. diesen  vielen  Zahlen  eine  Schablone  der  Willkühr.  Ich 
bitte  ihn,  diesmal  erst  nach  sorgfältiger  Prüfung  sein  Urtheil  fällen  zu 
wollen;  mag  dann  sein  Urtheil  mit  meiner  Ueberzeugung  von  meinem 
Sy.stcm  difleriren,  zu  der  Ueberzeugung  glaube  ich  ihn  dann  doch  ge- 
führt zu  haben,  dass  die  Modifikationen  der  Elemente,  resp.  elementarer 
Verbindungen,  in  ihren  Verbindungen  uns  wieder  entgegentreten. 

Ehe  ich  jedoch  zur  wirklichen  Kechnung  übergehe,  glaube  ich  noch 
Etwas  sagen  zu  müssen  über  die  sogenannte  Binartheorie.  Durch 
meine  Untersuchungen  stellt  sich  heraus,  dass  in  einer  höheren  Verbin- 
dung die  Moleküle  der  elementaren  Verbindungen  ihren  individuellen 
Charakter  behalten,  sodass  sie  also  Individuen  sind,  wie  die  kleinsten 
Theilo  der  Elemente.  Es  wird  sich  z.  B.  heraussteilen,  dass  die  Indi- 
viduen des  Rubins,  Sapphirs,  Corunds  in  den  Thonerdesalzen  wieder 
zum  Vorschein  kommen. 

Ich  schicke  mich  an,  mein  System  und  meine  Ansichten  durch 
praktisch  gewonnene  Grössen  zu  vertheidigen.  Ich  bin  mir  dabei  recht 
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bewusst,  dass  Naturwissenschaft  keine  Wissenschaft  ist,  bei  der  man 
a priori  schliesst,  und  dass  meine  Angaben  bei  den  Lesern  am  besten 
dann  ziehen  würden,  wenn  diese  schon  die  Mühe  sich  genommen  hätten, 
die  sämmtlichen  bekannten  Mineralien  nach  ihrer  räumlichen  Constitution 
verstehen  zu  wollen.  — Zunächst  will  ich  einige  Hydrate  anführen,  in 
denen  das  Aecjuivalentvolumen  des  Wassers  9 ist. 

Zur  Abkürzung  bezeichne  ich  die  Aequivaleutzahl,  das  Aequivalcnt- 
volumen,  das  spezilische  Gew’icht  eines  Körpers  K mit 

n«(A'),  v!,K),  ,,{K) 

z.  B.  ac{Fe.t  — 80 

v{Fc.,0.})  =15,3 

= 5,225. 

Üm  aber  z.  B.  das  Aequivalcntvolumen  von  Fc  in  vi^Fe^  =■  15,3 
anzugeben,  schreibe  ich  '2  .Fc„  {Fe.,  0.^  oder  kurz  Fel.  Pie  bercichneten 
p markire.  ich. 


o. 


{im\  = 9. 

i'{F)  — 17,4;  //  = 1,781 

p — 1,77  (Berzelius) 

v{P.  HO)  = 17,4  + 9,0  = 26,4;  ;/  = 1,515 

p = 1,515  (Pelouze) 

e{ZnO)  — 7,2;  p = 5,66G 

p — 5,(557  (Rose). 

v{ZnO.JfO)  = 7,2  -f-  9,0  = 1(5,2;  p = 3,055 

p — 3,053  (Filhol) 

v{CaO.)  = ^,1^5;  p = 3,1(54 

p = 3,101  (Karsten) 

V {CaO.  HO)  = (8,85  + 9,0)  = 17,85;  p = 2,073  . 

p = 2,078  (Filhol) 

i,(AO)  = 17,7;  p = 2,000 

p =>  2, (55(5  (Karsten) 

v{KO.HO)  = 17,7  -j-  9,0  = 2(5,7;  p = 2,105 

p — 2,10  (vulgo) 

,,(,V«Ö)  = 11,1;  ;/  = 2,793 

p = 2,805  (Karsten) 

vi^aO.JlO)  = 1 1,1  -I-  9,0  = 20,1  ; p = 1,948 

p — 2,0  (Dalton) 

v{Fe.  0.,)  = 15,3;  p = 5,224 

p — 5,225  (Büullay) 

t'(F<?2  C^.HO)  = 15,3  -f-  9,0  = 24,3;  ;/  = 3,(502 

p = 3,(55  (Berzelius). 
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IJieso  Hydrate  könnte  ich  noch  vermehren,  wenn  nicht  das  v der 
Metalloxyde  in  den  gedachten  Hydraten  erst  nach  den  später  kommenden 
Kegeln  bestimmt  werden  müsste.  An  betreffender  Stelle  werde  ich  sie 
erwähnen. 

Die  V der  vorgeführten  Metalloxyde  lernen  wir  ihrer  Constitution 
nach  später  kennen,  und  zwar  nach  dem  System  als  mathematisch  genaue 
Grössen,  z.  11. 

v{Ca(J)  = 8,85  besteht  aus  Ca„  = ö,3 

0,,  = 2,55 

wo  (K  die  oft  auftretende  Hälfte  von  5,1  ist  und  Ca^  die  Hälfte  des 

v{Ca)  = 12,6;  p = 1,587 

p — 1,584  (Bunsen). 

Es  gehört  nämlich  Ca  zu  denjenigen  Metallen,  welche  häufig  Verbin- 
dungen mit  der  Hälfte  des  v im  freien  Zustande  eingehen. 

Dass  in  obigen  Hydraten  das  v{JIO)  — 9,0  auftritt,  ist  sicher;  es 
käme  darauf  an,  die  Constitution  dieses  Wassers  kennen  zu  lernen.  Die- 
selbe lässt  sich  nur  durch  die  Volumenänderung  des  flüssigen  Wassers 
bei  anderen  Temperaturen  als  4*'  C.  angeben  und  ihre  Erkennung  würde 
also  die  Frucht  der  Vergleichung  mit  den  Flüssigkeiten  der  organischen 
Chemie  sein.  Ich  ponire  in  v{IIO)  ==■  9,0  das  II„  — 3,6  und  0,,  = 5,1. 
Dies  anzunehmen  hindert  nicht 

v(//a,)  = 11,7  = 9,0  -f  2,7;  p = 1,453 

p = 1,452  (Thenard) 

denn  das  zweite  0 ist  eine  vom  ersten  verschiedene  Modifikation^). 

♦)  Darin  jedoch,  dass  das  zweite  0 i>ei  peringer  Erwärmunp  weppeht,  liept 
nifht  perade  der  Grund  seiner  Verschiedenheit  vom  ersten.  So  peht  z.  li.  auch 
aus  dein  l’olianit  des  Ilrn.  Plattner  das  ^ und //O  fort,  obgleich  dies  fortpehendo 
O von  dersi^lhen  Modifikation  mit  dem  im  MnO  ziirückblcibouden  zu  sein  scheint. 
Dieser  Poliuuit  nämlich  ist 

Ü4(.l/«0  -f  0)  -f  {MnO  4-  J/0) 

denn 

' Gf)  MnO  =■  81,37  (gefunden  81,40 

..  04  G = 18,31  18,28 

1 //O  = 0,32  0,32). 

Hierin  scheint  nämlich  das  Mn  mit  dem  Fe  des  Ilrn.  Heaudrimont: 

!»(/'>)  = 3,6;  = 

^ p = 7,778  (Beaudrimont) 

i.soster  zu  sein;  ebenso  aber  aucli  das  Op  des  entweichenden  Saucrsto'ffs  gleich 
dem  Op  «les  aus  //Oj  entweichenden  0 und  gleich  dem  Op  des  0 im  zurück  blei- 
benden MnO.  Denn  r[G4(.l/nf>  O)  -f-  MnO.IlOi]  ~ G4.[t3,6  -f-  2,7)  -{-  2,7]  -j- 
1(3,0  -f-  2,7)  -{-  y,0}  = 573,3  liefert  p — 4,877,  also  gleich  dem  p = 4,88  des  llru. 
Plattner.  *■ 

Das  Studium  des  Entweichens  ein  und  desselben  Stoffes  bei  verschiedenen 
Temperaturen  aus  ein  und  derselben  Verbindung  ist  noch  wenig  in  Angriff  gc- 
iiommen  worden,  und  desswegen  will  ich  an  diesem  Orte  nicht  nnterlasseu,  die 
chemische  Constitution  eines  i’yrolusits  vom  p = 4,94  auzugeben: 


Digitized  by  Google 


195 


Von  L.  PnnKNZ. 


{IIO\  = G,3. 

I^fan  hat  ohion  gewissen  Anhaltspunkt  für  eben  angegebene  Consti- 
tution des  ißO)v  = 9,0  in  dem  oft  als  Base  sich  geltend  nmchemlen 
V’asser  vom  v = 0,3.  Dieses  Wasser  hat  die.  Constitution ; II „ — 3,<i 
und  0„  — 2,7.  Die  Existenz,  dieses  Wassers  ergibt  sich  aus: 

1 . e {MG  0)  = 6,3 ; / = 3, 1 7 4 

p = 3,20  (Karsten) 

v{MGO,llO)  = 0,3  + 0,3  = 12,0;  p = 2,30 

p = 2,30  (Kirvaiin) 

2.  e(.SnO,,)  = 10,8;  p = 0,044 

p = t),00  (Knpp) 

V {ShO.,  . HO)  = 10,8  -f  0,3  =17,1;  //  = 1,0  1 2 

= 4,032  (Crh.-Otto). 

{Il(f\„  — 7,05. 

Dass  in  diesem,  sehr  oft  auftretenden  Wasser  vom  v — 7,05  auch 
//,.  = 3,0  existirt,  hat  sehr  viel  Wahrscheinlichkeit.  Denn  dann  müsste 
Op  = 4,05  = *2.2,7  sein,  welches  0„  uns  in  y(NOjj)  = 20,25 

itueb  entgegentritt: 

v{S)  = 8,1;  ;/=  1,075 
p = 1,070 

*;  (S7>.,)  = 8,1  -f  3 . 4,05  = 20,25 ; p = 1,075 

p = 1,070  (Bussy). 

Dass  (//0)p  = 7,05  existirt,  ergibt  sich  aus 

1.  ii{N(iG)  = 11,1  (siehe  oben) 

p (iY«0 . HO)  =11,1-4-  7,05  = 18,75 ; ;/  = 2, 1 33 

p = 2,130  (Eilhol) 

2.  v{Fc.t  O3)  = 15,3  (siehe  oben) 

ü{FCn  O3  -j-  y/ö)  = 15,3  -|-  7,05  = 22,05;  7/  = 3,878 

p — 3,878  (Vohl). 

Ich  habe  schon  drei  verschiedene  Modifikationen  des  Wassers  an- 
geführt; es  sei  mir  erlaubt,  hier  noch  auf  zwei  Modifikationen  aufmerksam 
zu  machen.  Die  eine  ist  die  Modifikation  von  (7/0),,  = 8,1 , welche  da- 
durch charakterisirt  ist,  dass  sie.  gewöhnlich  bei  lOO“  C.  entweicht  und 
die  Verwitterung  so  leicht  möglich  macht.  Die  andere  ist  die  durch  ihr 
grosses  Aequivalcntvoluuieu  merkwürdige  Modifikation 


Pyrolusit  = 1290  {MnO  -f  ö)  -f  35  (MnO  -f-  2 . HO)  -f  2 (2 . liuO  -f-  //<?); 
gefunden:  MnO  80,44;  17,90  0\  1,1.‘{  JIO\  0,53  />’«<>; 

berechnet:  „ 80,444;  17,901  „ 1,124  „ 0,531  „ 
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no„  = 15,0. 

1.  y(/V«0)  = 11,1  (siehe  oben) 

v{NaO.IIO)  = 11,1  + 15,0  = 26,1;  p = 1,5.33 

p = 1,536  (GehlersLex.) 

2.  v{KO)  = 17,7  (siehe  oben) 

v{KO.H(t)  = 17,7  + 15,0  = 32,7;  p ==  1,721 

p = 1,708  (Gehl.  Lex.) 

Es  wäre  manchem  Leser  gewiss  interessant  gewesen,  neben  den 
erwähnten  Modifikationen  des  Wassers  nicht  die  des  Eises  vermissen  zu 
müssen;  es  thut  mir  leid,  darin  nicht  entsprechen  zu  können;  auf  dem 
Dorfe,  worin  ich  zur  Zeit  mich  aufhalten  muss,  habe  ich  keine  Gelegen- 
heit, die  mir  verloren  gegangenen  Notizen  über  das  Eis  wieder  ersetzen 
zu  können. 

Ich  will  jetzt  dazu  übergehen,  die  einfachen  Verhältnisse,  zwischen 
den  0„  an  verschiedenen  Oxyden  zu  zeigen.  Dazu  ist  nothwendig,  über 
die  V der  Metalle  gewiss  zu  werden.  Wie  soll  ich  es  anfangen,  hierüber 
so  überzeugend  als  möglich  für  die  Leser  mich  auszu drücken?  Es  würde 
mancher  Leser  vielleicht  erwarten , dass  ich  erst  die  v aller  Metalle 
systematisch  anführo  und  darauf  die  v ihrer  Oxyde  mit  ihnen  vergliche. 
Dies  zu  thun  finde  ich  für  meinen  Zweck  nicht  angemessen.  Ich  will 
vielmehr  also  verfahren;  ich  will  erst  an  mehreren  Oxyden,  in  denen 
solche  Metall- Individuen , welche  im  freien  Zustande  bekannt  sind,  uns 
entgegentreten,  die  Existenz  verschiedener  Modifikationen  des  Sauerstoffs 
und  die  v derselben  bis  zur  Gewissheit  lehren ; dann  nach  Kenntniss 
der  0„  auf  die  v solcher  Metall -Individuen,  welche  als  freie  nicht  be- 
kannt sind,  zurückschliessen. 

==  1,35  = ^.2,7 
0,  = 2,7. 

Die  dichteste  Modifikation  des  0 finden  wir  als  iK-  — <^*">7  = 1,35 
im  Zinnstein  uiul  krystallisirten  Kadmiumoxyd : 

1.  v{Su)  =8,1;  y/  = 7,281 

p — 7,291  (Karsten) 

v{Siiih)  ==8,1  -f  2 .1,35  = 10,8 ; p = 6,944 

p = 6,96  (Kopp) 

2.  v{Cd)  = 6,45;  //  = 8,682 

p = 8,677  (llerapath) 

v{CdO)  = 6,45  + 1,35  = 7,8;  ;/  = 8,205 

p = 8,183  (llerapath). 

Die  Modifikation  des  <>,  deren  v doppelt  so  gross  ist,  finden  wir  im  CdO 
des  Hrn.  Kopp : 
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3.  v{CdO)  = 6,45  + 2,7  = 9,15;  p = 6,994 

p ==  7,00  (Kopp) ; 

ferner  in  {H0)„  = 6,3  = 3,6  -|-  2,7 ; ferner  in 

4.  p(Ft')==3,6;  ;>'  = 7,778 

p — 7,778  (Beaudrimont) 

v{Fe^J)^)  = 2.3,6  + 3.2,7  = 15,3;  p = 5,224 

p = 5,225  (Boullay) 

5.  v{Zti)  = 4,5;  p'  = 7,24 

p = 7,24  (Böckmann) 

ü{ZnO)  = 4,5  + 2,7  = 7,2;  p = 5,666 

p — 5,657  (Kose). 

Die  eben  erw.ähnte  Modifikation;  0^,  — 2,7  tritt  sehr  oft  auf,  wie  wir' 
später  sehen  werden.  Eine  fast  nicht  minder  oft  uns  begegnende  Modi- 
fikation ist 


()„  = ^.3,9=  1,95 
0.  = 3,9. 


1.  p(A7)  ==  3,6;  AV  isoster  mit  dem  eben  erwähnten  Fc  und  dem 

Cr,  dessen  p — 7,3  angegeben  wird. 

v{M0)  = 3,6  -f  1,95  = 5,55;  //  = 6,666 

p = 6,661  (Rammeisberg) 


2. 


3. 


4. 


v(^Sn)  = 8,1  (siehe  oben!) 

v{SnO)  = 8,1  4-  1,95  = 10,05;  ;/  = 6,666 

p =z  6,666  (Herapath) 

v{A(j)  = 10,2;  p = 10,587 

p — 10,567  (G.  Rose) 

v{A(W)  = 10,2  + 3,9  = 14,1;  //  = 8,227 

p = 8,256  (Karsten) 


v{Si)  = .5,7;  p = 2,456 

p — 2,490  (Wöbler) 

v{Si<\)  = 5,7  -f  2.3,9  = 13,5;  //  = 2,222 

p — 2,222  (Schafi'gotsch). 


= ^.5,1  = 2, .55. 

Die  Modifikation  0^,  = 2,55,  welche  auch  oft  auftrilt,  haben  wir  in 

1.  {C(tO)  — 6,3  -f-  2,55  = 8,85  (siehe  oben!) 
kennen  gelernt.  Als  fernere  Beispiele  gelten: 

2.  v{(Jii)  = 3,6;  Cu„  = Fe,,  = Ni,.  =-3,6; 

v{CuO)  = 3,6  4-  2,55  = 6,15;  p = 6,455 

p = 6,451  (Jentzsch) 


(Herap.) 


1!)8 
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:i.  t>  (7^6)  = 1),  15;  ;/  = 1 1 ,:n  2 

t,  (/>/;.,  O3)  = 2 . 0, 15  + 3. 2,55  = 25,05 ; //  = S,002 

= 8,002 

1.  t'{Pb■JO^  = Mennige)  — 3.0,15  + 4,2,55  — 3t>,75; 

p = 0,007 
p = 0,006  (Ileraji.j. 

Hierhin  wäre  vielleicht  etwa  noch  zu  rechnen 

5.  v{I>bO)  = 0,15  + 2,55  = 11,7;  ;/  = 0,530 

p = 0,50  (Boullay), 

aber  nicht  mit  Gewissheit.  Denn  es  existirt  auch  die  Modifikation  (/V+ 
==  0,0,  und  da  könnte  v{PbO)  = 11,7  die  Constitution  Pb„  = 9,t)  + 0^ 
= 2,7  haben.  Sehr  oft  begegnen  uns  Verbindungen,  deren  v so  be- 
schatfen  ist,  dass  verschidene  Modifikationen  der  sie  constituirenden  Ele- 
mente der  Grösse  des  v Genüge  leisten.  So  z.  13.  die  andere,  oktaed. 
kryst.,  Modifikation  von  PbO: 

V ( Pb  0)  = 13, 0 5 ; ;/  = 8,02  5 

p — 8,02. 

Hier  kann  nun  sein  v{PbO)  — 0,15  + 4,8,  aber  auch  ==  0,0  + 4,05  (dies 
wahrscheinlich!);  denn  dass  = 4,05  existirt,  ergibt  sich  a.  a.  (,). 
auch  aus 

t>  (.4.9)  = 13,2;  ;/=  5,682 

p = 5,672  (Herap.)*) 

v{As0^  — regul.  Octaed.)  = 13,2  + 3.4,05  = 28,05; 

p = 3,5204 

p = 3,520  (Kegn.  Stre.). 

Die  dritte  l^loditikation 


viPbO)  = 0,0  + 3,0  =12,0;  ;/  = 0,277 

p = 0,275  (Herap.) 

lasst  freilich  keinen  Zweifel  über  ihre  Constitution  übrig,  weil  0„  = 3,0 
wohl  oft  auftritt,  aber  nie  Op  = 2,85. 

Zu  den  O.xyden,  in  denen  0„  —^2,55  existirt,  gehört  auch  noch 
6.  -v^llGO)  = 7,2  + 2,.55  = 0,75;  p = 11,077 

p = 11,078  (Hcrapath). 


Man  verzeihe  mir,  wenn  ich  hier  von  der  Norm  abweiche  und  das  oft  auf- 
tretendc  JKlp  — 7,2  hierhersetze,  ohne  seine  Existenz  im  isolirten  Zu- 
stande angehen  zu  können.  Ich  that  es,  weil  ich  nicht  wusste,  wie  ich 
diese  Constitution  sjiäter  passend  anbringen  könne,  und  um  gleich  durch 
folgendes 


*)  Oießcs  An  ist  isostor  und  i.soinorph  mit  (Icm  rothen  krystallisirten  Pho.splior: 
= /y'  = 2,348;  /y  = 2,;0  (Hittorl}. 
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V (//C/>)  = ‘J . 1;2  + 5, 1 = 1 y,5 ; //  = 10,07 

= 10,00  (Herapath) 

don  AmmermUller’schen  Satz*),  dass  iin  Oxydul  das  0,.  doppelt  so  gross 
auftreton  kann  als  im  Oxyd,  in  Erinnerung  zu  bringen. 

Wir  haben  in  den  vorgefübrten  Oxyden  nun  schon  verschiedene  Mo- 
difikationen des  0 kennen  gelernt,  als: 

0„  = 1,35;  2,7 

= 1,95;  3,9 

= 2,55;  5,1 

= 3,0  ; 1,95 

= 4,05  = 3.1,35  vergl.  v{S0.^)  ==  20,25. 

Diese  Anzahl  von  Modifikationen  wird  genügen,  um  die  weiteren 
Untersuchungen  über  Oxyde  ohne  Meinungsdifferenz  mit  mir  dnrehzu- 
gchen. 

M^ir  haben  oben  v{Su)  ==  8,1  kennen  gelernt.  Mit  diesem  Sn  ist  iso- 
morph das  diamantenartige  Hör  (dimctrisch)  vom  p — 2,081.  Dieser 
Modifikation  des  Hör  entspricht  das  v — 1,05  = .^-.8, 1 = Di<*  v 

würden  für  diese  isomorphen  Stoffe  gleich  sein,  wenn  man  statt  liO.^ 
schriebe  und  diese  Schreibweise  würde  zweifelsohne  zweckmässiger 

sein,  als  das  dieser  Isomorphie  eiinst  zur  Liebe  geschriebene  5« 0.,  für-S’/JÖ.,. 
Die  Individuen  dieses  Hör  finden  wir  mehrfach  wieder: 

1.  Im  Horacit  — . BO.  *.  Es  ist  hierin 

3(4/b?D)„  = 3.0,3  = 18,9  (siehe  oben!) 

A{ßO^\  = 4(1,05  3.2,7)  = 4.12,15  ==  48,0 

V {MGO^ . BO^*)  ==  07,5 ; p = 2,956 

p — 2,955  (Rammeisberg). 

2.  Im  oktaedrischen  Horax  — AaO.BO.^  -j-  5//0. 

NaO„  =11,1  =11,1 

2 {BO^),  ==  2 . 12,15  = 2 1,3 
5(7/0),.  =5.9,0_  = 15,0 

' V = 80,4  ; p'  = 1,813 

p = 1,815 

3.  In  AfiO.BO.^  -f  10.7/0. 

AaOr  =11,1  = 11,1 

2 (7?0.,)„  = 2 . 12, 15  = 21,3 
10(7/0),.  =10.7,05  = 70,5 

t;=  111,9;  ;/=  1,705 

p ==  1,692  (Filhol). 

*)  Verpl.  A in  m er  ni  ii  1 1 e r’s  Di.sscrtatiun  in  Pogpeml.  anii.  tom.  49  pag.  341; 
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In  den  drei  erwähnten  Verbindungen  war  das  dasselbe;  in  den 

beiden  letzten  linden  wir  verschiedene,  schon  bekannte,  Modifikationen 
des  Wassers. 

Jene  Individuen  des  Bors  finden  wir  wdeder: 

4.  iin  Borax  anhydre  — NaO.  BO.^: 

{NaO),  =11,1  =11,1 

2 . = 2 . 15,75  = :i  1 

« =^42,G;  p = 2,360 

p = 2,367  (Filhol). 

Diese  Borsäure  enthält  nicht  die  Modifikation  0„  = 2,7,  sondern  die 
O,  = 3,9  d.  h.  {BO.;)^  = 4,05  3.3,9  = 15,75. 

5.  In  der  geschmolzenen  BO.^  des  Hrn.  Davy: 
v{BO.^)  = 4,05  + 3.5,1  = 19,35;  p = 1,804 

p = 1,803  (Davy). 

Hierin  ist  also  Op  = 5,1,  wie  oben  in 

6.  Die  eben  erwähnte  BO.^  des  Hrn.  Davy  begegnet  uns  wieder  in 

BO^  -j-  3//0  oder  BO.^HO  2 HO.  Es  ist  bekannt,  dass  2 HO  hieraus  bei 

Erhitzung  Weggehen.  Dies  hat  hier  seinen  Grund  darin,  dass  zw'ei  ver- 
schiedene Modifikationen  von  HO  in  der  Verbindung  cxistiren,  nämlich  die 
abgehende  ist  vom  HO,,  ==8,1,  die  zurückbleibende  dagegen  die  schon 
kennen  gelernte  HO^  = 6,3.  Demnach 

v{BO^.HO  -f  2 HO)  = 19,35  -f-  6,3  + 2.8,1  = 41,55 

p = 1,479 
p ==  1,480  (Berzel.) 
p = 1,4797  (Böttger). 

Würde  man  die  2 HO  so  entfernen,  dass  das  Restirende  BO^HO  dabei 
keine  Aenderung  erleidet,  so  würde  man 


p (/iOa . HO)  = 


ae{BO^.HO) 


finden. 


19,35  4-  6,3 

Eine  dieser  Constitution  ganz  ähnliche  haben  wir  in  C^O^.HO  -{-  2 HO. 
Es  ist  hierin  {C.^0,^p  = 16,2,  welche  O3) -Modifikation  uns  aucli  in 
anderen  Verbindungen  wieder  entgegentritt.  Es  ist  alsdann 

v{(\0.^.H0 2 770)  = 16, 2-1-6, 3 4-2.8,1=38,7;  // = 1,628 

p — 1,629  (Buignet) 
' p — 1,63  (Bödeck.) 

und 

{C.^  O3 . HO)  = 16,2  4-  6,3  = 22,5 ; p = 2,000 

p = 2,00  (Bödecker). 

Durch  das  Zusammenhalten  solcher  analoger  Verbindungen  wie 
HO.IH},^  4-  2 HO  und  HO.C.,0^  -f-  2//0  kann  man  viel  lernen.  Ans  der 
DifiVrenz : 

r{IKKC.,0^  4-  2 HO)  — v{HO.CJ).^)  = 16,2 
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ergibt  sich  HO^,  = 8,1.  Denke  ich  mir  dieses  Wasser  auch  in 
-\-'2H0^  80  ist  v{JfO.B().j)  = 25,65  d.  h.  gleich  dem  //Op  = 6,3  und 
des  Hru.  Davy.  Setze  ich  nun  wieder  HOp  — 6,3  in  HO.C.tO^,  so 
bleibt  = 16,2,  was  auch  durch  oxalsaure  Salze  als  recht  erkannt 

wird.  AVelche  Constitution  hat  {C.,0.^)v  — 16,2? 

Es  ist  hierin  Cg  — 4,05  und  Og  = 2,7.  Diese  Kohle  hat  man  freilich 
im  freien  Zustande  noch  nicht  w^ahrgenommen , obgleich  sie  oft  auftritt,  wie 
auch  in  (CO.,)»,  = 10,05.  Von  den  als  freien  beobachteten  C- Individuen  ist 
die  Modifikation,  welche  am  öfteren  auftritt,  diejenige  des  Hrn.  Kenngott: 
= 2,75  p=  2,222 

p = 2,229  (Kenngott). 

Diese  existirt  z.  B.  im  Arragonit  uud  im  PbO.CO.y  des  Ilrn.  Beudant.  Es 
ist  hierin 

(CO,)»,  = 2,7 + 2.2,7  = 8,1, 

daher 

1.  {CaO)r  = 8,85  (siehe  oben!) 

r (67/0.  CO.,)  = 8,85  + 8,1  = 16,95 ; ;/  = 2,9498 

p = 2,949  (II.  Rose) 

2.  {PbO)g  = 11,  7 (siehe  oben!) 

v{PbO.C(K^  ==  11,7  + 8,1  = 19,8;  p = 6,742 

p = 6,7293  (Beudant). 

In  der  erwähnten  Kohlensäure -Modifikation  ist  C».  = Op. 


Einige  Erdmetalle. 


I.  Ba,  Sr,  Th. 

Zunächst  will  ich  an  einigen  Erdmetallen  eine  noch  nicht  beachtete 
Gleichheit  des  Aequivalentvolumens  zeigen,  nämlich  an  Barium,  Strontium 
und  Thallium. 

ae{Ba')  = 68,5;  y = 17,1 ; ;/=  4,006 

p = 4,00  (Gehl.  Lex.) 
ae{Sr)  = 43,8;  y=17,l;  ;/=  2,561 

p = 2,504  — 2,580  (Bunsen) 
«/.(7V)  = 203,5;  y = 17,1 ; //.=  11,901 

/>=11,9  (Crookes). 

Mit  dem  r — 17,1  aber  treten  diese  Metalle  in  Verbindungen  höchst  selten 
auf;  ja  {Ba)„  =17,1  liegt  gar  nicht  vor. 

Wie  wir  später  sehen  werden , tritt  in  den  salpetersauren  Salzen  sehr 
oft  (.YO,^)p  = 26,1  auf;  diese  AO,^- Modifikation  existirt  auch  in  den  Salzen: 

1.  v{SrO.N(K)  = (17,1  + 2,7)  + 26,1  = 45,9;  ;/=  2,305 

/>  = 2,.305  (Buign.)  . 

2.  v{Tl0.i\0r,)  = (17,1  + 2,7)  + 26,1  = 45,9;  ;/=  5,80 

p = r>,8(,) 

, (Wien.  Ac.  Ber.  vol.  48,  pga.  370  fi‘.) 


Digitized  by  Google 


202  Mnthematisclic  Studien  über  die  Materie. 

Oligleich  es  keinem  Zweitel  unterliegt,  dass  in  diesen  zwei  Verbin- 
dungen das'v  des  Metalls  gleich  17,1  ist,  so  will  ich  doch  noch  eine  analoge 
Constitution  zur  weiteren  Erhärtung  hinzufügen : 

.‘1.  = 10,2  (siehe  oben!) 

v{AGO.N(K)  = (10,2  -f-  2,7)  -f-  2G,1  = 30,0;  ;/=  4,.3oOO 

' ;>  = 4,3554  (Karst.) 

In  den  meisten  Verbindungen  des  Da  und  Sr  tritt  uns  das  v der  Metalle 
bald  als  ^.17,1  d.  i.  als  11,4,  bald  als  .^.17,1  = H,55  entgegen.  Wir 
haben  also  dann  speziell  liier  eine  Gesetzmässigkeit,  welche  llr.  Sch  oder 
(I^ogg.  ann.  1842)  allgemein  für  die  Aeijuivalentvolumina  der  Elemente 
geltend  gemacht  hat. 

So  ist  z,  B. 

v{DaO)  = 11,4  -j-  2,7  = 14,1;  ;/ = 5,425 

p = 5,450  (Filhol). 

Diese  7MO- Modifikation  begegnet  uns  wieder  z.  B.  in 

1.  r{DaO  + d//0)  = 14,1  + 0.0,0=  05,1;  p = 1,057 

p=  1,050  (Filhol) 

2.  v{DaO.M\)  = 14,1  -f  20,1  = 40,2;  ;/ = 3,240 

p = 3,240—3,242  (Krem.) 
Die  Uebereinstiminung  der  /»{DaO iUIO)  und  p{DaO . mit  ihren 

;/  lehrt,  dass  das  p{DaO)  des  Ilrn.  Filhol  nicht  exact  ausgefallen  ist. 

Sollte  nicht  auch  r(8VO)  = 14,1  existiren?  Diese  Modifikation  des 
SrO  ist  noch  nicht  beobachtet  worden,  aber,  dass  sie  existirt,  ergibt 
sich  aus 

r{Srtß  + 0 IfO)  = 14,1  -f-  0.0,0  = 05,1 ; // = 1,300 

;;  ==  1,306  (Filhol). 

Es  ist  also  dieses  Strontianhydrat  gleicher  Constitution  mit  dem  angeführten 
Barythydrat. 

Da.ss  auch  (Da),,  und  {Sr)^  in  Oxyden  mit  der  Hälfte  von  17,1  auf- 
treten,  will  ich  nun  zeigen.  Ein  .‘'olches  DaO  liegt  mir  zwar  augenhlick- 
lich  nicht  vor,  aber  seine  mögliche  Existenz  ergibt  sich  aus  einem  sol- 
chen SrO. 

1 . r (SrO)  = 8,55  + 2,7  = 1 1,25 ; p = 4,005 

p = 4,011  (Filhol). 

Wir  haben  hier,  wie  in  der  angeführten  Modifikation  von  Sr(t^  die  Modi- 
fikation 0„  = 2,7;  es  wird  uns  aber  nicht  wundern,  wenn  auch  die  Modi- 
fikation Op  = 1,05  in  diesem  Oxyde  existirte.  Und  es  exisirt  in  der  Th.at: 

2.  {SrO)„  = 8,55  -f  1,05  = 10,5. 

Dies  erhellt  aus: 

1.  v{SrO.  HO)  = 10,5  -j-  0,3  = 10,8;  ;/ = .3,010 

P = .3,025  (Filhol) 

2.  v^SrO.yo.)  = 10,5  -}-  20,1  = .30,0;  ;/ = 2,8907 

}t  = 2,8001  (Karsten). 
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Wir  haben  demnach  bis  jetzt  vier  Modifikationen  von  SrO  kennen  gelernt: 

1.  v{SrO)  = 17,1  + 2,7  = 19,8 

2.  v{SrO)  = 11,4  + 2,7  = 14,1 

3.  v{SrO)  = 8,55  + 2,7  = 11,25 

4.  v{SrO)  = 8,55  + 1,95  = 10,5. 

Und  zwei  Modifikationen  von  SrO.  WO.,: 

1.  v{SrO.NO^)  = 19,8  + 26,1  = 45,9 

2.  v{SrO.NO^)  = 10,5  + 26,1  = 36,6. 

Sollten  dies  die  einzigen  Modifikationen  von  SrO  und  SrO.NOr^  sein? 
Ganz  wahrscheinlich  nicht! 

II.  lieber  Ca  und  MG, 

Die  merkwürdige  Eigenschaft  der  Volumenänderung  des  Ba  und  Sr 
thcilt  iin  gleichen  Maasse  das  Ca  und  das  MG. 

1.  v{Ca)  = 12,6  (siehe  oben!) 

v{CaO)  = ^.12,6  + 2,55  = 8,85  (siehe  oben!) 

2.  v{CaO)  = + 12,6  + 3,9  = 12,3;  p = 2,277 

/>  = 2,3  (Berzel.) 

3.  v(iVG)  = 7,2;  /=  1,667 

p = 1,69  — 1,71  (Kopp) 
v{MG0)  = ^.7,2  + 2,7  = 6,3  (siebe  oben!) 

4.  r(ilfSO)  = |.  7,2  + .3,9  = 8,7;  ;/ = 2,30 

p = 2,3  (Berzel.). 

Man  findet  liier  v{CaO)  = 12,3  und  v{MG0)  = 8,7  paralleloster! 

III.  lieber 

Wie  nach  ihrem  zahlreichen  Auftreten  die  Thonerde  eine  grosse  Rolle 
unter  den  elementaren  Verbindungen  spielt,  so  auch  nicht  minder  durch 
ihre  zahlreichen  Modifikationen.  Ohne  letztere  wahrscheinlich  nicht  die 
crstere!  Die  Verschiedenheit  dieser  Modifikationen  lässt  sich  leicht  klar  dar- 
tlmn,  weniger  jedoch  die  spezielle  Constitution,  denn  die  meisten  Modi- 
fikationen existiren  für  sich  und  lassen  sich  in  Verbindungen  meist  leicht 
wieder  erkennen;  dagegen  ist  das  Aluminium -Metall,  so  wie  es  in  den 
verschiedenen  Modifikationen  der  Thonerde  auftritt,  nicht  in  freiem  Zu- 
stande wabrgenommen : es  ist  selbst  mehrerer  Zustände  fähig  und  in  diesen 
nur  durch  Schlussfolgerung  per  analogiam  aus  dem  v{Al20^  zu  bestimmen. 
Für  gewalztes  Aluminium  gibt  Deville  das  p — 2,67,  wofür  t;  = 5,1  und 
p = 2,686  ist  Neben  diesem  p findet  man  noch  für  kiystallis.  Aluminium 
p = 2,56,  wofür  V = 5,4  ist.  Aus  den  von  mir  bald  vorgeführten 
Thonerde -Modifikationen  werden  wir  aber  scbliessen,  dass  weder 

mit  r = 2.6,1  noch  mit  v — 2.5,4,  überhaupt  mit  einem  v über  8 wohl 
sicht  auflritt,  und  dass  das  Aluminium -Metall  nicht  zu  denjenigen  gehört, 

ZfiUchrifl  f.  Malhcmatik  u.  Physik  XllI,  3.  1^ 
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welche  die  Schrö der’ sehe  Regel  befolgen.  Nur  bei  einer  einzigen 
Modifikation  scheint  dies  stattzufinden,  nämlich  bei  — 13,2: 

v{Al^O^)  = 5,1  -f-  3.2,7  = 13,2. 

Die  Existenz  dieser  Modifikation  ergibt  sich  aus 

p{^.Al.^n._^.SeO,^  + KaO  ScO^  -J-  24^^]  = 1,971  (K.  Weber). 

Hierin  ist  nämlich  //O,.  = 8,1 

KaO  — 17,7  (siehe  oben!) 

SeO.^  = 15,9. 

Diese  SeO^  = 15,9  ergibt  sich  aus 

1.  r{DaO.SeO^)  = 14,1  -f  15,9  = 30,0;  //=  4,666 

p = 4,67  (Schafarik) 

2.  v{PbO.SeO.^)  = 11,7  + 15,9  = 27,6;  ;/=  6,.341 

p — 6,37  (Schafarik) 

und  ist  also  constituirt: 

{Se0.i\  = 7,8  -f  3.2,7  = 15,9, 
worin  das  (i!?e)r  = 7,8  entspricht  dem 

v{S)  = 7,8;  //  = 2,051 

p = 2,050  (Karsten). 

Demnach  ist 

V {Al^  O.j . SeO.^  KaO . SeO^  24  HO)  = 

(13,2  + 3.15,9)  + (17,7  + 1.15,9)  + 24.8,1  = 288,9;  p = p. 

Diese  Modifikation  begegnet  uns  noch  im  Wcrmiculith  des  Ilrn. 

Orosslcy. 

In  anderen  Thonerde*  Modifikationen  ist  man  gezwungen  das  {Al.^r 
— 4,8  anzunehmen,  als  im 

1.  orientalischen  Sapphir  des  Ilrn.  Scholz: 
v{Al.,0^)  = 4,8  + 3.1,95  = 10,65;  ;/=  4,8.36 

p = 4,8.30  (Scholz). 

Die  Individuen  dieses  Sapphirs  haben  wir  wieder  in 

«)  reinem  Diaspor  = Al.,  0.,.  7/0;  v = 10,65  + 7,65  = 18,3;  ;/  = 3,30G 

p = 3,30.3 

b)  Hydrargillit  = + 3 7/0;  v = 10,65  + .3.7,65  = 3.3,6  ; 

p'=  2,336;  />  = 2,34. 

2.  Orient.  Sapphir  des  Hrn.  Brisson; 

V {Al^  O3)  = 4,8  + 3 . 2,7  = 12,9  ; p = 3,997 

;)  = 3,994  (Brisson). 

Die  Modifikationen  dieses  Sapphirs  finden  wir  wieder  im  Spinell 
Al.^0^.Zn0.  Denn 

{ZnO)i,  = 7,2  (siehe  oben!) 

(.4/5O..V  =_12,9_ 

20,1 ; ;/  = 4,58;  p = 4,58  (Ehelmcn). 
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3.  Orient.  Sapplur  des  Urn.  Brisson: 
v{Al^O^)  = 4,8  -f-  3.3,9  = 16,5;  /=  3,115 

p = 3,131  (Brisson). 

Ebendies  — 4,8  scheint  auch  zu  existiren  in  der  nur  aus  Verbin- 

dungen bekannten  Modifikation : 

4.  {Al^  = 13,8  = 4,8  + 3 .3,0. 

War  man  genöthigt,  in  den  vier  erwähnten  Modifikationen  des  {Al.^„ 
= 4,8  anzunehmen,  so  ist  man  in  den  beiden  folgenden  (-4/.,)^  = 5,4  oder 
= 4,5  anzunehmen  genöthigt. 

5.  Orient.  Sapphir  des  Hrn.  Muschenbroek: 

r {Al.^  O3)  = 5,4  + 3 . 3,0  = 14,4 ; p = 3,569 

p = 3,562  (Muschenbroek). 
Man  findet  die  Individuen  dieses  Sapphirs  wieder  im  künstlichen  Spinell 
des  Hrn.  E b e 1 m e n : 

v{Al^O^.MGO)  = 14,4  + 6,3  = 20,7;  p'=  3,450 

j)  = 3,452  (Ebelmen) 

und  in  der  Gemme 

v{MGO.Ai^O.^^)  = 6,3  + 2.14,4  = 35,1  ; p=  3,500 

p = 3,523  (Mobs). 

Die  Differenz  zwischen  ;/  und  p findet  ihre  ErklJlruhg  darin , dass  stets  ein 
Gehalt  das  p erhöht. 

6.  Korund: 

r{Al^O^)  = 4,5  4-  3.2,7  = 12,6;  ;/  = 4,079 

p = 4,0  — 4,07. 

Dass  diese  Modifikation  existirt,  ergibt  sich  aus 

v{Al^0^  + ^HO)  = 12,6  + 8.9,0  = 84,6;  ;/ = 1,459 

p = 1,459  (Filhol). 

7.  Wie  aber  ist  die  Constitution  des  oft  auftretenden  Orient,  purpur- 
rotben  Rubins  zu  fassen? 

V (Rubin  = Al^  O3)  = 12,0 ; ;/  = 4,2833 

p — 4,2813  (Brisson). 

Etwa  r = 6,15  4-  3.1,95  = 12,0? 

lieber  die  Alkalien  KaO,  NaO,  JAO. 

Wir  haben  oben  schon  je  eine  Modifikation  zweier  Alkalien  kennen 
gelernt,  nämlich  (ifaö)p  = 17,7  und  (iVaO),.  = 11,1.  Diese  alkalischen 
Individuen  sind  die  einzigen,  welche  allein  für  sich  erkannt  worden  sind. 
Von  LiO  liegt  leider  keine  Bestiinmnng  vor.  Es  ist 
v{Ka)  =45,0;  /=  0,871 
ae  (A«)  = 39,2 ; p — 0,865  (Gay  • Lussac) 

r(A«)  =23,4;  p = 0,983 

p = 0,988  (Schröder) 

15* 
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= 11,7;  / = 0,5983 

p = 0,598  (Bunsen). 

Zwischen  und  r(Xf)  herrscht  die  merkwürdige  Gesetzmässigkeit: 

r(i\Vf)  = 2.t’(Z/). 

In  den  bemerkten  Oxyden  existiren  die  ^ dieser  r: 

= i.45,0  + 2,7  = 15,0  + 2,7  = 17,7 
v{]NnO)  = ^.23,4  3,3  = 7,8  3,3  = 1 1,1. 

Aus  v{NaO)  = 11,1  ergibt  sich  nlso  als  wahrscheinlich  Ot,  = .3,3.  Diese 
0- Modifikation  scheint  auch  im  Lithion  des  folgenden  salpetersauren 

Lithion  zu  existiren ; 

= -^.11,7  4-  3,3  = .3,9  + 3,3  = 7,2 
• v{LiO.NO,)  = 7,2  21,0  = 28,2  ; ;/  = 2,447 

p = 2,442  (Troost). 

Es  existirt  neben  (^03)^=  20,1,  w'elches  wir  schon  kennen  gelernt 
haben,  nämlich  auch  die  Modifikation  (AOj)^  = 21,0,  wie  sich  aus  fol- 
genden Salzen  ergibt: 

1.  v(AflO.AY>3)  = 11,1  -f-  21,0  = 32,1;  ;/=  2,049 

p = 2,054  (Kremers) 

2.  V {SrO . NOr^)  = 14,1  -j-  21,0  = 35,1;  p = 3,0050 

p = 3,0061  (Ilassenfratz). 

Es  wäre  freilich  auch  möglich , dass 

{LiO)tt  = 7,2  = ^.11,7  4“  ^>'35  ==  5,85  4"  1)'35 
wäre.  Denn  dass  {Li\,  = 5,85  existirt , ergibt  sich  aus  dem  Lithion  der 
andern  iiO.  AO5- Modifikation  : 

v{LiO . NO^  = 8,55  -|-  21,0  = 29,55;  j)  = 2,335 

p = 2,334  (Kremers) ; 

dieses  {LiO)»  = 8,55  ist  5,85  4"  2,7 ! 

In  einer  An 0 -Modifikation  ist  (AV/),.  = \.v{^a)  = 7,8  und  0^  = 4,95, 
welche  0- Modifikation  wir  oben  fanden  im  regul.  octaed.  As.O.^  und  iin 
octaed.  PbO'^  demnach 

(AöO)t,  = 7,8  -j-  4,95  = 12,  <5. 

Die  Existenz  dieser  Natron -Individuen  ergibt  sich  aus 

1.  v{NaO.N(\)  = 12,75  4-  20,1  = .38,85;  ;/=  2,1880 

p — 2,1880  (Marx) 

2.  v{NaO.C^O^)  = 12,75  + 10,2  = 28,95;  //=  2,315 

p — 2,315  (Bnignet). 

Wenn  so  der  Calcul  mit  der  Erfahrung  übereinstimmt,  muss  wohl  jeder 
Zweifel  weichen ! 

In  den  bisher  kennen  gelernten  alkal.  Oxyden  T{a0  und  ^a0  und  LiO, 
mit  Ausnahme  des  (Z/0)„  = 8,55 , nehmen  wir  das  v des  verbundenen 
Metalls  als  ^ des  freien  Metalls.  Ich  werde  nun  zeigen  an  Oxyden , dass 
wie  in  {LiO)^  = 8,55  = ^.v{Li)  4"  2,7  so  auch  in  {NaO),,  und  {KnO)^  das 
(An),,  und  (AV/)^  gleich  ^.r(An)  und  gefunden  wurden. 
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Entsprechend  dem  {LiO)„  = ^.11,7  -f“  2,7  linden  wir  {NaO)„  = 
^.23,4  + 2,7  = 14,4  in 

v.{NaO.NO:,)  = 14,4  -f-  26,1  = 40,5;  p=  2,099 

/>  = 2,096  (Klapproth,  Mohs). 
Ich  komme  nun  zu  einem  A'uO,  das  durch  ein  besonderes  0,,  aus- 
gezeichnet ist,  nämlicli  zu 

{KaO),  = 28,5  = ^.45,0  + 6,0  = 22,5  + 6,0. 

Diese  A’rtO- Modifikation  ergibt  sich  aus 

1.  r(Ä'«0.ß0j2)  28,5  -f  2.19,35  ==  67,2;  // = 1,741 

p = 1,740  (Buignet) 

2.  v{k'aO.IfO  + 2 . C,  a,)  = 28,5  + 9,0  + 2 . 16,2  = 69,9 ; 

// = 1,834;  p—  1,836  (Buignet) 

3.  üiA'aO.^J/^O.C^II^O^^^),  dessen  p = 1,700  (Schiff)  ist. 

Auch  dass  {Na)v  als  ^ v{Na)  auftritt,  scheint  gewiss  zu  sein;  denn 
= ^.23,4  4-  3,9  = 15,6  + 3,9  = 19,5 
scheint  wirklich  zu  existiren  in 

v(yaO.NOr^)  = 19,5  + 26,1  = 45,6;  // = 1,864 

j,  = 1,8694  (Muschenbroek). 

ln  Vorstehendem  habe  ich  gezeigt,  wie  man  sich  aus  den  verschie- 
ilentlichsten  Angaben  des  spezifischen  Gewichtes  für  ein  und  dieselbe  Ver- 
bindung zurcchtfinden  kann.  Die  Verbindung  NaO.NO^y  deren />  folgende 
sind : 

p (iVrtO . iVO.)  = 1,8604  (Muschenbroek) 

= 2,096  (Klapproth) 

= 2,188  (Marx) 

— 2,654  (Kremers) 

ist  sehr  lehrreich.  Aus  ihr  kann  man  lernen  den  Glauben  au  die  mehr- 
fachen Modifikationen  ein  und  derselben  Verbindung  und  dass  das  >vahro 
spezifische  Gewicht  nicht  das  arithmetische  aus  seinen  verschiedenen  An- 
gaben ist. 

Ich  habe  nur  vier  verschiedene  Modifikationen  der  NaO.  NO^  angeführt, 
ich  will  noch  eine  hinzufügen: 

V {Na 0 . NO^)  = 37,5 ; p = 2,266 

p = 2,265  (Buignet). 

Ist  hier  e = 11,4  -|-  26,1?  Diess  stimmte  mit 

v{NaO.ClOr,)  = 11,4  -f-  35,1  ==  46,5;  p = 2,280; 
denn  dass  = 35,1  existirt,  ergibt  sich  aus 

1.  v{KaO .ClO^  — 17,7  35,1  = 52,8;  p = 2,325  (Buignet) 

2.  ^(^«O.C/Oj.Ä'O)  = 10,5 -f  35,1  -1-  8,1  = 53,7;  />  = 2,088  (Buigu.) 
und  seine  Constitution  ist  einfach  diese 

o{ClO-,)  = 21,6  -f  5.2,7  = 35,1; 

denn 

1.  u(A«C/)  = 3,6  -f  21,6  = 25,2;  yy  = 2,56  (Schiff) 
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2.  v{Fc.Cl)  = 3,6  -f-  21,6  = 25,  2j  = 2,53 
'3.  y(//(;2.C/)  = 2.7,2  + 21,6  = 36,0;  i>  = 6,56  (Schiff). 

Nach  dieser  Uebereinstimmung  zwischen  v{IVaO.  = 37,5  und 
v{Na0,Cl0^)  = 46,5  scheint  es  gewiss  zu  sein,  dass  (NaO)^  = 11,4  = 7,8 
-|-  3,6  existirt.  Aber  es  scheint  nur  so!  absolute  Gewissheit  ist  cs  nicht, 
wie  mau  aus  Folgendem  erkennen  kann. 

Hr.  Kremers  (vergl.  Liebig’s  und  Kopp’s  Jahresbericht  für  1852 
pag.  15)  fand 

/>,  (/?«0.  AO5,  bei  14"  krystallis.)  = 3,240  — 3,242 
p.J^BaO.NOr^y  bei  100"  krystallis.)  = 3,222  — 3,228 
Wir  haben  oben  kennen  gelernt  v{BaO)  — 14,1.  Dieses  v{BaO)  ist 
in  v{BaO.  AO.,)  vom  />, ; denn 

yj  {BaO.AO.^)  = 14,1  + 26,1  = 40,2;  /,  = 3,246 

aber  in 

v.^{BaO..\(K;)  = 40,5  {p.^  = 3,222  = />,,) 
kann  BaO  oder  auch  modifizirt  sein.  Wäre  hier  {BaO)„  = 14,4,  so 

wäre  oben  auch  {NaO)„  — 11,4;  ist  dagegen  hier  (AOj)^  = 26,4,  so  ist 
oben  auch  = 26,4.  Diese  exakte  Untersuchung  des  Hrn.  Kremers 

lässt  also  sehr  wahrscheinlich  erscheinen,  dass  obiges  NaO.NO^  des  Hrn. 
Biiignet  nach  nochmaliger  Auflösung,  bei  niederer  Temperatur  mit  einem 
um  0,3  geringeren  v krystallisiren  würde. 

Ueber  5VY/,. 

Oben  haben  wir  kennen  gelernt 
v{Si)  = 5,7 

a.  ^(.SVa^)  = 5,7  -}- 2.3,9  = 13,5;  p = 2,222 

p = 2,222  (Schafifgotsch). 
Diese  Modifikation  finden  wir  wie<ler  im 

1 . Leucit  = Al.,  O.j . SiO./^  -{-  KaO . SiO., 

V = (16,5  + 3.13,5)*  + (17,7  -f  13,5)  = 88,2;  // = 2,479 

p = 2,480  (Rammelsb.). 

In  diesem  AU  O.j^ {siehe  oben!)  ist  also  dasselbe  wie  im  SiO.,. 

2.  Eiidnophit  = At.,0.j . SiO./  -j-  NaO.  SiO.,  + 2 HO. 

V = (16,5  + 3.13,5)  +’(11,1  4-  13,5)  + 2.7,65  = 96,9; 
p = 2,274;  p = 2,27  (Berlin). 

Man  kann  diesen  Eudnophit  als  ein  Natron -Leucit -Hydrat  auffassen. 

3.  Natrolith  = Al.A)^.SiO./  -|-  NaO.SiO.^  -f~  2 HO]  er  gibt  leicht  sein 
Wasser  ab  {H0„  = 8,1). 

t- = (16,5  2.13,5)  + (11,1  + 13,5)  -f  2.8,1  = 84,3; 

p'  — 2,259;  p — 2,254  — 2,258  (Keungott). 

4.  Apophyllit  aus  dem  Kadanthale  am  Harze  = \ .CaO'^ .SiO./  -|- 
KaO.SiO/  4-  16.7/0. 
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p=  4(2.8,85  -f-  3.13,5)  -{-  (17,7  + 3.13,5)  -f  IG. 0,0  = 435,0 
/>'=  1,966;  />  = 1,06  (Rammeisberg). 

Man  übersolio  nicht,  dass  hier  2{CaO\  = {KaO)v  ist!  Hat  {KaO)o  viel- 
leicht noch  einmal  so  viel  Individuen  als  {CaO)^  V 

5.  Bronzit  = iVGO.  iS/0.^. 

t,  = 8,7  4-  13,5  = 22,2;  p=p  = 2,252. 

Hier  haben  wir  also  das  oben  discutirte  v{}IGO)  = 8,7,  worin  0„  = 3,9 
ist,  wie  in  ^(iSVO,)  = 13,5. 

6.  Thomsonit  von  Dumbarton  ; 

S{M^0,^,S{0.^)  + G{Cuü.SiO.,)  -f  NaO'^.SiCf./  -f  20 IKK 

P=8(12, 6+ 13,5)  4- 6 (8,85 -f  13,5) + (2.11, 1+3. 13,5)4-20. 7,66=558, 6 
p = p ==  2,383  (Raramelsberg). 

In  diesem  Thomsonit  haben  wir  also  die  Individuen  des  Korunds. 

7.  Glas,  von  Polo  uze  kurz  vor  seinem  Tode  hergestellt  (Compt. 
rend.  14  Janvier  1867): 

102  Si(K  = 74,07  (75,00);  » = 102.13,5  = 1377,0 

23  = 17,46  (17,40)  23.11,1  = 255,3 

6Jl./)^=  7,57  (7,60)  6.13,8  = 82,8 

y = 4715,1“ 

;/=  2,380;  p = 2,380  (Pelouze). 

8.  Tayalit  des  Hrn.  Gmcliii:  FcO’\  SiO.r. 
v=  5.6,6  + 2.13,5  = 60,0;  // = 4,133 

p = 4,138  (Gineliu). 

Hier  haben  w'ir  {FcO)„  — 6,6;  wie  z.  B.  auch  in 

v{FcO.SO.^)  = 6,6  + 20,25  = 26,85 ; p = 2,840 

/>  = 2,841  (Filhol). 

In  diesem  schwefelsauren  Eisenoxydul  haben  wir  nämlich  das  v{S0,^) 
= 20,25,  was  für  p{S0.^)  ==  1,070  (Bussy)  oben  kennen  gelernt  wurde. 
0.  CmÖ. SVO._,  + 2/fO;  schönste  Varietät, 

V = 6,6  '+  13,5  -f  2 . 0,0  = 38,1 ; p = 2,302 

p = 2,304  (Breithaupt). 

b.  y(5Va^)  = 11,7  = 5,7  + 2.3,0;  p = 2,5641 

• p = 2,5648  (Brisson). 

Diese  Moditikation  nennt  Brisson  ägyptischen  Kiesel.  Wir  linden  sie 
wieder  in 

v{Al^0.iKSi0.^)  = 4.12,0  + 3.11,7  = 83,1;  // = 3,550 

p = 3,559  (Mobs), 

worin  wir  die  Individuen  des  purpuiTothen  Rubins  haben. 

c.  v{SiO^)  = 11,25;  //  = 2,666 

p = 2,664  (Brisson). 

Auch  diese  Modifikation  nennt  Brisson  ägyptischen  Kiesel.  Ihre  Con- 
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stitution  lässt  sich  bis  jetzt  nicht  feststcllen.  Die  Individuen  dieser 
Modifikation  finden  wir  wieder  im 

1.  Wollastonit  = CaO.SiO.,]  v = 8,85  + 11,25  = 20,1; 

p = 2,889 ; ' p = 2,885  (Mobs) 

2.  v{FeO.  SiO.;)  = 6,6  + 11,25  = 17,85;  //  = 1,709 

p = 1,718  (Neumann). 

Hier  haben  wir  dieselbe  FeO^  wie  in  FcO.SO>^\ 

3.  Gymnit  = MGOKSiO.^^  + 6.ff0; 

V = 4.6,3  + 3.11,25  + 6.7,65  = 104,85;  /=  2,136 

p = 2,136. 

d.  r(S/Y)2=  Bcrgkrystall)  = 5,7 -{- 2.2,7  = 11,1;  jo'=  2,70 

p = 2,70  (Gmel.) 

Die  Individuen  dieses  Bergkrystalls  finden  wir  neben  den  Individuen 
des  Sapphirs  von  Musebenbroek  im 

1.  Andalusit  = 

V = 2.14,4  + 3.11,1  = 62,1;  p'=  3,105 

. 3^104  (Mobs) 

14,4  -j-  2.11,1  + 2.7,65  = 51,9;  //=  2,686 

p — 2,690  (Finkenseber). 

Die  Individuen  des  Bergkrystalls  finden  wir  wieder  im 

3.  Serpentin  = MG 0 . JW^  + 2 {MGO . SiO.^) ; 

i;  = (6,3  + 2.6,3)  + 2(6,3  + 11,1)  = 53,7;  //=  2,570 

p = 2,57  (Hermann) 

4.  Sarkolith  vom  Vesuv  = 

b2.Al.^0.^,Si0.i  + rS.NaO.SiO.^  -f-  'SKaOSiO.,  -}-  il . CaO^  ; 

V = 52(16,5  + 11,1)  + 13(11,1  + 11,1)  -f  3(17,7  + 11,1)  + 

+ 47(3.8,85  + 2.11,1)  = y = 4101,45;  //=  2,932;  p = 2,932 

(Rammeisberg). 

Die  übrigen  Modifikationen  der  Kieselerde  und  ihr  Auftreten  in  den 
Silikaten  in  der  Fortsetzung. 
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Beiträge  zur  Molecularphysik. 

Von 

Prof.  Dr.  WiTTWEK 

in  n«-g'cnsburg'. 


Bekanntlich  war  es  die  Lehre  vom  Lichte,  welche  zuerst  darauf 
aufmerksam  machte,  dass  es  ausser  den  schweren  Stoffen  noch  einen 
anderen,  den  sogenannten  Aether,  gebe,  der  sich  dadurch  auszeichnct, 
dass  seine  einzelnen  kleinsten  Theilchen  sich  nicht  anziehen,  wie  das 
Gravitationsgesetz  von  den  Körpern  erheischt,  sondern  sich  abstossen; 
♦denn  wenn  diese  Bedingung  nicht  erfüllt  wäre,  so  würde  es  unmöglich 
sein,  dass  der  Aether  den  ganzen  Kaum  erfüllte  und  durch  seine 
Schwingungen  das  Licht  veranlasste.  Die  Erfüllung  des  allgemeinen 
Raumes  wäre  allenfalls  noch  denkbar,  wenn  die  Aetherthei leben  auf  ein- 
ander weder  eine  anziehende  noch  eine  abstossende  Wirkung  austiben 
würden , aber  die  Oscillationen , welche  anzunehmen  die  Optik  gezwungen 
ist,  weisen  mit  strenger  Nothwendigkeit  auf  eine  gegenseitige  Abstossung 
hin,  welche  einerseits  das  schwingende  Aethertheilchen  wieder  in  die 
Ruhelage  zurUckzuführen  strebt,  andererseits  einem  andern  mit  dem 
ersten  nicht  in  unmittelbarer  Berührung  stehenden  Theilchen  Bewegung 
mittheilt.  In  unmittelbarer  Berührung  können  aber  die  Aethertheilchen 
nicht  sein,  und  dabei  doch  den  ganzen  Raum  erfüllen,  denn  sonst  wäre 
alle  Bewegung  unmöglich.  Es  bleibt  also  nur  die  Annahme  übrig,  dass 
■ die  Aethertheilchen  sich  abstossen,,  und  dieser  Annahme  folgen  auch  die 
sämmtlichen  Physiker  unserer  Zeit. 

Bezüglich  der  gegenseitigen  Einwirkung  der  Aether-  und  der 
schweren  Theilchen  gilt  zumeist  als  Thatsache,  dass  dieselbe  eine  An- 
ziehung sei,  während  einzelne  Stimmen  (z.  B.  Wiener,  die  Grundzüge 
der  Weltordnung)  sich  für  eine  Abstossung  aussprechen. 

Als  Resultat  des  Zusammenwirkens  von  Aether-  und  schweren  Theil- 
chen findet  man  die  Theorie  als  allgemein  herrschend,  dass  um  ein 
schweres  Atom  herum  eine  Atmosphäre  von  Aethertheilchen  sich  lagere, 
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in  deren  Schichten,  wie  bei  der  Atmosphäre  unserer  Erde,  die  Aether- 
theilchen  um  so  dichter  bei  einander  sind,  je  näher  erstere  dem  schweren 
Kerne  sind,  während  bei  wachsender  Entfernung  von  dem  Kerne  die 
Dichtigkeit  der  Schichten  immer  geringer  wird,  bis  endlich  der  Unter- 
schied zwischen  der  Schichte  und  dem  allgemeinen  Raume  verschwindet. 
Am  deutlichsten  ausgesprochen  findet  sich  dieser  Satz  in  Redteu- 
bachers  „ Dynamidensystem 

Was  die  Bewegung  der  Lichtstrahlen  anbelangt,  so  heisst  es  in 
sämmtlichen  mir  bekannten  Lehrbüchern  der  Physik,  die  darüber  sprechen, 
dass  die  Schwingungen  sich  in  dem  dichteren  Acther  weniger  rasch  fort- 
pflanzen als  in  dem  dünneren,  dass  also  das  Licht  im  allgemeinen  Raume 
schneller  gehe  als  in  den  durchsichtigen  Körpern,  weil  in  letzteren  der 
Wirkung  der  schw'eren  Atome  auf  die  Aethertheilchen  wegen  diese 
Aethertheilchen  dichter  bei  einander  sind.  Man  denkt  sich  das  Licht 
etwa  so  durch  das  Medium  gehend,  wie  eine  Kugel  durch  die  Luft  oder 
einen  andern  Körper  wandert,  wobei  sie  in  dem  dichteren  Medium 
des  grö.sseren  Widerstandes  wegen  nur  langsamer  vorwärts  kommen  kann. 
Es  lässt  sich  schwerlich  behaupten,  dass  diese  Vorstellung  über  jedes 
Bedenken  erhaben  sei,  denn  der  Aether  ist  nicht  das  die  Bewegung  des 
Lichtes  hemmende  Medium,  sondern  er  ist  selbst  der  Träger  derselben, 
und  die  Bewegung  muss  sich  im  Allgemeinen  um  so  rascher  fortpflanzen, 
je  grösser  die  gegenseitige  Einwirkung  der  Aethertheilchen  ist,  und  dass 
diese  wächst,  wenn  die  Distanzen  der  iiS etherthcilchen  kleiner  werden, 
wenn  also  deren  Dichtigkeit  wächst,  dürfte  wohl  als  sicher  angenommen 
werden.  Will  man  das  Licht  rücksichtlich  seiner  Fortpflanzung  mit 
einem  andern  Vorgänge  vergleichen,  so  eignet  sich  weit  besser  als  die 
fliegende  Kugel  oder  die  bekannte  Cavalerieabtheilung  der  Schall,  und 
von  diesem  weiss  man,  dass  er  in  den  festen  Körpern  und  in  den  tropf- 
baren Flüssigkeiten  rascher  geht  als  in  den  Gasen,  und  seine  grössere 
Geschwindigkeit  fällt  also  auf  die  dichteren  Medien.  Es  gibt  nun  sicher- 
lich Umstände  genug,  welche  veranlassen  können,  dass  der  Schall  bei 
nicht  sehr  bedeutender  Dichtigkeitsverschiedenheit  in  dem  dichteren 
Medium  langsamer  geht;  allein  die  Vergleichung  des  Verhaltens  der  die 
grösste  Verschiedenheit  bietenden  Stoffe,  der  festen  und  der  tropfbar- 
flüssigen Körper  einerseits,  der  Gase  andererseits,  spricht  offenbar  dafür, 
dass  der  Schall  in  dichteren  Körpern  schneller  geht.  Bei  dem  Lichte,  das 
mit  dem  Schalle  so  viel  Analogie  hat,  kann  man  nun  nicht  wohl  das 
Entgegengesetzte  annehmen. 

Offenbar  ist  die  Lehre  vom  Lichte  unter  den  physikalischen  Disci- 
plinen  diejenige,  welche  am  ehesten  geeignet  ist,  uns  über  die  Verhält- 
nisse des  Aethers  Aufschluss  zu  geben,  und  sie  sagt  uns,  dass  der 
Aether  in  der  Nähe  der  schweren  Atome  weniger  dicht  sei 
als  im  allgemeinen  Raume. 
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Ausser  diesen  theoretischen  Schlussfolgerungen  kann  ich  mich  auch 
auf  einen  mathematischen  Beweis  stützen , und  mein  Gewährsmann  ist 
Cauchy,  welcher  in  seinem  Memoire  sur  ht  dispersion  de  la  lumiere 
§ Ö die  Fortpflanzung  des  Lichtes  "ühtersucht,  wie  sie  in  denjmifgon 
Medien  stattfindet,  welche  keine  Farbenzerstreuung  haben,  und  hierbei 
gefunden  hat  (S.  193),  dass  in  denselben  die  Lichtgeschwin- 
digkeiten sich  direct  (also  die  Brechungscocfficienten  um- 
gekehrt) verhalten,  wie  die  Quadratwurzeln  der  Aeth erdich - 
tigkeit. 


Ich  muss  gestehen,  dass  es  mir  höchst  auffallend  war,  dass  dieser 
Satz,  der  sich  in  einem  eben  so  berühmten  als  vielfach  citirten  Werke 
findet,  so  ganz  in  Vergessenheit  gerathen  konnte,  dass  die  ihm  direct 
widersprechende  Annahme,  die  Aetherkugeln  seien  in  der  Nähe  der 
Körper  näher  bei  einander  als  im  allgemeinen  Raume,  so  unbedingt 
herrschend  wurde.  Allerdings  bezieht  sich  der  Cauchy’sche  Satz  zu- 
nächst nur  auf  das  Verhältniss  von  allgemeinem  Raume  und  Gasen, 
unsem  einzigen  Medien,  die  keine  Farbenzerstreuung  haben;  aber  man 
kann  doch  nicht  annehmen,  dass  bei  den  farbenzerstreuenden  Medien 
bezüglich  der  Aetherdichtigkeit  gerade  das  Entgegengesetzte  von  dem 
eintrete,  was  die  Medien  ohne  Dispersion  zeigen.  Einen  Rechnungs- 
fehler, der  dieses  allgemeine  Stillschweigen  in  den  allgemeineren  Werken 
rechtfertigte,  habe  ich  in  der  in  Rede  stehenden  Abhandlung  nicht  finden 
können,  und  Radike  hat  wohl  dasselbe  Schicksal  gehabt,  denn  sonst 
würde  er  diesen  Satz  nicht  zweimal  (Handbuch  der  Optik  II  466  und 
Abhandlung  über  die  Optik  in  Doves  Repertoriujp.  der  Physik)  in  ver- 
schiedenen  Bearb^tungen’^Wlütteri^gcben  haben. 


Die  Ursache  der  in  der  Nähe  der  schweren  Atome  vorkommenden 
Verdünnung  des  Aethers  sind  diese  Atome  selbst,  und  da  jede  Ursache  in 
der  Nähe  ihrer  Quelle  stärker  wirkt  als  in  der  Ferne,  so  müssen  wir 
annehmen,  dass  zunächst  um  die  Atome  herum  diese  Verdün- 
nung des  Aethers  den  höchsten  Werth  erreiche,  so  dass  also 
entgegengesetzt  von  der  allgemein  herrschenden  Ansicht 
die  Dynamiden  eine  von  innen  nach  aussen  zunehmende, 
nicht  abnehmende  Aetherdichtigkeit  zeigen. 


Bekanntlich  gilt  für  die  Gase  die  Gleichung 


;/• 


c,  wenn  n 


den  Brechungscoefficicnten,  d die  Dichtigkeit  des  Gases,  c eine  Con- 
stante  bedeutet.  Bezeichnet  man  mit  q die  Aetherdichtigkeit,  so  wbd 

= -,  wenn  u eine  Constante  ist,  und  durch  Verbindung  dieser 
Q ‘ 

Gleichung  mit  der  vorhergehenden  erhält  man : 
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“-1 


= c , d.  i.  Q = — 


a 


a 


welch 
Q ist  die 


a ^ ca  + 1’ 

wenn  also  d (ira  allgemeinen  Raume)  =0  wird,  so  wird  q = 
letzteres  mithin  die  Aetherdichtigkeit  im  freien  Raume  angibt, 
mittlere  Dichtigkeit  des  Acthers  der  Dynamide,  und  da  dieselbe  abnimmt, 
wenn  das  Volumen  sich  vermindert,  d.  i.  die  Dichtigkeit  d des  Gases 
wächst,  BO  ergibt  sich,  dass  die  einzelnen  Aetherschichten  von  aussen  nach 
innen  immer  weniger  dicht  sein  müssen.  Das  Brechnngsvermögen  der 


nichtluftförmigen  Körper,  also  die  Grösse 


«2—1 


scheint  constant  zu 


bleiben,  so  lange  der  Körper  nicht  in  den  gasförmigen  Zustand  über- 
geht (Müll  er- Po  ui  l^ts  Lehrbuch  der  Physik  und  Meteorologie , G^Aufl. 
I 561)  und  soweit  diese  Beständigkeit  anhält,  muss  auch  für  sic  bezüg- 
lich der  Aetheratmosphäre  die  nämliche  Norm  gelten  wie  bei  den  Gasen. 

Es  möge  mir  gestattet  sein,  über  die  Annahme,  dass  bei  sehr 
kleinen  Distanzen  die  kleinsten  Theilchen  der  Körper  nach  einem  andern 
Gesetze  als  bei  grössem  wirken,  wie  z.  B.  nach  der  Formel  in  w'el- 
cher  a eine  Constante,  r die  Entfernung  bedeutet,  einige  Bemerkungen 
zu  machen. 

Auf  solche  Formeln  musste  man  zu  einer  Zeit  kommen,  als  die 
Lehre  vom  Aether  noch  nicht  anerkannt  war,  denn  cs  ist  klar,  dass, 
wenn  man  die  Existenz  des  Aethers  ignorirt,  man  durch  die  einfache 
Beobachtung  der  Porosität  der  Körper  darauf  geführt  werden  muss, 
dass  die  N c w t o n ’ sehe  Attractiou  nicht  ausreicht,  dieselbe  zu  erklären. 
Nimmt  man  Dynamiden  mit  einem  schweren  von  Aetherkugoln  umgebenen 
Kerne  an,  so  kann  man,  wie  ich  in  einer  andern  Abhandlung*)  gezeigt 
habe,  die  verschiedenen  Erscheinungen  der  Cohäsion,  als  da  sind  Ab- 
stossung  bei  sehr  geringer  Distanz,  Indifferenzpunkt,  dann  Anziehung, 
die  bei  wachsender  Entfernung  zweier  Dynamiden  zuerst  grösser  wird, 
dann  abnimmt,  wie  das  Quadrat  der  Entfernung  wächst  u.  s.  w.,  ganz 
leicht  aus  den  Differenzen  der  verschiedenen  Wirkungen  ableiten,  ohne 
dass  man  andere  Gesetze  zu  Hülfe  zu  nehmen  brauchte,  als  man  jeden 
Tag  zu  beobachten  Gelegenheit  hat. 

Bekanntlich  nimmt  die  gegenseitige  Wirkung  zweier  Magneto  ab, 
wie  die  dritte  Potenz  der  Entfernung  wächst;  sie  thut  dieses,  solange 
die  Entfernung  gegen  die  Dimensionen  der  Magnete  gross  ist,  und  bei 
Nichterfüllung  dieser  Bedingung  kommt  ein  ganz  anderes  Resultat  zum 
Vorschein.  Wollte  man  all  den  Wechsel,  der  hier  stattfindet,  der  Wir- 
kung einer  einzigen  Kraft  zuschrciben,  so  müsste  diese  wohl  nach  einem 
ganz  sonderbaren  Gesetze  wirken;  nimmt  man  aber  Differenzen  von 


*)  Kntwurf  einer  Moleculurpliysik.  Diese  Zeitschr.  XI  3. 
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Kräften  an,  die  stets  abnebmen,  wie  das  Quadrat  der  Entfernung 
wächst,  so  erklären  sich  die  beobachteten  Erscheinungen  auf  die  ein- 
fachste Weise  von  der  Welt.  Ist  es  unmöglich,  ist  es  nur  unwahrschein- 
lich, dass  es  bei  den  Molecularerscheinungen  auch  so  sei?  Die  Erfahrung 
lehrt,  dass  diejenigen  Naturgesetze,  welche  die  einfachsten  sind,  sich 
am  besten  bewähren,  und  hievon  sollte  man  ohne  die  äusserste  Noth 
nicht  abgehen.  Dass  eine  einfache  Kraft  in  geringer  Entfernung  nach 
einem  andern  Gesetze  wirke  als  in  grösserer,  ist  meines  Wissens  in  der 
Natur  ohne  Beispiel,  denn  wo  scheinbar  eine  solche  auftritt,  ergibt  sich 
bei  näherer  Betrachtung  ein  Zusammenwirken  von  mehreren.  Ich  werde 
daher  in  dem  Nachstehenden  von  dem  Satze  ausgehen,  dass  die  gegen- 
seitige Einwirkung  zweier  Elementarkörper  in  jeder  Entfernung  dem 
nämlichen  Gesetze  gehorche. 

Betrachten  wir  nun  das  Zusammenwirken  von  Aether  und  Massen- 
theilchen  in  den  Dynamiden  etwas  näher,  und  nehmen  wir  der  all- 
gemeinen Ansicht  folgend  an,  jede  Dynamide  bestehe  aus  einem  schweren 
Kerne  und  einer  ihn  umgebenden  Atmosphäre,  die  ans  einer  ungezählten 
Menge  von  Aethertheilchen  besteht! 

Die  Aethertheilchen  stossen  sich  ab.  Dieses  ist  notorisch.  Der 
schwere  Kern  kann  auf  die  Aethertheilchen 

I.  anziehend, 

II.  gar  nicht, 

III.  abstossend 

wirken. 

I.  Ist  die  Wirkung  eine  anziehende,  so  haben  wir  folgende  zwei 
Möglichkeiten.  Es  kann 

o)  die  Anziehung  bezüglich  der  Entfernungen  dem  nämlichen  Gesetze 
gehorchen,  welches  die  Abstossung  der  Aethertheilchen  unter  ein- 
ander beobachtet; 

\i)  die  Anziehung  kann  mit  einer  höheren  Potenz  also  rascher,  oder 
sie  kann  mit  einer  niedrigeren  Potenz  also  langsamer  abnehmen 
als  die  gegenseitige  Abstossung  der  Aethertheilchen. 

flt)  Wenn  beide  Wirkungen  das  nämliche  Gesetz  befolgen,  so  muss 
sich  um  den  Massenkem  eine  Anzahl  von  Aethertheilchen  sammeln  und 
dieses  wird  solange  fortdauern,  bis  die  Anziehung,  welche  der  Massen- 
kem auf  ein  Anstehendes  Aetheratom  ausübt,  durch  die  Abstossung 
der  bereits  angezogenen  aufgehoben  wird.  Es  tritt  hier  der  Fall  ein, 
den  ich  in  meinem  Entwürfe  einer  Molecularphysik  S.  179  Gleichung  1 
nnd  2 abgeleitet  habe.  Die  durch  den  Massenkern  angesammelten 
Aetherkugeln  sind  entweder  sämmtlich  mit  dem  Kerne  in  unmittelbarer 
Berührung  (oder  bilden  bei  gehöriger  Anzahl  eine  Art  von  Rinde  um 
ihn),  oder  sie  thun  dieses  nur  zum  Theile.  Im  ersten  Falle,  welcher 
eintritt,  wenn  die  Kräfte  abnehraen,  wie  das  Quadrat  der  Entfernung 
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wächst,  haben  wir  einen  Massenkern  und  fest  damit  verbundene  Aether- 
kngeln,  und  die  ganze  Verbindung  ist  auf  den  änssern  Aether  ohne 
Einfluss,  da  Anziehung  der  Massenkugel  und  Abstossung  der  Aether- 
rinde  sich  auflieben,  und  wir  haben  daher  den  oben  unter  II.  vorgesehenen 
Zustand.  Befolgen  die  beiden  Wirkungen  ein  anderes  Gesetz,  so  ent- 
steht im  Allgemeinen  um  den  Massenkem  herum  eine  Aetheratmosphäre, 
die  durch  die  Anziehung  des  Kernes  festgehalten  wird  und  auch  bleiben 
würde,  wenn  der  allgemeine  Raum  frei  von  allem  Aether  wäre.  Kommt 
der  Aether  des  allgemeinen  Raumes  noch  in's  Spiel,  so  vermehrt  sich 
durch  den  Druck  desselben  die  Dichtigkeit  des  von  der  um  den  Kern 
stehenden  Atmosphäre  erfüllten  Raumes  noch  um  eine  der  Dichtigkeit, 
welche  der  Aether  des  allgemeinen  Raumes  hat,  entsprechende  Grösse 
und  es  ergibt  sich. also,  dass  der  Aether,  der  den  Massenkern  umgibt, 
jedenfalls  dichter  ist  als  der  fern  stehende. 

b)  Wenn  die  Anziehung  zwischen  Aether  und  Massenkern  ein  anderes 
Gesetz  befolgt,  als  die  Aetherabstossung,  so  ist  die  eben  angegebene 
Sättigung  des  Kernes  nicht  möglich,  oder,  wenn  man  will,  die  Sättigung 
für  die  eine  Entfernung  gilt  nicht  auch  für  die  andere.  Es  wäre  in 
diesem  Falle  gar  nicht  denkbar,  dass  der  in  einiger  Entfernung  von 
einem  Weltkörper  befindliche  Aether  die  nämliche  Dichtigkeit  hätte,  als 
der  Aether,  welcher  fern  von  allen  Sternen  sich  befindet.  In  diesem 
Falle  wären  die  verschiedensten  Brechungen  des  Lichtes  im  allgemeinen 
Raume  selbst  die  unausbleibliche  Folge,  von  dem  regelmässigen  (schein- 
baren) Laufe  der  Gestirne  wäre  keine  Rede  mehr.  Man  könnte  allen- 
falls, insoweit  die  Erde  im  Spiele  ist,  die  eintretende  Lichtbrechung  als 
in  der  Strahlenbrechung  des  Luftkreises  einbegriffen  betrachten ; aber  hei 
Sternbedecknngen  des  Mondes  müsste  die  Wirkung  nothwendig  eintreten. 
Bekanntlich  beruht  auf  der  Erscheinung  der  Sternbedeckungen  der  Be- 
weis, dass  der  Mond  keine  Atmosphäre  hat.  Der  Fall  b)  kommt  also 
in  der  Natur  nicht  vor,  die  Anziehung  zwischen  Massentheil  und  Aether 
und  die  gegenseitige  Abstossung  der  Aethertheilchen  befolgen  rücksicht- 
lich der  Entfernung  das  nämliche  Gesetz,  es  möge  dieses  sein,  welches 
immer  es  wolle. 

II.  Wenn  Aethertheilchen  und  Massentheilchen  gar  nicht  auf  ein- 
ander wirken,  so  ist  auch  kein  Grund  vorhanden,  warum  in  der  Nähe 
der  letzteren  eine  andere  Verth eilung  der  ersteren  eintreten  sollte  als 
ferne  davon. 

in.  Stossen  Massenkern  und  Aether  sich  ab,  cs  mag  dieses  nach 
was  immer  für  einem  Gesetze  geschehen,  so  sind  die  zwei  Fälle  möglich: 

а)  die  Massenkerne  ziehen  sich  an; 

б)  sie  stossen  sich  ab. 

a)  Ziehen  steh  die  Massentheilchen  an,  so  werden  unter  vorstehender 
Bedingung  die  porösen  Körper  unmöglich,  d.  h.  es  kann  nicht  mehr 
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Vorkommen,  dass  zwei  Kerne  in  einiger  Entfernung  stehen  bleiben. 
Befindet  sich  eine  Aetherkugel  zwischen  zwei  Masscnkugeln , so  wird 
jede  der  letzteren  abstossend  auf  sie  wirken,  und  man  kann  diese  Ab- 
Btossung  in  zwei  Kräfte  zerlegen,  von  denen  die  eine  in  der  Verbin- 
dongslinie  der  beiden  Massenkngeln  liegt,  während  die  andere  senkrecht 
darauf  steht.  Letztere  drückt  die  Aetherkugel  weg  und  die  Massen- 
kugeln nähern  sich  einander  bis  zur  Berührung.  Es  wäre  denkbar,  dass 
die  Aetherkugel  genau  in  der  Verbindungslinie  der  Massenkugeln  liegt, 
dass  also  die  auf  dieser  senkrecht  stehende  Componirende  der  Abstossung 
verschwindet;  allein  dieses  wäre  nur  ein  dem  labilen  Gleichgewichte 
entsprechender  Specialfall,  der  im  nächsten  Augenblicke  bei  der  gering- 
sten Bewegung  (und  Oscillationen  hat  man  ja  fortwährend)  aufgehoben 
würde. 

b)  Stossen  sich  auch  die  Massenkerne  ab,  so  haben  wir  in  der 
ganzen  Natur  keine  Anziehung,  und  das  Vorkommen  der  Körper,  die 
aus  mehreren  Theilen  bestehen  und  deren  Theile  Zusammenhängen, 
würde  unmöglich. 

Es  bliebe  nun  noch  übrig,  die  Möglichkeit  zu  besprechen,  dass  die 
Massenkerne  auf  einander  abstossend,  auf  den  Aether  anziehend  wirken, 
sowie  der  Fall,  dass  die  Massenkerne  keine  Kugeln  sind,  sondern  be- 
liebige Gestalt  haben. 

Wenn  Abstossung  zwischen  Massenkern  und  Massenkern,  Anziehung 
zwischen  Kern  und  Aether  stattfindet,  so  haben  wir,  insoweit  es  sich 
wie  hier  nur  um  die  Aetherhülle  des  Kernes  handelt,  den  oben  unter 
I.  besprochenen  Fall. 

Weicht  die  Gestalt  der  Massenkerne  von  der  der  Kugel  ab,  so  wird 
darum  wohl  die  Gestalt  der  Dynamide  geändert,  auf  die  Frage  aber, 
ob  die  Aetherkugeln  der  Hülle  in  der  Nähe  des  Kernes  dichter  seien 
als  ferne  davon,  ist  dieser  Umstand  ohne  Einfluss. 

Aus  den  vorstehenden  Betrachtungen  ergibt  sich,  dass  die  Ent- 
stehung von  Aetherhüllcn  der  schweren  Körper  unmöglich  sei,  wenn 
man  die  Bedingungen  stellt,  dass  diese  Hüllen  aus  einer  grossen  Menge 
von  Aethertheilchen  zusammengesetzt  und  dabei  weniger  dicht  sein  sollen 
als  der  Aether  im  allgemeinen  Raume.  Wenn  nun  die  Beobachtung 
lehrt,  dass  in  dem  die  schweren  Atome  rings  umgebenden  Raume  Aether 
von  geringerer  Dichtigkeit  sich  befindet,  so  muss  die  erste  der  obigen 
Bedingungen  nicht  in  der  Natur  begründet  sein.  Ich  kann  mir  nun 
keine  andere  Zusammensetzung  der  Dynamiden  denken  als  die,  welche 
der  von  mir  in  meinem  Entwürfe  einer  Molecularphysik  (S.  189)  an- 
gegebenen analog  ist,  und  die  darauf  beruht,  dass  die  Za  bl  der  sich 
an  einen  Massenkern  anlagernden  Aethertheilchen  kleiner 
ist,  als  die  Zahl  der  einem  Aethertheilchen  des  freien  Raumes 
znnächststchend  en. 
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Cauchy  hat  in  seinem  Memoire  sur  la  dispersion  de  la  lumiere  2 
p.  191)  anch  das  Gesetz  angegeben,  nach  welchem  sich  die  gegenseitige 
Abstossung  der  Aetherthei leben  regelt,  er  hat  nämlich  gefnnden,  dass 
sie  abnimmt  wie  die  vierte  Potenz  der  Entfernung  wächst.  Man  hätte 
demnach  alles , was  man  zur  Ableitung  der  Molecularerscheinungen 
braucht,  und  es  wäre  nur  öoeh  die  Constantenbestimmung  übrig.  Denn 
setzt  man : 

1)  Massentheilchen  und  Massentheilchen  ziehen  sich  mit  einer  Kraft 
an,  welche  dem  Quadrate  der  Entfernung  umgekelnrt  proportional 
ist  (Newton’sches  Gesetz),  und 

2)  die  Aethertheilchen  stossen  sich  mit  einer  Kraft  ab,  die  im  um- 
gekehrten Verhältniss  zum  Biquadrate  der  Entfernung  steht  (Cau- 
chy’sches  Gesetz) , 

so  bleibt  nur  die  Wirkung  zwischen  Aether  und  Massentheilchen  zn 
suchen  übrig.  Diese  Wirkung  muss  eine  Anziehung  sein,  denn  sonst 
gäbe  es  nach  dem  oben  angeführten  Satze  III.  keine  porösen  Körper, 
nur  muss  die  Zahl  der  sich  um  ein  schweres  Atom  gruppirenden  Aether- 
theilchen eine  kleine  sein,  und  ausserdem  nimmt  diese  Beziehung  ab, 
wie  das  Biquadrat  der  Entfernung  wächst,  weil  nach  I.  b)  die  Dyna- 
miden auf  den  ihnen  fern  stehenden  Aether  des  allgemeinen  Raumes 
ohne  Einfluss  sein  müssen. 

In  meiner  mehrerwähnten  Abhandlung  bin  ich  von  dem  Satze  ans- 
gegangen, dass  alle  einfachen  Kräfte  in  der  Natur  abnehmen  wie  das 
Quadrat  der  Entfernung  wächst,  und  da  hiebei  auch  die  gegenseitige 
Abstossung  der  Aethertheilchen,  für  welche  Cauchy  das  Biquadrat  ge- 
funden hat,  eingeschlosson  ist,  so  haben  wir  hier  allerdings  einen 
Widerspruch,  allein  es  gibt  doch  Verhältnisse,  welche  daraufhinzudeuten 
scheinen,  dass  auch  bei  Zugrundelegung  meiner  Annafimc  den  von 
Cauchy  aufgestelltcn  Bedingungen  Genüge  geleistet  werden  kann. 

Bezeichnet  man  die  Menge  materieller  Substanz  eines  Theilchens 
aus  der  Umgebung  eines  zunächst  betrachteten  mit  wj,  sind  er,  jS,  y die 
Winkel,  welche  die  Verbindungslinie  beider  Theilchen  mit  den  Coordi- 
natenaxen  machen,  ist  ferner  f(r)  die  von  der  Entfernung  r abhängige 
Anziehung  oder  Abstossung,  so  ist  für  den  Ruhezustand: 

S (ot  cosa  f(r))  = 0 
S (/«  cosß  f{r))  — 0 
S {m  cosy  f{r))  = 0 

Nimmt  man  nun  an,  das  eingeschlossene  Theilchen  werde  aus  der 
Ruhelage  entfernt  und  bedeuten  die  Componirenden  der 

Verschiebung,  r(l  nunmehrige  Entfernung  zweier  Theilchen, 

so  bekommt  Cauchy  (S,  4 Gleichung  16)  als  Werthe  der  das  Theilchen 
in  die  Gleichgewichtslage  zurückführenden  Kraft: 
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—r,  = S \ m [ rosy  + - 1 J 

dl^  \ \ ^ ^ r / 1 + f ) 


1 -i-i  -j-  — (<roi‘cf  J^-\-cosß  Jij-\-cttsy  J^)  -|- 

Diofio  Gleichungen  lassen  sich  als  das  Fundament  betrachten,  auf 
(lenen  das  ganze  Werk  Gauch y’s  beruht. 

Als  Bedingung  für  das  Ausbleiben  der  Farbendisjiersion  im  Aether 
des  allgemeinen  Kanmes  findet  nun  Cauchy  (S.  l‘JO  Gleichung  2G),  dass 

wenn  N eine  Constante  bedeutet  und  das  Zeichen  — eine  gegenseitige 
Abstossung  der  Aethertheilchen  angibt. 

Demzufolge  wird 

f(r{\  -f  e))  = • 

Nimmt  man  an , es  sei 

M = ~ ’ 

wenn  n eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  und  berücksichtigt 
man,  abweichend  von  Cauchy,  der  bei  den  ersten  Potenzen  von 

/il  stehen  bleibt,  auch  die  höheren  Potenzen  dieser  Grössen,  so 
erhält  man  nachstehende  Ilauptgleichung: 

^ j 1 r 

= — J/Sw  j I (w-j"l) co.vy  zif) 

"I  , 1 r (fl  -i~  1).  ...»  I j ‘i  i 1 

Cosa  cosß^  rosa  cosy^  2 rosa*  cos  ß zf  tj 

-}-  2 ros a"^  rosy  -f-  2 rosa  rosß  rosy  — («  -j-  I)  (rosa 

-f  rosß  J^Jfi  -f-  ff  ^17+3  (cosa'^ 

rosa-  -f-  rosa^  -f-  rosa  rosß  /h{  -j-  rosa  rosß  /hy^ 

rosa  rosß  /l^'-{-rosa  rosy  .di^^ /d^-\-ros a rosy  /iif  rosa  rosy 

(7/ -f-  1 ) (w 3)  (w -|— 5)  , , , nn  jä  'I  I t 

— ' — L,  — L [^rosa ' ' rosa  rosß  dtf  rtßsa  rosy'  dc^'' 

1 • 2 , .1 

-j-  '2rosa^  rißsß  d^- dtj-\-  lirosa'^  rosy  d^-  d^  -f-  ?>rosa  rosß'^  rosy  d)f’  d^ 
-|-  3ro.'?«'^  rosß'^  d^dtf-^-^rosa“^  rosy'  d^d^'* rosa  rosß  rosy  'dt]  d^~^ 

_ (jt3  ^ d^diß  -f-  d^d^')  -f-  (rosa^  d^^ -\- 
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-j-  cosß'^-d^  Alf  cosy“^  A^  A^'  -f-  2 cos a cos ß A^"^  Ai}  -f-  2 cos a cos  yA^'A^ 
+ 2 cosß  cosy  A'^  -f-  • • ’l 

Wechselt  man  die  Ausdrücke  cosa^  cosß,  cosy,  A^,  Aij,  A^mit  einander  aus, 

d^v 

so. erhält  man  die  Werthe  von  > ^-7  > deren  Gleichungen  ich  im 

Interesse  des  llaumersparnisses  weglasse. 

Die  Vertheilung  des  Aethers  ira  allgemeinen  Raume,  die  zu  wissen 

zur  genauen  Berechnung  der  Werthe  von  — , nothw'ondig  ist, 

kennen  •wir  allerdings  nicht,  es  bleibt  aber  kaum  eine  andere  Annahme 
übrig,  als  die,  dass  diese  Vertheilung  eine  regelmässige  sei.  Sind 
ausserdem  die  Aetherthcilchen  kleine  Kugeln,  die  nach  allen  Richtungen 
in"  gleicher  Weise  thätig  sind,  so  muss  es  möglich  sein,  durch  ein  solches 
Aetherthcilchen  ein  rechtwinkliges  Axensystem  so  zu  legen , dass  die  um 
die  eine  Axe  stattfindende  Gruppirung  des  Aethers  sich  bei  den  andern 
wiederholt,  dass  die  Aethcrtheilchen  sich  etwa  so  um  das  den  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten  bildende  herum  lagern , wie  die  Ecke  eines 
tcsseralen  Krystalles  um  dessen  Mittelpunkt.  Ist  dieses  richtig,  und 
befindet  sich  ein  Aetherthcilchen  auf  der  einen  Seite  einer  Axe,  so  inu.ss 
auf  der  entgegengesetzten  Seite  in  der  gleichen  Entfernung  von  dem 
Ursprünge  wieder  ein  Thcilchen  sein,  und  die  Gruppirung  um  die  eine 
Axe,  sie  möge  sein,  welche  immer  sie  wolle,  wiederholt  sich  bei  den 
beiden  andern.  Bezeichnet  man  die.  Winkel,  welche  die  Verbindungs- 
linie eines  Aethertheilchens  und  des  Coordinatenanfangspunktes  mit  den 
drei  Axen  machen,  mit  a,  b,  c,  geben  also  cosa,  cosb,  cos  c die  Lage 
dieses  Theilchens,  so  muss  sich  auch  ein  Theilchen  vorfindon,  das  auf 
der  andern  Seite  der  Z-Axe  gelegen  durch  cosa,  cosb,  — cos  c bestimmt 
w'ird.  Weitere  zwei  Theilchen  werden  bestimmt  durch  cosa,  — cosb, 
cos  c und  cosa,  — cosb,  — cos  c und  jenseits  des  Anfangspunktes  sind 
wieder  vier  Theilchen,  deren  Lage  bestimmt  wird  durch 

— Cos  a,  cos  b,  cos  c 

— cos  a,  cos  b,  — cos  c 

— Cos  a , — cos  b , cos  c 

— cos  a , — cos  b , — cos  c. 

Bilden  diese  acht  Theilchen  je  eine  Gruppe  auf  der  positiven  und 
auf  der  negativen  Seite  der  A'-Axe,  so  müssen  auch  solche  Gruppen 
um  die  beiden  andern  Axen  vorhanden  sein.  Tauscht  man  daher  a,  b 
und  c ordnungsgemäss  aus,  so  erhält  man: 

A.  für  die  um  die  T-Axe  stehenden  Gruppen 
• cos  c,  cos  a,  cos  b 


cos  c. 
Cos  c. 


cos  r/, 
cos  a. 


— cos  b 
cos  b 
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cos  c. 

cos  Oy 

— cosb 

— cos  c, 

Cos  «y 

cos  b 

— cos  r, 

cos  (ly 

— cos  b 

— cos  c. 

Cos  (ly 

cos  b 

— cos  c, 

Cos  Uy 

— cos  b. 

die  Z"Axe 

stehende 

Gruppen 

cos  by 

cos  Cy 

cos  (1 

cos  />, 

cos  Cy 

Cos  (1 

cos  b , 

cos  Cy 

cos  a 

cos  bj 

cos  Cy 

— CltS  (l 

— cos  by 

cos  Cy 

cos  a 

— cos  />, 

cos  Cy 

— Cos  a 

— cos  by 

Cos  Cy 

cos  (1 

— cos  by 

cos  Cy 

— cos  (l. 

Die  Glieder 'der  ersten  Verticalreihe  beziehen  sich  insofern  auf  die 
Axe  der  A’,  als  sie  die  Cosinusse  der  Winkel  angeben,  welche  die  ver- 
schiedenen Verbindungslinien  der  zum  ganzen  Systeme  gehörigen  Theil- 
chen  und  des  Anfangspunktes  der  Coordinaten  mit  der  AT-Axe  machen. 
Man  hat  also  diese  verschiedenen  Cosinusse  in  der  obigen  Formel  an 
die  Stelle  von  cos  a zu  setzen.  Ebenso  repräsentiren  die  Glieder  der 
zweiten  und  dritten  Verticalreihe  den  cos  ß und  cosy  der  Formel.  Mit 
dem  Worte  System  bezeichne  ich  die  Gesammtheit  der  zusammengehörigen 
Aethertheile,  etwa  analog  der  Bezeichnung,  die  man  bei  den  Linsen 
der  Mikroskope  benutzt. 

Im  Allgemeinen  machen  24  Aethertheilchen  ein  System  aus,*  doch 

. , . 24  24  24  . 

sind  auch  Specialfälle  vorhanden,  in  denen  nur  — , — Theilchen 

Vorkommen.  Ist  z.  B.  eine  der  vorstehenden  Grössen,  etwa  cos  c = 0, 
80  deutet  der  Rest  auf  12  Theilchen  hin,  die  sich  in  den  Ebenen  der  A'F, 
A’Z  und  YZ  selbst  befinden,  wie  dieses  bei  den  Ecken  der  Fall  ist,  welche 
die  charakteristischen  Kanten  des  Pentagondodecaeders  abschliessen. 
Wird  auch  cosb  = 0^  so  werden  noch  6 Theilchen  angegeben,  die  in 
den  Axen  selbst  liegen  (Octaederecke).  Ist  cos  a — cos  b = cos  c , so 
erhält  man  8 Theilchen,  deren  Gruppirung  die  der  Würfelecke  ist.  Ist 
cosc  = 0 und  Cosa  = cosb^  so  erhält  man  die  12  Ecke  der  Combi- 
nation  von  Würfel  und  Octaeder.  Das  Rhombendodecaeder  besteht  aus 
zwei  Systemen , die  auch  schon  die  verschiedene  Entfernung  der  Ecke 
von  dem  Mittelpunkte  nothwendig  macht.  Das  eine  System  umfasst  die 
^ Würfelecke,  das  andere  die  G Octaederecke. 

Nimmt  man  die  vorstehende  Anordnung  als  Grundlage,  so  erhält 
man  aus  der  llauptgleichung  für  je  ein  System,  wenn  man  nach  Cauchy 
w = 4 setzt,  und  mit, />  die  Zahl  der  Glieder  des  Systems  bezeich- 
net, da 


I 
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S cos  Ci  = 0 

— 7/wj  / — 5p  f , , ,,,  , vv^ 

^ ^ {cosa^  -f"  ^ 

Um  (5  \ 

“7^(3 

Wir  haben  also  eine  Kraft,  deren  Werth  positiv  ist,  und  die  abniinint, 
wie  die  fünfte  Potenz  der  Entfernung  wächst. 

Nimmt  man  nach  meiner  Voraussetzung  n = 2,  so  wird 

S Cos  a = 0 

S [(w  1)  (rosa^  -}-  cos  a cos  ß + cos  it  cos  y — /Ji^\ 

= (co5  cos  b'^  -[“  ^')  — — 0* 

Dieses  Glied  fällt  also  aus.  Ebenso  ist  es  mit  dem  nächstfolgenden 
Gliedo,  weil  seine  sämmtlichen  Theile  ungerade  Potenzen  von  Cosinussen 

enthalten.  Das  zweitnächste  Glied  (das  mit  ->  multiplicirt  ist)  ver- 
schwindet nicht,  weil  in  ihm  die  Producte 

coscc^  “I“  “I"  ^ — 9 ' {cosa^  cosß^ 

-^-cosa^cosy"^  {cosa'  Jf-\-cosß'  J)/' 

-f-  cosy^ 

Vorkommen,  und  es  w’ird,  wenn  wieder  p die  Zahl  der  zum  System  ge- 
hörenden Aethertheilchen  bedeutet ^ die  Wirkung  des  Systemes 

- ^ (t  -f  ’lf  • 

S5 

— 'pjd^  (^cos ii^  cos l)^  cos (r  cos c^ -|-  ctts b^  cos c^)  z/f * ) 

(^r + -t-  Y • I ■ ^1(^1-+^»)'+^?=))+ . . . 

= (_  I + (,-os«'  + + eosc>) 

, . -|-  “(«‘OS«'  riis  rtis  a'^  ros  ros  ir  etts  c"^)  (sii/- -j- 

• Um  das  Aethertheilchen , das  oben  .als  Anfang  der  Coordinaten  ge- 
nommen wurde,  und  das  sich  irgendwo  im  allgemeinen  Il.aume  befinden 
mag,  lagert  nun  eine  unendliche  Anzahl  anderer,  die  sich  alle  zu 
Systemen  von  6,  8,  12  oder  24  Gliedern  vereinigen  lassen.  Bei  jedem 
einzelnen  dieser  Systeme  heben  sich  die  ersten  Glieder  der  llaupt- 

gleichung  auf,  also  .auch  für  alle  zusammen.  Das  mit  versehene  Glied 

verschwindet  im  Allgemeinen  für  jedes  System  nicht  und  wenn  mehrere 
derselben  Zusammenwirken,  so  wird  das  Verschwinden  immer  unwahr- 
scheinlicher. Bezüglich  der  Frage,  ob  dieses  Glied  einen  positiven,  ob 
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einen  negativen  Werth  habe,  ist  darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass 
die  Vertheilung  des  Aethers  jedenfalls  eine  Gleichgewichtslage  desselben 
darstelleu  muss,  und  dass  bei  der  geringsten  Verschiebung  eines  Theil- 
cbens  uoth wendig  eine  Thätigkeit  auftritt,  welche  die  Gleichgewichtslage 
wieder  herzustellen  sucht. 

. 

Es  hat  also  einen  positiven  Werth  wie  bei  Cauchy,  und  die 


von  ihm  repräsentirte  Kraft  nimmt  für  jedes  System  ebenfalls  ab  wie 
die  fünfte  Potenz  der  Entfernung  wachst.  Diese  Abnahme  ist  eine  sehr 
rasche,  und  es  werden  daher  nicht  allzuvicle  Systeme  in  der  Natur  in’s 
Spiel  kommen,  denn  für  die  ferneren  wird  die  Wirkung  bald  ver- 
schwinden. 


Was  für  ^ gilt. 


findet  selbstverständlich  mulalis  muiandis  auch  auf 


dH 

dl^ 


seine  Anwendung. 


Geht  die  Verschiebung  in  der  Uichtung  einer  Axe  vor  sich,  so 
kann  nicht  wohl  etwas  anderes  eintreten  als  das,  was  man  Polarisation 
des  Lichtstrahles  nennt,  und  es  ergibt  sich 

dl'  /-^ 


wenn  A eine  Constante  bedeutet. 

Diese  Gleichung  unterscheidet  sich  von  der  Cauchy’schen  dadurch, 
dass  die  beschleunigende  Kraft  nicht  der  ersten,  sondern  der  dritten 
Potenz  der  Verschiebung  proportional  ist.  Dass  auch  im  letzteren  Falle 
Schwingungen  um  die  Gleichgewichtslage  stattfindeu  müssen,  ist  offenbar 
und  ebenso  haben  wir  auch  Interferenzen  und  Beugungen  des  Lichtes, 
cs  könnte  aber  schon  sein,  dass  es  die  eine  oder  andere  Lichterschei- 
nuug  gibt,  die  mir  bis  jetzt  entgangen  ist,  und  die  sich  mit  der  vor- 
stehenden Annahme  nicht  verträgt. 

Nach  dem,  was  ich  in  meinem  Entwürfe  einer  Molecularphysik 
(S.  196)  über  die  Construction  der  Gase  gesagt  habe,  ist  es  leicht,  sich 
die  Erscheinung  zu  erklären , warum  die  Gase  die  Eigenschaft  des  freien 
Aethers,  die  Farben  nicht  zu  zerstreuen,  theilen,  denn  die  Vertheilung 
der  einzelnen  Aetherkugeln  in  den  Gasen  kann  sich  von  der  des  Aethers 
im  allgemeinen  Raume  nicht  wesentlich  unterscheiden,  solange  jedes 
Massenatom  eine  grosse  Aetherhülle  besitzt,  solange  die  Dichtigkeit 
der  Luft  nicht  bedeutend  ist.  Es  hat  dieses  jedoch  seine  Gränzen, 
und  bei  dichten  Gasarten  wird  auch  eine  Farbendispersion  eintreten 
müssen.  Bei  den  tropfbar- flüssigen  und  den  festen  Körpern  ist  die 
Vertheilung  der  Aetherkugeln  um  den  Massenkern  eine  andere,  es  ver- 
schwinden die  ersten  Glieder  der  Hauptgleichung  nicht  mehr,  und  die 
Farbenzerstreuung  tritt  ein.  Bei  den  farbeuzerstreuenden  Körpern  wächst 
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die  in  die  Gleichgewichtslage  zurück  führende  Kraft  nicht  wie  die  dritte, 
sondern  wie  die  erste  Potenz  der  Verschiebung. 

Auf  die  Bestimmung  des  Aethergesetzes  lässt  Cauchy  eine  Unter- 
suchung über  die  Dichtigkeit  des  Aethers  im  Raume  und  eine  Verglei- 
chung der  mittleren  Aethcrdichtigkeit  und  der  Dichtigkeit  der  schweren 
Atome  auf  der  Erde  folgen.  Er  findet  (S.  102  Gleichung  35)  die  Zahl 
Q der  in  einem  Kubikmeter  enthaltenen  Aetherkugeln 

Q ==  22068  (10)'2  -i  , 

H 

wenn  H die  in  Metern  ausgodrückte  Endgeschwindigkeit  angibt,  welche 
ein  1 Meter  von  einem  andern  entferntes  Aethertheilchen  unter  dem 
Einfiussc  desselben  in  einer  Secunde  bekommt.  Das  Verhältniss  der 
Actherdichtigkeit  q zur  Dichtigkeit  D der  schweren  Atome  findet  Caucliy 
in  Gleichung  40 

|=C2448  (10)’’ 

wenn  G die  Anziehungsconstante  zweier  schweren  Thcilchen , die  in 
1 Meter  Entfernung  sind*  vorstellt. 

Was  das  erste  dieser  beiden  Resultate  anbelangt,  so  müssen  wir 
lins  in  Ermangelung  aller  weiteren  Anhaltspunkte  mit  demselben  zufrieden 
stellen,  doch  glaube  ich,  dass  es  nicht  unzukömmlich  wäre,  wenn  H 
nicht  einen  sehr  geringen,  sondern  einen  etwas  beträchtlichen  Werth 
hätte,  damit  der  Aetherkugeln  nicht  allzuviele  werden. 

Bezüglich  der  zweiten  Gleichung  ist  es  unbedingt  nothwendfg,  dass 

der  Bruch  ^ keinen  gar  grossen  Werth  hat,  denn  nach  dem,  w’as  ich 

oben  über  die  Aetherdichtigkeit  der  Dynamidenhüllen  angeführt  habe, 
muss  die  Zahl  der  ein  schweres  Atom  umgebenden  Aethertheilchen  eine 

beschränkte  sein,  und  aus  diesem  Grunde  darf  der  Bruch  ^ keinen 

grossen  Werth  bekommen.  Folgt  man  dem  Satze,  dass  die  Aethertheilchen 
sich  der  vierten  Potenz  der  Entfernung  umgekehrt  proportional  abstosson, 
so  muss  //  im  Verhältniss  zu  G sehr  gross  gesetzt  worden.  Bei  der 
Annahme,  dass  die  Aethertheilchen  sich  mit  einer  Kraft  abstossen,  die 
dem  Quadrate  der  Entfernung  umgekehrt  proportional  ist,  ist  der  er- 
wähnte Satz  an  und  für  sich  Grundbedingung  (mein  Entwurf  u.  s.  -w. 
S.  170  und  180).  Die  Schwere  muss  gegen  die  Molecularwirkung  ausser- 
ordentlich klein  sein. 

Nimmt  man  an,  es  stossen  sich  die  Aethertheilchen  der  vierten 
Potenz  der  Entfernung  umgekehrt  proportional  ab,  so  wird  sich  um  ein 
im  allgemeinen  Raume  befindliches  Massentheilchen  eine  Aetherhülle 
bilden,  die  sich  nach  der  Abstossung  von  Acthcr  und  Aethor  und  der 
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Aozichung  zwischen  Aetber  und  schweren  Theilchen  regelt.  Folgt  die 
Anziehung,  was  man  nach  dem  oben  sub  I.  b)  Gesagten  voraussetzen 
darf,  dem  nämlichen  Gesetze  wie  die  Aetherabstossuug,  so  wird  eine 
auf  solche  Weise  construirtc  Dynamide  auf  ein  fernstehendes  Aether- 
tbeilchcn  ohne  Einwirkung  sein,  und  setzt  man  voraus,  dass  die  Zahl 
der  Aetherkugeln  einer  Dynamide  eine  beschränkte  sei,  so  ist  nicht  ein- 
zusehen,  warum  sich  nicht  unter  diesen  Verhältnissen  gerade  so  gut 
poröse  Körper  und  Krystalle  bilden  sollten,  als  nach  meinen  früheren 
Annahmen.  Es  bleibt  noch  übrig,  für  das  Zusammenwirken  der  Masson- 
theilchen  eine  zweckmässige  Norm  zu  Grunde  zu  legen,  und  welche 
diese  sei,  darüber  lässt  das  Newton'sche  Schweregesetz  keinen  Zweifel 
walten.  Diese  Annahme  hat  vor  der  in  meinem  „Entwürfe  u.  s.  w.  “ 
vorgetragenen  Theorie  den  grossen  Vorzug,  dass  die  Körper  zu  ihrer 
Bildung  nicht  in  deinsolben  Maasse  den  äussern  Aetherdruck  nothwendig 
haben,  und  gerade  dieser  dürfte  wohl  manchem  Mathematiker  mehr  als 
anstüssig  sein.  Andererseits  hat  die  Theorie  den  nicht  unbedeutenden 
Nachtheil,  dass  mau  das  Schweregesetz  nicht  recht  rein  herausbringt. 
Nach  der  Entwicklung,  die  ich  in  meinem  ,, Entwürfe  u.  s.  w. “ (S.  179 
Gleichung  1 — -1)  gegeben  habe,  bekäme  man,  wenn  man  sich  der  dort 
benützten  Bezeiclinung  bedient,  als  gegenseitige  Einwirkung  zweier 
Körper 


also  zwei  Anziehungen,  von  denen  die  eine  dem  Quadrate,  die  andere 
dem  Biquadrate  der  Entfernung  umgekehrt  proportional  ist. 

Ich  habe  nie  etwas  davon  gehört,  dass  bei  irgend  einer  Erscheinung 
in  der  Sternenwelt  lieben  der  Schwere  eine  Spur  von  einer  Anziehung 
beobachtet  worden  wäre,  der  man  die  letztere  Wirkung  zuschreiben 
könnte.  Bei  der  Ebbe  und  Fluth  hat  man  eine  Kraft,  die  im  um- 
gekehrten Verhältnisse  zum  Kubus  der  Entfernung  steht,  alsbald  ge- 
funden. Sollte  es  wohl  möglich  sein,  dass  die  andere  so  lange  verborgen 
bleiben  konnte?  Allerdings  nimmt  dieselbe  noch  etwas  schneller  ab, 

aber  es  ist  dabei  nicht  zu  übersehen,  dass  — ohne  Vergleich  grösser 


sein  muss  als  c. 

Geht  man  von  dem  Satze  aus,  dass  die  Aetherabstossuug  dem  Qua- 
drate der  Entfernung  umgekehrt  proportional  sei,  so  ist  die  weitere 
Annahme,  dass  auch  die  sogenannten  schweren  Thcile  sich  gegen- 
seitig nach  dem  nämlichen  Gesetze  abstossen,  unbedingt  nothwendig, 


denn  die  Grösse 


(-?) 


«• 


muss  gegen  — ausserordentlich  klein  sein, 


und  da  sic  dem  Schweregesetze  gemäss  (nach  meiner  bisherigen  Bezeich- 
nung) negativ  sein  muss,  so  ist  c positiv  und  um  ein  Minimum  kleiner 
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als  Bei  der  relativen  Grösse  der  Molecularanziehungen  und  Ab- 

stossungoii  ist  cs  sehr  leicht  denkbar,  dass  bei  durch  die  Zusammen- 
setzung bedingten  Differenzen  in  den  Wirkungen  bald  (für  uns)  bedeu- 
tende ilartogradü  u.  dgl.  der  Körper  eintreteu  können.  Eine  andere 
Frage  ist  die,  ob  unter  meinen  Voraussetzungen  die  Weltkörper  auf 
ihrem  Wege  nicht  allzusehr  gehemmt  werden.  In  dieser  Beziehung  ver- 
lasse ich  mich  darauf,  dass  man  sich  schon  seit  langer  Zeit  mit  dem 
Gedanken*  befreundet  hat,  dass  die  Wcltkörpcr  ihren  Weg  machen 
können,  ohne  sonderlich  gehemmt  zu  werden,  obwohl  sie  durch  einen 
Raum  müssen,  von  dem  nach  Cauchy  jedes  Kubikmillimeter  von  Millionen 
von  Aetherthcilchen  besetzt  ist.  Ein  Vorzug  meiner  'Pheorie  dürfte  w*ohl 
darin  zu  suchen  sein,  dass  sie,  ohne  mit  dem  Schweregesetze  in  die 
mindeste  Collision  zu  kommen,  keine  anderen  Wirkungen  voraussetzt, 
als  man  jeden  Tag  allenthalben  zu  beobachten  Gelegenheit  hat.  Dass 
auch  in  der  Sternenwelt  polare  Wirkungen  auftreten,  ist  nicht  neu; 
schon  Bes  sei  hat  bei  der  Beschreibung  des  Ilalley 'sehen  Kometen  von 
1836  darauf  aufmerksam  gemacht. 


Es  bleibt  noch  die  Frage  zu  beantworten  übrig,  ob  es  nicht  mög- 
lich wäre,  dass  ein  System  von  Aethertheilchen  ein  von  diesen  ein- 
gcschlossenes  ebenfalls  mit  einer  Kraft  in  die  Gleichgewichtslage  zurück- 
zuführen strebe,  welche  abuimmt  wie  die  fünfte  Potenz  der  Entfernung 
wächst,  wenn  die  ursprüngliche  Abstossung  zweier  Theilchen  der  ersten 
oder  dritten  Potenz  umgekehrt  proportional  ist. 

Im  ersten  dieser  beiden  Fälle  müssten  sich  die  ersten  vier  Glieder 
der  llauptgleichung  auf  Null  reduciren,  das  fünfte  dagegen  bleiben;  im 
zweiten  Falle  müssten  die  ersten  zwei  Glieder  verschwinden,  das  dritte 
dagegen  nicht.  Man  sieht  sehr  leicht,  dass  beides  nicht  geschieht,  denn 
wenn  man  « = 1 beziehungsweise  = 3 setzt,  so  verschwindet  das 

zweite  Glied  nicht,  w'ohl  aber  in  beiden  Fällen  das  mit  raultiplicirte, 

weil  st'.ine  sämmtlichen  Theile  ungerade  Potenzen  von  Cosinussen  als 
Factoren  haben. 

Nimmt  man  an,  dass  die  Aetherabstossuug  einer  höheren  Potenz  der 
Entfernung  umgekehrt  proportional  sei  als  der  vierten,  so  kann  augen- 
scheinlich die  das  Aethertheilchen  in  die  Gleichgewichtslage  zurück- 
führende Kraft  nicht  der  fünften  Potenz  umgekehrt  proportional  sein, 
wie  es  die  Cau  chy ’sche  Gleichung  verlangt , und  ebenso  ist  es  bei  der 
Annahme  irgend  eines  andern  Gesetzes.  Wir  haben  daher  nur  die  Wahl 
zwischen  der  zweiten  und  der  vierten  Potenz.  Welche  von  den  beiden 
Annahmen  die  richtige  sei,  wird  die  Zukunft  lehren. 
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Ueber  Isophoten 

(Linien  gleicher  Lichtintensitiit). 

Von 

Dr.  L.  Bukmkstkr, 

i.cliier  <k‘i  riiysik  und  der  darslelleiiden  GooiiiuUie  am  deulsiliuii  lleulgymnasiiim 

zu  I.odz  in  ItuDsiscti  ■ Colou. 


Erster  Tlieil. 

§ 1. 

Die  Linien  gleicher  Lichtinteusität,  welche  ich  der  Kürze  wegen  mit 
flem  Namen  Isophoten*)  bezeichne,  sind  bis  jetzt  noch  sehr  wenig 
analytisch  untersucht  worden.  Ich  habe  daher  diese  Linien  zum  Gegeii- 
stamle  meiner  gegenwärtigen  Untersuchung  gemacht.  Hierbei  habe  ich 
viele  interessante  Resultate  erhalten , welche  ich  in  einem  besonderen 
Werke  zu  veröffentlichen  gedenke.  Da  aber  das  Zeichnen  vieler  Tafeln 
viel  Zeit  und  Müsse  erfordert,  so  werde  ich  hier  vorläutig  einige^ Resultate 
meiner  Studien  mitthcilen. 

Nehmen  wir  an,  eine  Fläche  sei  von  parallelen  Lichtstrahlen  be- 
leuchtet, deren  Intensität  i constant,  also  unabhängig  von  der  Länge 
der  Lichtstrahlen  ist,  und  bezeichnen  wir  mit  L die  Beleuchtung  oder 
hichtstärke  eines  Flächenelcmentcs,  mit  A den  Winkel,  welchen  die 
Normale  dieses  Elementes  mit  den  parallelen  Lichtstrahlen  bildet,  so  ist 
hekanntlich 

L = i cos  A. 

Die  Gesammtheit  aller  parallelen  Lichtstrahlen,  welche  eine  Fläche 
heleuchten,  nennen  wir  ein  Str ahlcnbündel;  und  als  Richtung 
desselben  nehmen  wir  die  Gerade,  welche  den  Lichtstrahlen  parallel 
durch  den  Coordinatenanfaug  der  beleuchteten  Fläche  geht. 

Sind  t'j:,  Vy,  die  Winkel,  welche  die  Strahlenrichtuug  mit 
den  rocbtwinkeligcn  Coordinatenaxen  der  a?,  y,  c bildet,  sind  analog 

*)  L.  üur mester,  Klementc  einer  Theorie  der  Isophoten.  (Diss.)  Gott.  1865. 
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die  Winkel,  welche  die  Normale  eines  Flächenelementes  mit 
diesen  Axen  einschliesst,.  so  ist  nach  einem  Satze  der  analytischen 
Geometrie 

CUS  A = cos  Pa:  COS  Gx  “f"  COS  Vy  COS  G,j  -f-  COS  COS  G^  . 

Ist  die  beleuchtete  Fläche  durch  die  Gleichung 

!h  ')  = 0 

gegeben,  dann  haben  wir 

dF 

dx 


COS  a,r 


/(S  + © '+ (1 


cos  G„ 


dy. 


y 


/©+(f)’+{© 


COSG. 


^y 

Z 

Yz 


/©’^(ST+(f)* 


Hiernach  ist  die  Lichtstärke  irgend  eines  Flächenelementes  dieser  Fläche 
durch  die  Gleichung 

dF  . dF  ^ dF 


cos  Vx^  4“  cos  Vy  t; {-  cos  i's,-- 

dx 


L = /• 


^y 


dz 


I. 


bestimmt.  Diese  Gleichung,  welche  eine  Fläche  ropräsentirt,  ist  die 
Grundformel  der  Isophoten,  die  durch  ein  Bündel  paralleler  Lichtstrahlen 
erzeugt  werden.  Geben  wir  dem  L successive  verschiedene  Werthe, 
welche  die  Grenzen  -}-  i und  — i nicht  überschreiten  dürfen ; dann  sind 
die  Durchschnitte  der  beiden  Flächen 


L = i 


dF  , dF  , dF 

cos  Pa:^  cos  Py  CoS  P^  -r- 

dx  oy  dz 


y 


F{x,  IJy  z)  = 0 

die  Isophoten  der  letzteren  Fläche.  — Je  nachdem  wir  aus  diesen  beiden 
Gleichungen  x^  y oder  z eliminiron,  erhalten  wir  die  Gleichungen  für 
die  Projectionen  der  Isophoten  in  den  Coordinatcncbcn  yz , xz  oder  xy. 
Da  es  für  unseren  Zweck  nur  erforderlich  ist,  die  Lichtstärke  relativ  zu 
bestimmen,  so  nehmen  wir  die  Intensität  i des  Strahlenbündels  gleich 
der  Einheit  an;  dann  ist 
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L = 


dF  , dF  , ?F 

ros  Vj,  \-  ros  + ros  v. 

dx  ^ dy  dz 


/o'+©’ 


+ 


©' 


II. 


Um  nun  ein  vollständiges  regelmässiges  Isophotensystem  einer  Fläclie 
zu  erhalten,  mittelst  dessen  die  Auftragung  der  Farbentöne  leicht  aus- 
geführt werden  kann,  bestimmen  wir  eine  beliebige,  aber  ausreichende 
Anzahl  Isophoten , so  dass  der  Lichtatärkenunterschied  jo  zwei  auf  ein- 
ander folgender  Isophoten  gleich  ist. 

Wir  geben  daher  dem  L der  Keihe  nach  die  Werthe 


0,  -1 

n n n 


2 

n 


Diese  Werthenreihe,  in  welcher  n eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet, 
liefert  uns  ein  regelmässiges,  aus  2«  -{-  1 Isophoten  bestehendes  Iso- 
photensystem. 

Bezeichnen  wir  mit  a und  ß beziehungsweise  die  Tangenten  der 
Winkel,  welche  die  Projection  der  Strahlenrichtung  in  der  zx-  und  xy- 
Ebene  mit  der  z-Axo  bildet,  ist  ferner  die  Gleichung  der  beleuchteten 
Fläche  in  der  Form 

z ==■  f (a.*,  y) 

gegeben,  so  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  II. 


L = 


dz  , Bz 
Ct  ß -- 


dx 


III. 


Diese  Gleichung,  die  nur  noch  die  Coordinaten  a:,  y in  sich  trägt, 
liefert  uns  die  Projectionen  der  Isophoten  in  der  ary- Ebene,  d.  h.  im 
Grundriss.  — Können  wir  die  Projectionen  der  Isophoten  im  Grundriss 
ermitteln,  und  ist  die  beleuchtete  Fläche  construirbar,  so  können  wir 
mittelst  der  darstellenden  Geometrie  die  isophotenprojectionen  im  Auf- 
riss und  Seitenriss  stets  constmiren. 

Die  Gleichung  III.  können  wir  noch  vereinfachen,  wenn  wir  das 
Coordinatensystem  um  die  i-Axo  drohen,  so  dass  die  positive  a:-Axe 
mit  der  Grundrissprojcction  der  positiven  Strahlenrichtung  zusammen- 
fäUt.  Hierdurch  wird  die  Allgemeinheit  nicht  beschränkt.  Bezeichnen 
wir  mit  v den  Winkel,  welchen  die  positive  Strahlenrichtung  mit  der 
positiven  z-Axe  bildet,  so  wird 


•)  In  der  Praxis  genügt  im  Allgemeinen  « = 10  für  die  Auftragung  der  Far 
bentöno. 
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und  folglich 


« = — tan  V 

ß = 0, 

_L  • 

ros  V + sm  v • — 
dx 


V' + (5) ’+lir 


IV. 


Von  allen  läophoten  des  ganzen  Systems  zeichnen  sich  die,  welche 
der  Lichtstärke 

L = 0,  cos  V,  ^ 1 
entsprochen , besonders  aus. 

Für  L — 0 erhalten  wir  aus  IV. 

1 -4-  tan  i;  ^ 0. 

ox 

Diese  Gleichung  giebt  uns  die  Grundrissprojection  der  Isophoteu,  welche 
die  Grenze  zwischen  Licht  und  Schatten  bildet.  Wir  wollen  sie  deshalb 
mit  dem  Namen  Grenzisophoten  bezeichnen. 

Setzen  wir  L — cosv^  so  crgiobt  sich  aus  der  genannten  Gleichung 

(I)'  [1  - >’]  + (|)'  - 2 >- 1.  = 0- 

Diese  Gleichung  liefert  die  Grundrissprojection  der  Isophote  der  Licht- 
stärke, welche  auf  der  xy- Ebene  auftritt. 

Specielle  Betrachtungen  zeigen,  dass  wir  im  Allgemeinen  nach  der 
Gestalt  dieser  Isophote  oft  die  Form  des  ganzen  Is'ophotensystems  be- 
urtheilen  können.  — Wir  wollen  diese  Isophote  desswcgen  die  Typ us- 
isophote  nennen. 

Die  Lichtstärke  Z.  = + 1 kann  nach  der  Gleichung  IV.  wie  man 
leicht  erkennt  nur  eintretcu,  wenn 

dz 
dx 


tun  V 


1^  = 0 

ist.  — Die  Isophote,  welche  durch  diese  Doppelgleichung  bestimmt  ist, 
wird  im  Allgemeinen  durch  einen  oder  mehrere  isolirte  Punkte  reprä- 
seutirt,  in  denen  die  grösste  positive  oder  negative  Lichtstärke  auftritt. 
— Wir  wollen  dieselbe  daher  mit  dem  Namen  Maximal  isophote  be- 
zeichnen. 

Es  wird  für  die  Folge  von  Nutzen  sein,  wenn  wir  in  die  Gleichung  IV. 
statt  der  rechtwinkeligen  Coordinaten  die  sogenannten  cylindrischeu 
Coordinaten  einführen , welche  durch  die  Gleichungen 

X = r cos  0 
y — r sin  0 

detinirt  sind.  — Dann  ist 
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r = /a;- 


0 : 

= ( 

«rdm,  (l)  ; 

dz 

dz 

dr 

1 

dz 

dO  dz 

dz 

sin  0 

dx 

~dr 

d.r 

■r 

dö 

1 

cos  0 — 

dö 

- > 
r 

dz 

dz 

dr 

t 

dz 

dO  dz 

t,  1 

dz 

ros  0 

dr 

% 

~r 

do 

1 

S}fl  V “T— 

d9 

r 

wir 

diese  Werthe 

in  die  Gleichung  IV.,  so 

. fdz 

ros  C — 

dz 

sin  On 

L = 

ros  V 

dO 

V. 


Diese  Gleichung  liefert  die  Grundrissprojectionen  der  Isophoten  einer 
Fläche,  deren  Gleichnng  in  cylindrischen  Coordinaten  und  in  der  Form 

z = f{r,  ö) 

gegeben  ist. 

Obgleich  die  Formel  V.  weniger  einfach  ist  als  die  Formel  FV.,  so 
wird  sie  uns  doch  in  der  Folge  wichtige  Vortheile  bieten.  Wir  können 
der  Formel  V.  noch  eine  andere  Gestalt  gehen,  wenn  wir 

dz 

— = w ros  (0 
er 


«etzen,  worin 


1 dz 

7 To 


— p sin  fo 


ian  fo  = — r == 


dz 

db 

T 


dr 


ist.  Wir  erhalten  dann 


1 

r (iO 


ros  V . p . ros  (ö  w) 

V 1 + T 


VI. 


Geometrisch  bedeutet  p die  Tangente  des  W^inkel.s,  welchen  die 
Flächennormale  des  Punktes  r,  r,  0 mit  der  r-Axe  einschliesst , w den 
Winkel,  welchen  der  Rndiusvector  r mit  der  Normale  der  Durchschnitts- 
enrve 


- = /•  (r,  ö)  I 
z = ronsl.  I 


bildet. 
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. Die  Isophoten  der  Rotationsflächen. 

§ 2. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Rotationsflächen,  welche  durch  Um- 
drehung einer  einfach-  oder  doppelt  gekrümmten  Curve  um  die  c-Axe 
erzeugt  werden , ist  in  cylindrischen  Coordinaten 

Betrachten  wir  z als  Ordinate  und  r als  willkürliche  Abscisse,  so 
giebt  diese  Gleichung  die  Meridiancurve  der  Rotationsflächen. 

Es  ist 

dz 
d'r 


r ir) 


dz 


= 0. 


1) 


Diese  Werthe,  in  die  Gleichung  V.  gesetzt,  liefern 

^ cos  V -{-  sin  V . /"  (r)  . cos  0 

^ 

Dies  ist  die  allgemeine  Gleichung  der  Isophoten*’*')  der  Rotations- 
flächen. Hierin  ist  r der  Radiusvector,  ö die  Anomalie,  welche  von 
der  positiven  Strahlenrichtung  aus  gezählt  wird.  Die  Gleichung  1)  giebt 
für  gleiche  entgegengesetzte  Werthe  von  0 gleiche  Werthe  für  r,  das 
ganze  Isophotensystem  wird  daher  durch  die  Strahlen  rich- 
te ng  symmetrisch  getheilt. 

Wenn  wir  die  Gleichung  1)  auf  cos  C reduciren,  so  wird 


cos  0 = CSC  V 


/i  + [/"('•)]• 


-•  i — 


cof  V 


2) 


f'{r)  " rW  ■ • • • 

Hieraus  folgt  der  Satz: 

Auf  den  Parallelkreisen  der  Rotationsflächen  ist  die 
Grösse  cos  0 eine  lineare  Function  der  Lichtstärke  L. 
Bezeichnen  wir  mit  x den  Winkel,  welchen  die  Tangente  der  Meri- 
diancurve {z  = f{r))  mit  der  Axe  der  r bildet,  so  ist 

f'  (r)  = tan  r, 

und 

cos  0 = CSC  V . CSC  X . L — cot  v , cot  x 3) 

Betrachten  wir  die  Grössen  cos  ö und  L als  rcchtwinkeligc  Coordi- 
naten, so  repräsentirt  diese  Gleichung  eine  Gerade,  deren  Abschnitte 
von  den  entsprechenden  Axen  durch  die  Grössen  — cot  v . cot  x und 


*)  Hierbei  ist  vorausgesetzt,  dass  die  Gleichung  auf  z rcducirt  werden  kann. 
**)  Wir  wollen,  wenn  nichts  besonders  bemerkt  wird,  unter  Isophoten  der 
Kürze  wegen  die  Projcctionen  derselben  im  Grundriss  verstehen,  ebenso  unter 
Stralilenrichtung  die  Projection  derselben  im  Grundriss. 


» 
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c«s  V T gegeben  sind.  Beide  Abschnitte  lassen  sich  leicht  constrniren. 
Wenn  wir  nun  dem  L die  Lichtstärken  der  Werthenreihe  Seite  231 
geben,  so  erhalten  wir  entsprechende  Werthe  für  cos  ö,  welche  diejenigen 
Punkte  auf  einem  beliebig  angenommenen  Parallelkreis'  vom  Radius  r 
bestimmen,  in  denen  jene  dem  L beigelegte  Lichtstärken  auftreten. 
Bestimmen  wir*  nach  dieser  Angabe  auf  mehreren  beliebig,  aber  zweck- 
mässig angenommenen  Parallelkreisen  die  Lichtstärken  der  erwähnten 
Werthenreihe,  dann  liefern  uns  die  so  erhaltenen  Punkte  die  Isophoten 
der  Fläche. 

Zu  jedem  Parallelkreis  gehört  ein  bestimmter  Werth  von  t und 
daher  entspricht  jedem  Parallelkreis  eine  Gerade,  mit  deren  Hülfe  wir 
die  Orte  gegebener  Lichtintensitäten  bestimmen  können.  Wir  wollen 
diese  Geraden,  deren  Lage  durch  die  leicht  zu  construirenden  Werthe 
cot  V coli  und  cos  V cos  z bestimmt  ist,  die  II  ülfsgerad  en  nennen. 

Die  Construction  der  Isophoten  der  Rotationsflächen  ist  hiernach 
auf  (las  Problem  des  Tangentenziehens  au  die  Meridiancurve  (2:  = f (r)) 
zuriiekgeführt. 

Obgleich  die  Hülfsgeradcn  durch  die  Werthe  — cot  v cot  x und 
CM  V cos  T,  welche  die  Abschnitte  auf  den  Axen  des  cos  0 und  der  L 
darstellen,  gegeben  sind,  so  wollen  wir  noch  eine  andere  Methode,  an- 
geben, die  den  Vortheil  hietet,  dass  wir  nicht  mit  Bcstimmungswerthen, 
wie  cot  V cot  T,  zu  thun  haben,  die  sehr  gross  werden  und  die  Dar- 
stellung auf  der  begrenzten  Zeichnenfläche  nicht  gestatten.  Zu  diesem 
Zweck  suchen  wir  die  einhüllendc  Curvc  der  Hülfsgeraden. 

Wir  setzen 

cos  0 = y,  L — ly 

80  ist  nach  Gleichung  3) 

= CSC  V CSC  X . I — cot  v cot  x. 

Differenzireii  wir  diese  Gleichung  nach  t,  dann  erlnalten  wir 

0 = — CSC  V . cos  X , 'l  cot  V. 

Durch  Elimination  der  Grösse  x ergiebt  sich  aus  diesen  beiden  Glei- 
chungen die  Gleichung  der  einhüllenden  Curve  der  Hülfsgeraden 

^ j 

cos"^  V coi^  V 

Dies  ist  die  Mittelpunktsgleichung  einer  Hyperbel,  deren  halbe  Ilauptaxc 
cos  V und  deren  halbe  Nebenaxe  cot  v ist.  Diese  Hyperbel,  an  der 
die  Hülfsgeraden  Tangenten  sind,  wollen  wir,  da  sie  indirect  ein  Hülfs- 
mittel  bei  der  Bestimmung  dieser  Geraden  ist,  die  Hülfshyperbel 
nennen. 

Bekanntlich  liegen  die  Fusspunkto  der  vom  Brennpunkt  auf  die 
Hyperheltangeiiten  gefällten  Senkrechten  auf  der  Peripherie  des  Hanpt- 
kreises.  Wir  können  hiernach  die  Hyperbeltangenten,  d.  h.  die  HUlfs- 
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geraden,  leicht  ziehen,  ohne  die  Hyperbel  selbst  zu  constrniren ; denn 
da  die  Richtnngsconstantc  der  Ilülfsgeraden  nach  Gleichung  3)  esc  v . esc  r 
ist,  so  ist  die  Richtnngscon staute  der  darauf  vom  Brennpunkte  gefällten 
Senkrechten  durch  sin  v sin  r gegeben. 

Wenn  wir  die  Construction  der  Isophoten  der  Rotationsflächen  ans* 
führen  wollen,  so  haben  wir  zwei  einfache  IlUlfsfiguren  Fig.  1“  und 
Fig.  1*^  nöthig,  die  für  alle  Rotationsflächen  gelten,  wenn  die  Strahlen- 
richtnng  unveränderlich  genommen  wird. 

Fig.  IK  Fig.  U. 


Es  seien  (Fig.  1*)  und  L^A  die  Projectionen  der  Strahlcn- 

richtiing  im  Griindriss  und  im  Aufriss,  AD  gleich  der  Einheit,  und  AZ  ‘ 
senkrecht  auf  der  Projectionsaxe  AC]  dann  ist,  wie  man  leicht  aus  der 
Figur  ersieht, 

^ D A Z ==  V ^ B D — sin  V ^ 

A B = cos  V , C E = Cot  V. 

In  Fig.  1'*  seien  oL  und  o cos  0 die  Coordinatenaxen , auf  welche 
die  Constructionsgeraden  bezogen  sind.  Die  Strecken  o(-(-  L)  = o{ — L)=l 
sind  in  w = 10  gleiche  Theile  getheilt,  und  durch  diese  Theilpunkte, 
welche  in  unserem  speciellen  Falle  den  Lichtstärken:  1 , -|-0,9  . . . 

0. .  . — 0,0,  — 1 entsprechen,  sind  Ordinaten  gezogen.  Auf  den  Axen 
sei  oa  = AB  — cosv,  oh=^CE=cotv  gemacht;  « und  h sind  dann 
die  Endpunkte  der  Hyperbelaxeii,  und  der  mit  oa  beschriebene  Kreis 

1. st  der  Hauptkreis.  Ferner  sei  ab  — oF,  Fd  — 1,  so  ist  F der  eine 
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Brennpunkt  der  Hülfshyperbel  und  dh  die  Gerade,  auf  welche  die  Werthe 
sin  V sin  r abgetragen  werden.  Hiermit  ist  Alles,  was  wir  zur  Construction 
der  Isopboten  der  Rotationsflächen  nöthig  haben , vorbereitet. 

Wenn  wir  die  Strablenricbtung  so  wählen,  wie  sie  gewöhnlich  bei 
technischen  Zeichnungen  angenommen  wird,  dann  wird  die  Ilülfsfigur  1’’, 
da  Z,  cos  0 und  sin  v . sin  r nie  grösser  als  1 werden,  nur  die  Grösse 
eines  Quadrats  haben,  dessen  Seite  gleich  2 ist,  und  die  Hiilfsfignr 
einen  noch  kleineren  Flächenraum  einnehmen.  Es  werden  daher  alle 
Grössen,  die  wir  zur  Construction  gebrauchen,  nie  die  Grenzen  der 
Zeichnenfläche  überschreiten. 

Nach  dieser  Vorbereitung  sind  die  Isopboten  der  Rotationsflächen 
sehr  leicht  zu  construiren.  Wir  wollen  dies  an  einem  Beispiel  zeigen. 

Es  sei  in  Fig.  1 durch  Grund-  und  Aufriss  eine  Rotationsfläche 
dargestellt,  welche  durch  Umdrehung  einer  ebenen  Curve  MN  erzeugt 

Fig.  1. 


z 

I 


wird.  Diese  Curve  ist  zugleich  die  Meridiancurve.  Es  sei  TM  eine 
Tangente  im -Punkte  M an  derselben,  T der  Durchschnitt  mit  der  Pro* 
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joctionsaxo  und  TU  — sin  v = Bl)  (Fig.  1*);  dann  ist  UV  = sin  v shir. 
Dlnsoii  Worth  tragen  wir  auf  rfÄj  (Fig.  1'’)  ab,  so  dass  (Uc^  = Uf’  = 
sin  V sin  t ist.  Hierauf  ziehen  wir  h^F  und  durch  den  Schnittpunkt  ji 
mit  dom  Ilauptkrois  die  Ilülfsgerado  CG  senkrecht  auf  kF.  Die  Ab- 
schnitte, welche  durch  diese  Gerade  auf  den  Ordinaten  ( — 1,  — 0,y, 
— 0,8,  . . . 0 . . . -|"0,8,  +0,0,  +1)  entstehen,  geben  uns  die  Wertlic 
der  cosO.  Wir  boschroibon  (Fig.  1)  um  Q einen  Kreis  5 mit  dem  Radius  1; 
tragen  auf  die  Projoction  L^Q  der  Strahlonrichtung  die  Wertlie  der  cos 6, 
welche  wir  aus  der  Fig.-F’  entnehmen,  ab.  So  erhalten  wir  die  Winkels, 
die  auf  dem  Parallelkrcis  die  Punkte  bestimmen,  in  denen  die  an- 
genommenen Lichtstärken  auftreten.  In  der  Fig.  1 ist  OP=+0,7r 
(Fig.  1''),  PR  senkrecht  auf  L^0y  dann  giebt  der  Durchschnitt  der  Ge- 
raden QR  mit  dem  l^arallelkreis  M,,  den  Punkt,  in  welchem  auf  diesem 
Kreis  die  Lichtstärke.  +0,7  auftritt.  Ebenso  findet  man  die.  Punkte  für 
die  anderen  Lichtintensitäten.  In  gleicher  Weise  kann  man  die  Ctrte 
der  gegebenen  Lichtstärken  a'uf  einem  anderen  Parallelkreis  A,,  finden. 
Diesem  entspricht  in  Fig.  1*’  die  Ilülfsgerado.  G,G,,  Wenn  wir  so  auf 
mehreren  Parallelkreisen  diese  Orte  bestimmen,  dann  erhalten  wir  die 
l'rojectionen  der  Isophoten  im  Grundriss.  Um  die  Projectionen  im  Auf- 
riss zu  erhalten,  brauchen  wir  die  gefundenen  Punkte  nur  hinauf  zu 
projic.iren.  Eine  Controle  für  die  richtige  Lage  der  Ilülfsgeraden  liefern 
uns  die.  Abschnitte  derselben  auf  den  Axon ; denn  es  muss  (Fig.  1’’) 
oi  — coi  V cot  z und  ol  = cos  v cos  r sein,  und  diese  Werthe  lassen  sich 
auch  leicht  construiren. 

Die  Maximalisophote  (^  = + I)  wird  im  Allgemeinen  durch  einen 
oder  mehrere  isolirte  Punkte  repräsentirt;  diese  kann  unsere  bisherige 
Constructionsweise  nur  dann  liefern,  wenn  zufällig  diese  Punkte  auf 
einigen  von  den  beliebig  angenommenen  Parallelkreisen  liegen.  Wir 
müssen  daher  diese  isolirten  Punkte  noch  besonders  zu  be.stimmeu  suchen. 
Aus  der  Gleichung  1)  folgt  für  i = + 1 

cos  ö = 1 , tan  T = tun  v. 

Die  erste  Gleichung  zeigt,  da.ss  die  Projectionen  dieser  Punkte  anf 
der  Projection  der  Strahlenrichtung  liegen,  und  aus  der  zweiten  ergeben 
sicli  die  Abstände  dieser  Punkte  vom  Pol,  Um  diese  constructiv  zu 
bestimmen,  müssen  wir  an  die  Meridianenrve  Tangenten  ziehen,  welclie 
mit  der  Axe  der  r den  Winkel  v bilden.  — Die  Abstände  der  so  erhal- 
tenen Berührung.spunkte  von  der  Axe  der  z sind  dann  die  Abstände  der 
Grundrissprojectionen  der  isolirten  Punkte  von  dem  Pol. 

In  besonderen  Fällen  können  wir  die  Ilülfsgeraden  noch  auf  einem 
anderen  als  anf  dem  oben  angegebenen  Wege  bestimmen.  Nehmen  wir 
an,  es  sei  die.  Grundrissprojection  einer  Tsophote  gegeben,  deren  Licht- 
stärke m ist;  dann  können  wir  umgekehrt  durch  <lie  Ihinkte,  wo  diese 
Gnrve  die  beliebig  zweckmässig  angenommenen  Parallelkreise  schneidet, 
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die  entsprechenden  Werthe  von  cos  $ ermitteln.  Diese  Werthe  tragen 
wir  auf  die  den  Theilpunkt  m gebende  Ordinate  ab,  und  durch  die 
erhaltenen  Punkte  legen  wir  Tangenten  an  die  niilfshyperbel*)  (Fig.  1'*), 
welche  dann  die  IlUlfsgeraden  sind.  Hierauf  verfahren  wir  wieder  wie 
oben  gezeigt  w'orden  ist  und  bestimmen  die  übrigen  Isophoten.  Damit 
wir  auf  diese  Weise  unseren  Zweck  vollständig  erreichen,  wird  erfordert, 
dass  die  Projection  der  gegebenen  Isophote  die  Projection  aller  nöthigen 
Parallelkreise  schneide.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  muss  noch  die  Pro- 
jection einer  zweiten  Isophote  gegeben  sein,  die  w'euigstens  durch  die- 
jenigen Kreise  gehl,  w-elche  von  der  erstgegebenen  nicht  getroflen 
werden.  Zwei  solche  Isophoten,  die  diese  Forderung  in  manchen  Fällen 
erfüllen  und  sich  oft  durch  die  Eigenschaften  ihrer  Gleichungen  direct 
construiren  lassen,  sind  die  Grenzisophote  und  Typusisophote.  Aus  der 
Gleichung  1)  folgt  für  Z = 0 die  Gleichung  der  Grenzisophote 

1 -|-  /««  V . / (r) '.  cos  0 = 0 .3) 

und  für  Z = cos  v.  die  Gleichung  der  Typusisophote 

f (r)  [/^  (^’)  (1  — fou'  V . cos"^  0)  — 2 /«;/  v cos  ö]  = 0 . . 4) 

Mit  Hülfe  dieser  Isophoten  kann  man  oft,  selbst  bei  complicirten 
Flächen,  die  Construction  des  ganzen  Iso}>hotensystems  in  einfachster 
Weise  ausführen. 

Ist  z — f'{r)  die  Gleichung  der  Meridiancurve  der  durch  irgend 
eine  Curve  erzeugten  Kotationsfiäche,  so  ist  r — f ' is  — fJ)  die  Gleichung 
der  Meridiancurve  der  Rotationsfläche,  welche  durch  Umdrehung  der- 
selben Curve  im  Abstande  d von  .der  Axe  erzeugt  wird. 

Die  Gleichung  der  Isophoten  dieser  letzteren  Fläche  ist  dann  nach 
Gleichung  1) 

cos  V -f-  sin  V . f'  {r  — d)  . cos  0 ^ 

Vi  + [r{r~d)Y 

Denken  wir  uns  diese  Gleichung  auf  r — d reducirt,  so  gilt  der 
Satz : 

Bei  den  Grundrissprojectionen  der  Isophotensystenie 
zweier  Rotationsflächen,  die  durch  dieselbe  Curve  in 
ungleichen  Abstanden  von  der  Drehungsaxe  erzeugt 
w'orden  sind,  ist  die  Differenz  der  gleichgerichteten 
Leitstrahleri  gleich  der  Differenz  der  beiden  Ab- 
stände von  der  Drehungsaxe. 

Haben  wir  nun  die  Grundrissprojectionen  von  dem  Isophoten.systein 
einer  Rotationsfläche  fertig  vor  uns,  dann  erhalten  wir  das  System  der 


*)  Dies  kann  leicht  mit  Hülfe  des  Ilanptkreises  un<I  des  Hrennpunktcs  ans- 
geführt werden,  ohne  die  IliiIfshyporl)el  selbst  zu  construiren.  In  F'ig.  P ist  diese 
Hyperbel  nur  der  Vollständigkeit  wegen  construirt. 
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um  (l  erweiterten  oder  verengerten  RotationsflHclie,  wenn  wir  sämintliclie 
Liclitstralilen  jenes  fertigen  »Systems  um  d verlängern  oder  verkürzen. 

In  speciellen  Fällen  können  wir  die  Isojiboten  der  Kotationsfläclien 
oft  noch  in  einfacherer  Weise  construiren , als  dies  nach  der  allgemeinen 
Methode  ausgefiihrt  werden  kann.  Wir  wollen  dies  an  den  Tsophoten 
der  Kugelfläche  zeigen. 

Die  Gleichung  der  Kugelfläche  in  cylindrischen  Coordinaten  ist 


1 ' •> 

J r 


wenn  den  Radius  der  Kugel  bezeichnet. 
Ks  ist  dann 


y n‘  — r- 

Setzen  wir  diesen  Werth  in  Gleichung  1),  so  wird 

^ t'(ßS  i> . »—  ' — sin  v . r . cos  0 

~ 9 

Führen  wir  in  diese  Gleichung  rechtwinkelige  Coordinaten  ein,  so  ist 

r ros  $ = £C 


. Gj 


und  dann  ergieht  sich 


jd_  ^ = I 

[1  _ /;ij  y [1  -iL'i]  cos^  v 

Aus  dieser  Gleichung  ersieht  man,  dass  die  Rrojectionen  der  Isophoten 
der  Kugelfläche  Ellipsen  sind,  deren  Mittelpunkte  auf  der  Projection 
der  Strahlen richtung  liegen. 

Hieraus  lassen  sich  leicht  einige  Eigenschaften  ableiten , die  für  die 
Construction  dieser  Ellipsen  von  besonderem  Nutzen  sind.  Bezeichnen 
wir  mit  b die  grosse  llalbaxe  dieser  Ellipsen,  mit  c ihre  Excentricität, 
und  mit  m den  Abstand  der  Ellipsenmittelpunkte  vom  Coordiuatenanfang, 
so  ist 

h = 

c — Q ]/ 1 — L'^  sin  V , 
m — Lq  sin  v. 

Hiernach  ist 


ni' 

y ((j  sin  v)'^ 


==  1. 


Die  Endpunkte  der  grossen  Axen  der  Ellipsen 
auf  einer  Jlllipse,  deren  Halbaxen  ()  und  p sin  n 
Ferner  ist 


liegen 

sind. 


-j-  = (9  sin  v)‘^ 

Die  Brennpunkte  der  Ellipsen  liegen  auf  einen  Kreise, 
vom  Radius  p sin  v. 
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Auf  diese  Eigenschaften  gründet  sich  eine  sehr  einfache  Construction 
der  Isophoten  der  Kugelfläche. 

Es  sei  Fig.  2 die  Grundriss-  und  Aufrissprojection  einer  Kugelfläche 
vom  Radius  p,  welche  von  einem  Strahlenhündol  beleuchtet  wird,  dossen 
Richtung  in  Fig.  l"*  gegeben  ist,  also  mit  der  c-Axe  den  Winkel  v ein- 
scblicsst. 


Vig.  ü. 


Wir  machen  in  Fig.  AW  — q und  beschreiben  mit  als  Radius 
in  Fig.  2 um  o den  Kreis  A'.  Auf  diesem  Kreis  liegen  die  Brennpunkte 
der  Ellipsen.  Die  Punkte  -f- 1 und  — 1 sind  die  isolirten  Punkte  der 
Maximalisophotc.  W^ir  theilcn  jede  der  beiden  gleichen  Strecken  (),  -j-  1 
und  0,  — 1 in  n = 10  gleiche  Theilc.  Die  erhaltenen  Theilpunkte  sind 
die  Mittelpunkte  der  elliptischen  Isophoten,  w'elche  den  Lichtstarken  -f-0,0, 
-f-0,8  . . . . 0 . . . — 0,8,  — 0,9  entsprechen.  Wollen  w'ir  nun  eine  Iso- 
lihote,  z.  B.  die  der  Lichtstärke  -|-0,8,  construiron,  so  ziehen  wir  durch 
-[■0,8  eine  Gerade  auf  oL  senkrecht.  Diese  ist  dann  die  Axe  der 
Ellipse;  wo  sie  den  Kreis  K schneidet,  liegen  auf  ihr  die  Brennpunkte 
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b und  Hierauf  ziehen  wir  durcli  b den  Radius  oc  und  cd  parallel 
der  Axe  o//, , so  ist  d der  eine  Endpunkt  der  grossen  Axe.  Wir  haben 
hiernach  den  Mittelpunkt,  die  llrcunpuukte  uud  die  grosse  Axe  der 
Ellipse  und  somit  Alles,  w’as  zur  einfachsten  Coustiuctiou  der  Ellipse, 
resp.  der  Isophoten  der  Kugclfläche,  nöthig  ist. 

Ganz  so  wie  iin  Grundriss,  können  wir  bei  der  Kugelfläche  auch  im 
Aufriss  die  Construction  ausführen,  wenn  wir  von  dem  Ilinaufprojicircn 
keinen  Gebrauch  machen  wollen.  In  der  Fig.  2 sind  die  Prnject innen 
der  Isophoten  der  Lichtstärken -|-1 , -f-0,8,  -|-0,5  und  — 0,5,  — 0,8,  — 1, 
im  Grundriss  und  Aufriss  dargestellt. 

Die  Isophoten  der  Kugclfläche  können  auch  als  Fundament  einer 
zweiten  Isophotenconstruction  der  Rotationsflächen  dienen. 

Für  die  Kugel  ist 


V r — '■« 

wenn  q den  Kugelradius,  den  lladiusvector  bezeichnet. 
Diesen  Werth  in  die  Gleichung  2)  gesetzt  giebt 

Q CSC  V cot  V . — r,^' 

cos  0 — — ■ L -A-  - - — — 

''a 

Dies  ist  die  Gleichung  für  die  Isophoten  der  Kugelfläche. 
Aus  der  Gleichung 


7) 


folgt,  wenn  wir 

f"  (r)  — tan  x 

setzen , 

Ta  ==  (J  sin  T. 

Haben  wir  an  die  Meridiancurvc  einer  Rotationsfläche  Fig.  1 in  M 
eine  'rangente  MT  gezogen,  welche  mit  der  Axe  des  r den  Winkel  r 
bildet,  so  erhalten  wir  aus  7)  die  Werthe  der  Winkel  0,  w'clche  auf  den 
Parallclkreis  MM^  die  I^unkte  gegebener  Lichtstärken  bestimmen. 

Um  die  Werthe  der  0 zu  erhalten,  construifen  wir  den  Werth 
rf(  = Q sin  X.  Es  sei  in  Fig.  2 der  Radius  der  dargestellten  Kugel  ß, 
M T'  eine  zu  MT  parallele  Tangente;  so  ist,  wenn  wir  ßT(^  parallel  der 
l*rojectionsaxo  ziehen , 

M'q  = /*A  = P •'^5/  X. 

Mit  M'q  beschreiben  wir  um  o im  Grundriss  den  Kreis  it.  Die 
Durchschnitte  «,  ß....  dieses  Kreises  mit  den  Isophoten  der  Licht- 
stärken 0,8,  0,5....  verbinden  wir  mit  dem  Mittelpunkt  o.  Diese  Ver- 
bindungslinien schliessen  dann  mit  oL  die  Winkel  0 ein,  w'clche  den 
genannten  Lichtstärken  entsprechen.  Ziehen  wir  (Fig.  1)  p0,8  parallel 
oct  (Fig,  2),  so  ist  der  Schnittpunkt  0,8  dieser  Geraden  mit  dem’Parallel- 
kreis  der  Rotationsfläche  der  Ort  der  Lichtstärke  0,8.  In  gleicher 
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Weise  kann  man  die  Punkte  der  anderen  gegebenen  Lichtstärken  be- 
stimmen. 

Diese  zweite  Construction,  mit  Benutzung  der  sogenannten  Kugel- 
bkala,  ist  schon  von  einigen  Autoren  ausgeführt  worden.  Wir  haben 
dieselbe  nur  der  liier  angegebenen  leichten  Ableitung  wegen  mit  an- 
geführt. Diese  Construction  wird  ungenau,  wenn  der  Radius  des  Parallel- 
kreises (ä''  Fig.  2)  sicli  dem  Radius  der  Kugel  nähert,  und  ohne  Aufriss- 
projection  ganz  unbrauchbar,  wenn  er  gleich  demselben  wird.  In  dicsoiu 
Falle  liefert  aber  die  erste  Construction  mit  Benutzung  der  Linicnskala 
die  schärfsten  Schnitte;  denn  im  Grcnzfallc  werden  dort  die  Ilülfs- 
geraden  QtJ  Asymptoten  der  Ilülfshyperbel.  Ein  anderer  Vorthcil  besteht 
darin,  dass  wir  bei  der  Linienskala  durch  gerade  Linien  unseren  Zweck 
erreichen,  während  wir  bei  der  Kugelskala  viele  Ellipsen  gebrauchen. 


Die  Isophoten  der  Schraubenfläehen. 


^ 3. 


Die  Schnittcurve,  welche  eine  durch  die  Drehungsaxe  gelegte  Ebene 
mit  einer  Schraubenfläche  bildet,  wollen  wir,  wie  bei  den  Rotations- 
flächen, auch  hier  Meridiancurve  nennen. 

Ist  nun 

J = f{r) 

die  Gleichung  dieser  Meridiancurve,  so  ist  die  allgemeine  Gleichung  der 
Schrauben  fläche,  welche  durch  eine  einfach-  oder  doppcltgekriimmte 
Curve  erzeugt  wird,  deren  Drehungsaxe  in  der  i-Axo  liegt,  in  cylin- 
drischen  Coordinaten 

Z = y . ö + f{f). 


Die  constante  Grösse  y wollen  wir  den  IIaupti»aram  cter  der 
Schraubenfläehen  nennen.  Für  y gleich  Null  gehen  die  Schraubenflächen 
in  Rotationsflächen  über. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt 


'dz 

dr 


f'ir), 


dz 


= y- 


Setzen  wir  diese  Wevthe  in  die  allgemeine  Gleichung  VI.,  so  wird  zu- 
nächst 

/'  = 

7 

(au  (0  — , 

r f (/•)  * 

und 
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Ueber  Isophoten. 


r»;.v  x>  sin  v 


L = 


y L/-'f/)]- 


• CoS  — J—  Co) 


/ 


1) 


1 + [rwi’-  + h 


Diese  allgemeine  Gleichung  der  Isophoten  der  »Schraubenflächen 
hat  ganz  die  Form  der  Gleichung  1)  (§  2).  Die  Construction  der  Iso- 
photen  der  Schraubenflächen  kann  demnach  ganz  in  derselben  Weise 
wie  bei  den  Rotationsflächen  ausgefiihrt  werden.  Dieselbe  llülfsfigur  (F‘) 
kann  in  unveränderter  Gestalt  auch  bei  den  Schraubenflächen  Anwen- 
dung finden;  ebenso  auch  die  Kugclskala  (Fig.  2).  Wir  brauchen  nur 

die  Werthe  j/' 


y*  y 

^ -I-  ..  und  — ^rr-y  zu  construiren,  was  mit  Leich- 

' ;•/  (r) 


tigkeit  geschehen  kann,  wenn  der  Worth  f'{r)  zu  ermitteln  ist.  Die 
(A)nstruction  der  Isophoten  der  Schraubenflächen  ist  hiernach  auf  das 
Problem  der  Tangentenziehung  an  die  Meridiancurve  der  »Schrauben- 
fläche  zurückgeführt. 

Eleganter  gestaltet  sich  noch  die  Gleichung  1),  wenn  wir  den  Werth 


tan  CO  — 


rfir) 


substituiren , daun  ist 


/ 


folglich 


r 

r sin  0) 


L 


cos  I'  -f-  sin  V cos  (ö  -I-  w) 

r sm  (0 


V ' + (t:4  ») 


2) 


Auch  nach  dieser  Gleichung  kann  die  Construction  der  Isophoten 
der  Schrauben  flächen  mit  Benutzung  der  Figur  l**  in  derselben  Weise, 
wie  bei  den  Rotationsflächen  ausgeführt  werden.  Wir  haben  statt  f'  (r)  hier 

y • ' 

. — und  statt  cos^  hier  cos  (0  oj). 
r sin  0)  \ I / 

Geometrisch  bedeutet  co  den  Winkel  zwischen  Radiusvector  und 
Normale  der  Schnittcurve 

C = -f  /•'(;•) 

C = 0 

und  r sin  co  den  Abstand  dieser  Normale  vom  Pol. 

Hiernach  ist  die  Construction  der  Isophoten  der  Schraubenfläche  auf 
das  Problem  des  Tangentenziehens  an  die  Schnittcurve  zurückgeführt, 
welche  die  Grundriss -Ebene  mit  der  Schraubenfläche  bildet.  Um  die 
Construction  der  Isophoten  der  Schraubcnflächcn  im  Grundriss  auszuführen, 
construirt  man  die  Schnittcurve  des  Grundrisses  — die  überhaupt  bei 


1 


I 
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einer  Darstellung  einer  Scliraubenfläclie  nicht  fehlen  darf  — und  beschreibt 
einen  Kreis  vom  Radius  r um  den  Pol.  Im  Punkte,  wo  dieser  Kreis 
die  Schnittcurve  trifft,  ziehen  wir  die  Tangente  rosp.  Normale  derselben. 
Dann  haben  wir  den  Winkel  w.  Diesen  legen  wir  mit  einem  Schenkel 
an  die  Axe  der  Polarcoordinaten , so  bildet  der  andere  Schenkel  den 
Anfang  für  die  Zahlung  des  Winkels  0.  Um  nun  cos  (0  -f-  w)  zu  be- 
stimmen, verfahren  wir  ganz  wie  bei  den  Rotationsflächen,  indem  wir 

• 

y 

A*  = 

r sm  9 

setzen. 

Die  Construction  der  Isophoten  der  Schraubenflächen  unterscheidet 
sich  von  der  Construction  der  Isophoten  der  Rotationsflächen  nur  dadurch, 
dass  bei  diesen  der  Winkel  9 beständig  von  der  Projection  der  Strahlen- 
richtung, bei  jenen  aber  von  einer  mit  r veränderlichen  Anfangsrichtung 
ausgezählt  wird , welche  mit  der  Projection  der  Strahlenrichtung  den 
durch  r bestimmten  Winkel  (a  cinschliesst.  Haben  wir  so  auf  beliebig 
vielen  um  den  Pol  concentrisch  beschriebenen  Kreisen  die  Punkte 
gegebener  Lichtstärken  bestimmt,  so  geben  diese,  die  Projectionen  der 
Isophoten  im  Grundriss.  Da  diese  concentrische.n  Kreise  die  Griindriss- 
projectionen  von  Schraubenlinien  sind,  welche  auf  der  Schraubenfläche 
liegen,  so  erhalten  wir  durch  Ilinaufprojiciren  die  Projectionen  der  Iso- 
photeu  im  Aufriss. 

Um  das  Isophotensystem  der  Schrauben  fläche  vollständig  zu  erhalten, 
müssen  wir  noch  der  isolirten  Punkte  der  Maximalisophote  gedenken, 
welche  unsere  Construction,  wie  schon  bei  den  Rotationsflächen  gesagt,  . 
nur  zufällig  liefern  kann. 

Es  wird  Z = + 1,  wenn  in  Gleichung  2) 

y 

= (an  V 

r Sin  (o 

cos  (9  ca)  = 1 

ist.  Aus  der  ersten  Gleichung  folgt 

y 

r Sin  (o  — — • 

fan  V 

Um  nun  die  Orte  der  Lichtstärke  Z = ^ 1 zu  bestimmen,  müssen  wir 
hiernach  die  Normale  der  genannten  Schnittcurve  zu  construiren  suchen, 

y 

deren  Abstand  vom  Pol  ist;  dann  ist  ca  bekannt  und  hierdurch  sind 

tan  V 

OB  auch  r,  9,  die  Coordinaten  der  isolirten  Punkte.  Die  Bestimmung 
dieser  Normale  ist  aber  im  Allgemeinen  nicht  leicht.  Wir  müssen  daher 
diese  Punkte  theils  durch  Rechnung,  theils  durch  Construction  zu  ermitteln 
suchen. 


I 
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Ucbcr  Isoplioten. 


Wcrtli 


Aus  den  beiden  Gleichungen  a)  folgt  auch,  wenn  wir  für /«w  w den 

y 


setzen 


r sin  0 = — 


ian  V 


I 


»0 


Aus  der  ersten  dieser  beidei^  Gleichungen  bdgt  der  Satz: 

Die  isolirten  Punkte  der  Maximalisophote  liegen  bei 
allen  Schraubenflächen  auf  einer  Geraden,  welche  ini 

V 

Abstande — der  Grün  d riss  projection  der  Strah- 

lan  V ^ 

lenrichtung  parallel  ist. 

Aus  der  zweiten  Gleichung  ergiebt  sich  der  Abstand  dieser  Punkte 
vom  Coordinatenanfang,  wenn  wir  dieselbe  auf  r reduciren.*) 

Wir  wollen  hier  beispielsweise  einige  speciellc  Fälle  betrachten: 

1)  Die  Isophoten  der  schiefen  Schraubenfläche  (Schraube 

mit  scharfem  G e w i n d e ) 

« • 
z = yO  ar. 

Diese  Gleichung,  in  der  a die  Cotangente  des  Winkels  bedeutet, 
welchen  die  erzeugende  Gerade  mit  der  Drehungsaxe  einschliesst,  geht 
in  die  Gleichung  der  geraden  Schraubcnfläche  (Schraube  mit  flachem 
Gewinde)  über,  wenn  « = 0 ist. 

Es  ist  hier 

f (0  = « 

y 


lan(o  = 


r .a 


Die  Gleichung  d«*r  Isophoten  dieser  Fläche  ist  dann  nach  Gleichung  1)  d.  § 


Cos 


s V -j- 


L = 


Da  nun  die  Wertho 


n'n  V J/^  (t^ 

Y 


5 COS  {0  -f-  w) 


und 


ra 


1 + + 3 


V-Y 


mit  Leichtigkeit  construirt  werden  können,  so  ist  auch  die  Construetion 
dieser  Isophoten  einfach. 

Setzen  wir  in  die  Gleichung  «)  für  w seinen  Werth,  so  wird 


•)  Gicht  diese  Glcicliung,  auf  >•  reducirt,  nur  einen  Werth  für  r,  so  besieht  ! 
selbstvcrstäudlieh  diu  Maxiinalisophote  nur  aus  cinein  isolirten  Punkt. 


Digltized  by  Google 


Voll  l)r.  L.  Bukmester. 


245 


cos  V -}-  sin  V cos  0 — — • sin  0^ 
f/  1 + a * -j-  ^2 


ß) 


f- 

Deokeu  wir  uns  diese  Gleichung  auf  — rcducirt,  so  gilt  der  Satz: 

y 

Die  Leitstrahlen  der  Grundrissprojectiouen  von  den 
isophoten  der  Sc  h rauben  fl  U che 

z = yQ  fiv 

sind  dem  Hauptparanieter  y proportional. 

Wenn  w'ir  also  das  Grundrissisophotensystem  einer  dieser  Schrauben- 
riächen  vom  Hauptparametcr  fertig  vor  uns  haben,  so  können  wir 
(las  System  einer  anderen , deren  llauptparameter  y,  ist,  leicht  mit  Hülfe 
dieser  Proportionalität  construiren. 

Für  L = o erhalten  w'ir  die  Gleichung  der  Grenzisophote 

y sin  V . sin  0 
cos  V a sin  v . cos  ö 

Die  Grenzisophote  geht  hiernach  stets  durch  den  Pol  und  erstreckt  sich 
in  die  Unendlichkeit,  wenn  a sin  v ^ cos  v ist.  Für  den  besonderen  Fall 
a sin  V = cos  v wird 

r — y Um  v . tan  ^ 0. 

Aus  der  zweiten  der  beiden  Gleichungen  b)  folgt 

l/ ian^  V — rt* 

wodurch  auch  die  Maximalisophote  mit  Berücksichtigung  der  ersten  der 
Gleichungen  b)  bestimmt  ist. 

Die  Lichtintensität  L = kann  also  nur  auf  dieser  Schrauben- 
fläche "auftreten , wenn  tan  v'>  a ist. 

2)  Die  Isophoten  der  logarith mischen  Schrauben  fl äcliKS 

z — y^  al  (r). 

Diese  Gleichung,  in  welcher  « eine  Constante  bedeutet,  geht  für  « = 0 
auch  in  die  Gleichung  der  geraden  Schraubenfläche  über. 

Es  ist  dann 


tun  0) 


y 

u 


Aus  der  Gleichung  1)  d.  § folgt  hier  die  Gleichung  der  Isophoten 
dieser  Fläche 


ft* 

cos  V -f-'  sin  V . cos  [0  «,) 


L = 


/ 


1 -|- 


V I 

y + w 
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lieber  Isopboten. 


Da  der  Winkel  co  cunstant  ist  und  die  Werthe 


und 


rt 


r 


sehr  leicht  construirt  werden  können,  so  ist  auch  die  Cunstruction  der 
Isophoten  dieser  Fläche  einfach. 

Aus  der  Gleichung  dieser  Isophoten  folgt  der  »Satz: 

Die  G r u n d r i s s p r o j e c t i 0 n e,  n der  Isophoten  der  logarith- 
mischen  8 c h r a u b c n f 1 ä c h o 

z — yO  ol  (r) 

und  des  Kotationslogarithinoids 

i -f-  . / (r) 

sind  congruent,  und  unter  dem  Winkel  w,  gegen  ein- 
ander ged  re  h t,  wenn  diese  beiden  Flächen  von  gleich- 
gerichteten Strahlen  bündeln  beleuchtet  werden. 

r 

Denken  wir  uns  die  Gleichung  dieser  Isophoten  auf  redu- 

cirt,  so  ergiebt  sich  der  Satz: 

Die  Leitstrahlen  d e r G r u n d r i ss  p r oj  ecti  o n e n von  den 
Isophoten  der  S c h r a u b e n f 1 ä c h e n 

z = yO  ul[r) 

sind  der  Grösse  -|-  a*  proportional. 

Selbstverständlich  gilt  dies  auch  von  der  Rotationsfläche 

r = ]/y’^  ^ .1  (r). 

Mit  Hülfe  dieser  Proportionalität  können  wir  sehr  leicht  die  Isophoten- 
systeme  aller  P'lächen  dieser  Gattung  construiren,  wenn  wir  das  Iso- 
photensystem  einer  dieser  Flächen  fertig  vor  uns  haben,  und  uns  nur 
den  Parameter  y veränderlich  denken. 

- Die  Gleichung  der  Grenzisophote  dieser  Flächen  ist 
r = tan  v . Y y"  -f-  «*  . cos  (5  -f-  «j). 

Dies  ist  die  Gleichung  eines  Kreises,  der  durch  den  Pol  geht 

und  dessen  Durchmesser  gleich  tatt  vyy'^-\-a}  ist. 

Die  Gleichung  der  Typusisophote  ist 

Vy^  + -f  «■’  • , „X 

2 lan  V.  cos{0  -j-  co,)  2 v i i, 

•t  '»  I ■» 

F y*  “r  Q 

r 

Die  Curve  der  ersten  Gleichung  lässt  sich  leicht  direct  construiren.  Sie 
geht,  wenn  Um  v 1,  durch  den  Pol  und  erstreckt  sich  mit  zwei  sym- 


*)  Wir  hczeichncn  die  Rotationsflaclie,  wcl«die  durch  t.’mdrchmifr  der  lojrarith- 
niischcn  Linie  (;  = al(r)  -f-  f>)  eulslchl,  mit  dem  Namen  K u t a li o nslogar  i th  m oid. 
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metrischen  Zweigen  in  den  unendlich  grossen  Kreis,  welchen  die  zweite 
Gleichung  repräsentirt.  • - 

Für  den  besonderen  Fall  tan  v = 1 wird 

V 

2 cos  (ö  -4-  ft),) 

Dies  ist  die  Cissoide  des  Diokles. 

Aus  der  zw'eiten  der  beiden  Gleichungen  b)  d.  § ergiebt  sich 

r == 

* tan  e 


Hierdurch  ist  die  Maximalisophote  mit  Beachtung  der  ersten  der  Glei- 
chungen b)  bestimmt. 

3)  Die  Isophoten  der  geraden  Schraubenfläche 

z — yO, 

Diese  Fläche  ist,  wie  schon  gesagt,  der  specielle  Fall  « = 0 von 
der  eben  betrachteten  Fläche.  Es  wird  aber  für  die  Folge  von  beson- 
derem Nutzen  sein,  wenn  wir  auf  die  Isophoten  dieser  Sch  rauben  fläche 
specieller  eingehen.  Je  nachdem  y negativ  oder  positiv  ist,  erhalten 
wir  die  rechts-  oder  linksgängige  Schraubenfläche.  Wir  wollen  der  Be- 
stimmtheit wegen  y negativ  nehmen.  Dann  ist  die  Gleichung  der  rechts- 
gängigen  Schraubenfläche 

z = — yö. 

In  diesem  Falle  ist 

ft),  = — 90”; 

folglich  die  Gleichung  der  Isophoten  dieser  Fläche  - 


L = 


cos  V sin  V • — • sin  Q 
r 


y • 

Diese  Isophoten  lassen  sich  wegen  des  einfachen  Werthes  ~ mit 

grösster  Leichtigkeit  nach  der  für  Rotationsflächen  angegebenen  Methode 
construiren.  Da  die  Lichtstrahlen  r dem  Parameter  y proportional  sind, 
so  kann  man  nach  einem  fertigen  Isophotensystem  einer  dieser  Schrauben- 
fläche die  Isophotensysteme  aller  Flächen  dieser  Gattung  sehr  leicht 
mit  Benutzung  dieser  Proportionalität  construiren. 

Aus  der  Gleichung  dieser  Isophoten  folgt,  da 

sin  0 = cos  (90”  — ö) 

ist,  dass  das  ganze  Isophotensystem  im  Grundriss  von  der 
durch  den  Pol  gehenden  auf  der  Projection  der  Strahlen- 
ricbtung  senkrecht  stehenden  Geraden  symmetrisch  getheilt 
wird. 

Die  Gleichung  der  Grenzisophote  ist 
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lieber  Isopboten. 


r = — y tan  v . sin  0. 

Die  G run d ri 8S p roj ecti o 11  der  Grenzisophote  ist  ein  durch 
den  Pol  gellender  Kreis,  dessen  Radius  gleich  y tan  p ist. 
Die  (ileicliung  der 


r 


r.sr  6 


y tan  v . . 

* cm  ö 


Diese  Ciirve,  welche  aus  zwei  Theileii  besteht,  ist  schon  S.  247  be- 
sprochen. Die  Maximalisophofe  wird  durch  einen  isolirten  Punkt  reprä- 
sentirt,  dessen  Coordinaten 


tan  V 


sind. 


0 = 90" 


Die  Isophoten  der  Conoidflächen. 


§ 4. 


Die  allgemeine  Gleichung  der  Conoidflächen,  welche  durch  eine 
Gerade  erzeugt  werden , die  senkrecht  an  einer  festen  Geraden  und 
zugleich  an  einer  Curve  hingleitet,  ist  in  cylindrischen  Coordinaten,  wenn 
wir  die  feste  Gerade,  zur  z-Axe  nehmen 

- = 

Hiernach  ist 

- = e -*  = r(9) 

i)r  ’ (’6  ' 

und  diese  Werthe  in  die  Gleichung  V.  gesetzt,  wird 

f'{^) 


cos  V 
L= 


Sin  V 


• sin  0 


/ 


1 + 


Dies  ist  die  allgemeine  Gleichung  der  Isophoten  der  Conoidflächen. 

' /’70) 

Denken  wir  uns  diese  Gleichung  auf  ^ - redneirt,  so  ergiebt  sich  der 
Satz ; 


Die  Leitstrahlen  der  Grundrissprojectionen  von  den 
Isophoten  d e r C o n o i d f 1 ä c h e n sind  d e r G r ö s s e (0)  pro- 

portional. 

Wir  können  daher  nach  dem  fertigen  Isophotensystem  der  einfachsten 
Conoidfläche,  der  geraden  Schranbenfläche , die  Construction  der  Iso- 
’ photen  aller  construirharen  Conoidflächen  au.sführen , wenn  der  Wertli 
/■  (0)  ermittelt  werden  kann. 
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Sotzfiii  wir 


KO  ist 


r 


C3 

7 


• P/. » 


CHS  V -f-  sin  v • — • sin  0 

r _ _ ^ 9I. 

Dies  ist  die  Gleichung  des  Isophotensystems  der  geraden  Schrauben- 
Häche  oder  des  um  90*^  gedrehten  Isophotensystems  des  Rotationsloga- 
rithmoids.  Um  nun  die  Isophoten  der  Conoidflächen  zu  construiren, 
ziehen  wir  im  Grundriss  des  Isophotensystems  der  geraden  Schrauben- 
Häche  einen  Leitstrahl  unter  einem  Winkel  0 durch  alle  Isophoten.  Die 
Darchschnittspunkte  geben  uns  die  Werthc  der  welche  den  Licht- 
stärken der  durchschnittenen  Isophoten  entsprechen;  dann  ist 


und  somit  haben  wir  auf  diesem  Leitstrahl  die  Punkte  jener  Lichtstarken 
auf  der  ConoidHäche  bestimmt.  Wiederholen  wir  dieses  auf  mehreren 
LeitstMihlen , .so  erhalten  wir  alle  Punkte,  welche  verbunden  das  Iso- 
photensystem  der  Conoidflächen  liefern. 

Da  für  den  Lcitstrahl  des  hellsten  Punktes  der  geraden  Schrauben- 
Häche  ö=  90”  ist,  so  liegen  auch  die  Punkte  der  Maximalisophote  aller 
Conoidflächen  auf  einer  senkrecht  zur  Gnindrissprojection  der  Strahlen- 
riohtung  durch  den  Pol  gehenden  Geraden. 

Denken  wir  uns  den  Durchschnitt  der  Conoidfläche  c = f(0)  mit  der 
Fläche  des  Kreiscylinders,  dessen  Radius  1 ist  und  dessen  Axe  in  der 
:-Axe  liegt,  von  dem  Cylinder  abgewickelt  und  in  einer  Ebene  aus- 
gebreitet, so  ist  z = f{$)  die  Gleichung  dieses  Schnittes  in  rechtwin- 
keligen Coordinaten. 


Kleinere  Mittheilungen. 


X.  Bemerkungen  über  einige  bestimmte  Integrale.  Setzt  man  zur 
Abkürzung: 

oo  oo 

, I*eos(z'^u*)  /\sm  (z' ir)  . 

e'  1 + ,/  1 -f-  M* 


SO  findet  mau  leicht; 


CO  ^ cp 

ii  % + V = «'w  (2^  '<>» . ^ Ir  ’ 


oder : 

a) 


<jp 

dz 


Multiplicirt  man  die  zweite  der  vorstehenden  Gleichungen  mit  — 1, 

addirt  das  Product  zur  ersten,  so  folgt: 

^(/>  + Ö'O 


dz 


= -o 


(/>  + 9')- 


Die  vorstehende  Gleichung  mit  multiplicirt,  giebt: 


^(/>  + vO 


d: 


7t  ;*/ 


7t 


Da  nun  nach  1)  (/>)j=o  = » (^)*=o  = so  folgt  durch  Integration 

nach  r: 

(1  — 0 ^^2  / 

(I 

Aus  dieser  Gleichung  leitet  man  unmittelbar  die  beiden  folgenden  ab: 


p -J-  y,'  = - e 


Tt  .?|* 


7t 


= --  cus  (r-) 


3) 


+ j J Sfff  — du  — j/  J j cos  {z'  — tr)  du , 

0 ü 

~ siu  (z^)  -|-  J/^ ^ I siu{z^—  ir)  du  -{-j/  ^ j ro.v(:^ — i/^)  du. 
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Setzt  man  in  den  Integralen  rechts  zu  statt  m,  so  folgt: 

i 

^{p  — q)=.n  {cojf  (j2)  + sin  (z^)}  — 2z  j/‘2lt  j cos  z^  (1  — u^)  du, 
und  hieraus : 

r r ‘ * \ 

‘^)  — q)du=TC J cos  {u“^)  du -{- 71 J sin{u‘^)du  — }/2it ~ du. 

Die  Gleichungen  2)  respective  2p,  2q  multiplicirt  und  addirt  geben: 

V'’ iz  +iii)  — i~ 2 • (p - »)• 

Diese  Gleichung  nach  z integrirt  giebt: 

p'  -\-  = (y)  + ^ 7,/^^  ~ 

u 

Setzt  man  links  für  p und  q ihre  Werthe  aus  3)  und  für  das  Integral 
rechts  den  in  4)  aufgestellten  Ausdruck,  so  erhält  man  nach  einigen 
sehr  einfachen  Reductionen: 

I I z ^ •>  1 


i 


I j cos  (!■>  — „2)  I + y »■»  (z’  - «’)  a«  I = j ^ a« : 

oder  auch  j/ z statt  z gesetzt: 

ycos (1  - „^)  g„  j + jy;,„ , (1  _ su  [ + 

Durch  Entwicklung  der  Integrale  folgt  für  2r  = x: 


j > (— 1)”-1 — - _1_<  1 

•'  1.3.5...(4n— 1.3.ö..;(4»— T) 


vn-1  ..2n  — 2 


_ (—  1)”  ~ ^ a;' 

2«—  1 1.  3.  5...(4«  — 3) 

Die  durch  p und  q hezeichneten  Integrale  stehen  mit  den  beiden  Inte- 
gralen : 

OÜ  oo 

j cos  du,  j* sV«  (m*)  e du 

0 1) 

in  nahem  Zusammenhang,  was  sich  leicht  direct  auf  folgende.  Art  dar- 
thun  lässt.  Setzt  man  in  den  beiden  Integralen  ; 

/_  Op  oo 

j/  2 ~ J ” j 

— 5o  **  — oo 

tv  = u -j-  r,  so  folgt: 

Zeilsclirin  f.  Malheiualik  u,  Physik  Xlll,  3. 
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OÜ  Op 

J/  ^2  ~ j “J”  2«r)  dv  = 2^  cos  (»/^  -|*  2mi>  ?r, 


-oo 

30 


OC 


J/^ ^ = j sin  (f/^  -f-  -|-  2 Kr)  dv  = 2 j sin  {ir  -f“  O <'os  2 uv  dv, 

— OC  0 

Die  erste  der  vorstehenden  Gleichungen  multiplicire  inan  mit  cos  (k*), 
die  zweite  mit  sin  {u"^)  und  bilde  die  Summe  der  Producte;  ferner  mul- 
tiplicire man  die  erste  Gleichung  mit  sin  (k^),  die  zweite  mit  cos{u'^)  und 
bilde  die  Differenz  der  Producte,  hierdurch  ergeben  sich  die  Gleichungen: 

{ros  (k^)  ~2  ~ ^ J 

0 

{ros(K^)  — sin  {t4^)}J/  ~2  ~ ^ J 

0 

Diese  Gleichungen  geben : 

opop  _ op 

2 j I cos{v')  cos2uv  du  dv  =J/  —J  {ros(K^)  -}-  s/k(k‘)}  e du^ 


0 (» 
ococ 


c du. 


I I (r^)  cos 2 Kr  c du  dv  ^ j*{cos{ti^)  — sin  (k^)} 

» U 0 

fntegrirt  man  in  den  Doppelintegralen  links  zuerst  nach  k,  so  folgt: 
oo  oo  _ oo 

/zcos(v^)  fcos(z^v^)^  j/^  /)  / n I • / 2\V  —2-«  -, 

0 0 u 

oo  OO  OO 

/zs»K(r^)^  /sin(z'^v^)^  j/jt  /)  ^ • , 9^  \ 

J zrzjT^  = J T+ir  = //  jJ  {<■'«(»’)  - «"  (“’) } 


c du. 


«)  0 0 
Setzt  man  hierin  bz  statt  z,  so  ergeben  sich  die  Gleichungen: 

oo 


oo 


/4  y— ^ 


r.  > • 0 


OO 


/ 


OO 


Y“ = 2 {ros  (»^)  — sm  (m‘)  } r rti. 

"'  + (l) 


Aus  diesen  Gleichungen  lassen  sich  andere  ableilcn , in  welchen  cos  (k^) 
und  sin  (k^)  unter  dem  Integralzeichen  mit  ähnlichen  Functionen  von  k 
ninltiplicirt  erscheinen. 
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^ 2 /j  ---  - 

Nimmt  man  in  den  Gleichungen  b)  b = — jr,  multiplicirt  mit 

£t 

( — 1)”"“^,  legt  n alle  ganzzahligen  Werthe  von  1 bis  oc  bei,  so  giebt 
die  Summation  der  Integrale,  mit  Rücksicht  auf: 

2«  — 1 

w = (X)  — •- ^ 


- - 9 


die  beiden  Relationen : 
oo 


e*  -j-  c 


oo  oo 

/Vi  ('ll±  g„, 

, / e + e = “ 

u 

oo  _ ^ 

f*  sifi  (m‘)  7/  ^ (m‘ 

/i — = 2J  --= 

• / " 


) — sin  (m^)  , 


Für  z — - =-  geben  die  vorstehenden  Gleichungen: 
f/n 

(K2-.)  -Ä  f 


Setzt  man: 


00 


00 


f*  cos  (li^)  ^ f \ f*  sin  (m^) 

I — a«  = <p(z) . I — du, 

J e’«  + c-““  J r“  + e-  = “ 

u u 

so  geben  die  Gleichungen  G)  durch  Division  die  Functionalgleichung: 

^\J/  9>  — 1 

Schliesslich  sei  noch  bemerkt,  dass  die  Gleichungen  G)  sich  auch  direct 
herleiten  lassen,  wenn  man  die  bekannte  Gleichung: 

00 

j cos—  o 

/ / . 2,  _ 2.  / - - a. 

u _u_  g\nv  i g—\nv  J ^nvi  \ ^—nvz 

e'-  e ' « 

mit  cos  (ii^)  du , sin  {u"^)  du  multiplicirt  und  nach  «zwischen  den  Grenzen 
— 00  und  integrirt. 

Göttingen.  Dr,  Ennkfkk. 
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Kleinere  Mittheiliingen. 


XI.  Ableitung  der  Partialbrach-  and  Prodokt-Entwickelaagen  für  die 
trigonometrischen  Fonktionen.  Von  Prof.  Dr.  Schr«)ter  zu  Breslau. 

Die  Partialbruch-Entwickelungen  der  trigonometrischen  Funktionen 
cotg  X und  cosec  x werden  gewöhnlich  aus  den  Produktentwickelungen 
und  diese  aus  de'm  allgemeinen  Multiplikationstheorein  der  Trigono- 
metrie, d.  h.  aus  dem  algebraischen  Ausdruck  von  sin  nx  durch  sin  x 
hergeleitet;  dabei  bedarf  man  des  Fundamentalsatzes  der  Algebra,  der 
eigentlich  mit  der  Trigonometrie  weiter  nichts  zu  thun  hat,  nämlich  des 
Nachweises,  dass  jede  rationale  ganze  Funktion  sich  in  lineare  Faktoren 
zerlegen  lasse  u.  s.  w\  Dieser  beträchtliche  Apparat  von  Formeln  und 
Hülfsbetrachtnngen  kann  ersetzt  werden  durch  die  einzige  trigono- 
metrische Formel  für  die  Verdoppelung  des  Winkels,  aus  welcher,  wie 
es  scheint,  in  der  elementarsten  Weise,  sowohl  die  Entwickelungen  der 
trigonometrischen  Funktionen  in  Partialbrüche,  als  auch  in  Faktoren- 
folgen hervorgehen ; ein  schliesslicher  Uebergang  zur  Grenze  ist  natürlich 
hier  wie  dort  unentbehrlich,  aber  bei  beiden  Arten  der  Herleitung 
durch  ganz  dieselben  Betrachtungen  ausführbar.  Da  sich  der  ange- 
deutete elementarere  Weg  für  Zwecke  des  Unterrichts  besonders  em- 
pfiehlt, so  sei  es  gestattet,  ihn  hier  mitzutheilen. 


Wir  gehen  von  der  bekannten  trigonometrischen  Formel  aus: 

/TS  1 f ‘"c  , X -4-  n 

(I.)  ctg  X = — i.  ctg  - ctg  - 

und  zerlegen  jede  der  beiden  ctg  auf  der  rechten  Seite  mit  Hülfe  der 
selben  Funktionalgleichung  (I.)  in  die  Summe  zweier  neuen,  also: 


ctg 


1 ( X , X -1-  7t  , 

* = T r'*'  4 + '4  + 


ctg 


X -j-  27T 


X -4—  3 7t 
ctg  — ^ - 


) 


Wegen  der  Eigenschaft  der  Periodicität: 

ctg  {x — 7t)  = ctg  X 

lässt  sich  die  letzte  Gleichung  auch  so  schreiben: 


1 

ctg  X = -- 
^ 4 

ctg  j + 

X 7t 

Ctg  ■ I - 

X 7t 

Die  in  gleicher  Weise  w’eiter  ausgefübrte  Zerlegung  jedes  ctg  in  die 
Summe  zweier  neuen  giebt : 
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ctg  X = 


1 

"8 


^ 1 

<=!!)  g-  + 


^ .-C-f-TC  , X 2n.  . X 


8 


8 


8 


X 7t  X StT,  X 37t  ( 

4-  c/</  — g 1-  ctg g \-  ctg 


8 


+ (f  + 1) 


Setzt  mau  dieselbe  Operation  »Mal  fort,  so  ergiebt  sich,  wie  leicht 
zu  übersehen  ist,  die  allgemeine  Formel: 


(II.)cOa:=  — 


2"_'i  r 

X , 1 X -I-  hTt 


. I 


aus  welcher,  wenn  wir  n bis  in’s  Unendliche  wachsen  lassen,  die  Par- 
tialbmch-Entwickelung  für  ctg  x hervorgeht.  Das  letzte  Glied  der  auf 
der  rechten  Seite  von  (II.)  stehenden  Reihe  nähert  sicli  nämlich  für 
« = 30  dem  Grenzwerthe  0 und  dasselbe  gilt  auch  für  die  letzten 
Glieder  in  den  beiden  Summen 


1 

'2” 


n— I 
2 — 1 


A Ctg 


/a*  + h 7t\ 
\~”2«  / 


während  mit  wachsendem  n zugleich  die  Anzahl  der  Glieder  dieser 
Reihen  fort  und  fort  wächst;  für  jeden  endlichen  Zahlcnwerth  k wird  aber 


und 


1 /x  + k7t\  1 

F (-1— j = 

JÜ-L  h ^'4^)  4 • 


Denken  wir  uns  nun  eine  vorerst  endliche  Zahl  k so  gross,  dass 
2k  > X ist,  dann  dürfen  wir  schreiben: 

ctg  X = ~ -j-  2 r + 4-  ÄA 

1 


4" 


wo 


n — I 
2 1 


tim 

M—(X> 


A+l 


^ ] / X 4~  h7t\  (x  Ä 7c\  ) 

2'“(  2«  /| 


bedeutet  und  es  bleibt  zu  untersuchen,  was  aus  Äa  wird,  wenn  mit  n 


n — 1 


auch  k in’s  Unendliche  wächst,  so  aber,  dass  k nur  bis  2 — 1 geht, 


d.  h.  ^ Y i*nmer  noch  unter  1 liegt. 
2—1 
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Das  allgemeine  Glied  der  Summe  für  Rk  lässt  sich  mit  Hülfe  der 
trigonometrischen  Formel; 


so  umforinen : 


/ 1 sm2a 

(«  ~r  6)  4"  ctg  («  — b)  = . - „ , 


:/2"\  orV  ,/2"  7h7tY 

X'  I - sm  — ) — /rn^  { sm  — I 

\.r  2V  \hn  2'*-/ 


und  hiernach  wird 


H— I 
2 — 1 


Rk  = 2 X lim 
«=oo 


^ .o  •>/  2"  . AttV 

Hier  hat  der  Faktor  - • ain  ( - I einen  Werth,  der  zwischen  1 und 

hn  \2" / 

2 . . w— 1 

— liegt,  da  h nur  Werthe  bis  2 — 1 annehmen  kann;  ist  daher  k so 

7t 

gross  gewählt,  dass  2A:  > a:,  so  werden  alle  Glieder  der  Summe 

.9  9 / 2" 

A + 1 


»-I 
2 1 


2- 


J .2  1 ( ^ . Ä7T  y 

1 SW  --  I X^ 

\ I7t  2"  / 


positiv  sein  und  unter  den  entsprechenden  Gliedern  der  Reihe 

n— 1 

2—1  ^ 

4 — x^ 

A + I 

liegen;  von  dieser  ist  aber  das  Anfangsglied  das  grösste  und  die  An- 
zahl  = 2 — 1 — A,  folglich  liegt  der  Werth  dieser  Summe  unter 

( 1 - 

2"— 1— Ä:  1 I 2—1 


' 1 *a7)'-(,-§7)T 


Lassen  wdr  nun  n und  k gleichzeitig  bis  in’s  Unendliche  wachsen, 
4- 

so  aber,  dass  — unter  1 liegt,  dann  wird  der  in  Parenthese 
2—1 

stehende  Faktor  des  letzten  Ausdrucks  endlich  bleiben  und  der  andere 
Faktor r - bis  zur  0 abnehmen;  der  Worth  von  Rk  wird  also  auch 

W“” 1 * - 

2 — 1 

mit  wachsendem  k sich  der  Null  nähern  und  wir  erhalten  die  Ent- 
wickelung : 


Kleinere  Mittheilungen. 


257 


ctg  x = i -f-  ^ ( ~ I ) 

X \x  -\-hn  X — hnj 


4-  OO 


(III.) 


Ctg  X = 


- OO 


hTt-\-x' 


Aus  dieser  folgt  nun  vermittelet  dej  bekannten  trigonometrisclien 
Formel : 


1 1 f ^ X -4—  Tt  ) 


die  Entwickelung  für 
(IV.)  cosec  X 


■rOO 


•y  i— 0 

/t  71  4- X 


-OO 


und  endlich  die  rartialbruchentwickelungen  für 

4-^ 

(V.) 


lg  ^ ^ (/,  _L  1) 


(VI.) 


sec 


-OO 

-^oo 

rr 


— 2 


-OO 


(^  + i)  « + 


Um  zu  den  Produkt- Entwickelungen  für  die  trigonometrischen 
Funktionen  zu  gelangen,  kann  man  sich  in  ähnlicher  Weise  der  be- 
kannten Formel: 

.)  sin  X = ti  . sin  . sin  ^ - 


bedienen,  indem  man  jeden  der  beiden  Faktoren  auf  der  rechten  Seite 
dieser  Gleichung  vermittelst  derselben  Relation  in  zwei  neue  Faktoren 
auflöbt  und  so  beliebig  weit  fortfährt;  um  indessen  den  unbequemen 
Faktor  2,  welcher  sich  dabei  wiederholt,  zu  elirainiren,  fassen  wir  lieber 
den  Quotienten  zweier  .wi  Funktionen  auf: 


sin  X 
sin . ij 


X 


stn 


. .y 

s;,*- 


sin 


. .r  -f-  ^ 


. y «-f  ^ 


und  setzen  diese  Gleichung  in  der  angegebenen  Weise  fort;  dann  ist 
leicht  zu  übersehen,  dass  wir  folgende  allgemeine  Formel  erhalten: 


X 

sin 

(VIII.)  = . 

y y 


n— 1 
^ 1 


H 


sin 


2« 


. ,T  -f-  Ä 7T 

Sin  - ' • Sin  - , 

2«  2" 


X — h7l 
hit 


n 4-  hn  y 

shr-^- • sm  - ^ 

2"  2” 


. (X  7C  \ 

sm  I - - + r I 
\2'*  ~ 2 / 

sm  I , -4-  ~ I 
\2"  ^ 2 / 


wo  das  Produktzeichen  //  die  bekannte  Bedeutung  hat. 
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Aus  dieser  Fonnel  folgt,  wenn  wir  n bis  in’s  Unendliche  w'achseii 

lassen,  die  Produkt-Entwickelung  für  — : der  letzte  Faktor  nähert 

° sm  y 

sich  nämlich  für.n  = cx)  dem  Grenzwerthe  1 und  dasselbe  gilt  Tür  die 
letzten  Faktoren,  welche  unter  dom  Produktzeichen  stehen,  während 
mit  wachsendem  n zugleich  die  Anzahl  der  Faktoren  dieses  Produktes 
fort  und  fort  wächst;  der  erste  Faktor  hat  aber  zum  Grenzwerthe 


lim 

«=(X> 


X 

y 


und  für  jeden  endlichen  Zahlenwcrth  k wird 


sm 


lim 

«=oo 


. (y  + kn\ 
\ 2"  / 


X + kn 
y kn  ' 


Nehmen  wir  daher  vorerst  eine  endliche  g(>hörig  gross  gewählte  Zahl 
so  zerfällt  das*  obige  Produkt  in  (VIII.)  in  zwei  Thcile,  die  wir  so 
schreiben  können: 

* T I ^ nn  X — nn\  , 

'k 


LT  1^-^  . , p, 

sin  y y 11  \y  hn  y — hn^ 


Ph  = lim 

n 


n— I 
1 


, X hn  . ,r  — 

sm . sm --- 

Om  t>M 


hn 


Itm  II  i [ 

— oo  l'l  I , 7/  -4-  hn  71  — hn 
'-M  

bedeutet,  und  es  bleibt  zu  untersuchen,  was  aus  Pk  wird,  wenn  mit  n 


ff—  1 


auch  k bis  in’s  Unendliche  wächst,  so  jedoch,  dass  k immer  unter  2 — 1 
«-1 
2-^1 

bleibt,  also  — - — ein  achter  Bruch  ist. 

K 

Das  allgemeine  Glied  des  Produktes  Pk  lässt  folgende  Umformung  zu: 


S7tr 


1 — - 


2'* 


hn 

sm' 

Om 


1 


. O 

sur 


JL 

2" 


sin^ 


h n 


und  dieselbe  Betrachtungsweise,  welche  Schlömilch  (Handbuch  der 
algebraischen  Analysis,  1862,  Seite  196  ff.)  über  die  einzelnen  im  Zähler 
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und  Nenner  auftretendeii  Produkte  angestellt  hat  und  welche  hier  zu 
wiederholen  uunötbig  erscheint,  führt  für  ein  gehörig  gewähltes  k zu 
dem  Werthe  von 


Pk  = 


1 


Tk 


1 — 


vy^ 

Ak 


-wo  (I  und  V nicht  näher  bestimmte  positive  ächte  Brüche  bezeichnen; 
gehen  wir  nun  zur  Grenze  über,  indem  wir  auch  k bi«  in’s  Unendliche 
wachsen  lassen,  so  nähert  sich  Pk  dem  Grenzwerth  1 und  wir  erhalten 
die  Produkt-Entwickelung  für: 


(IX.) 


sin  X 
sin  y 


X ^ “f“  kn 
y PI  y-}-  kn 


X — kn 
y—hn 


w’oraus  denn  für  y = 0 folgt: 
(X.)  sin  X = X 


x“^  \ 


und  Avenu  wir  in  IX.  y = 0 und  statt  x setzen  a:  ^ : 


cos  X 


{2/i  — lyn^ 


XII.  Zwei  Sätze  aus  der  Theorie  der  binären  quadratischen  Formen. 

In  seiner  Inauguraldissertation  „de  aequalionibus  sccundi  gradus  in- 
drlcrminatis"  leitet  Göpel  aus  der  Kcttenbrucli- Entwickelung  der  Qua- 
dratwurzeln aus  ganzen  Zahlen  interessante  Sätze  über  gewisse  Dar- 
stellungen der  Form  x"^ — Diß  ab,  w'enn  Ü eine  Primzahl  von  den  Formen 
8/1 -f- 3,  8n-|-7  oder  das  Doppelte  einer  solchen  ist. 

Jacobi  theilt  den  Inhalt  dieser  Arbeit  im  35.  Bande  des  Crelle’- 
schen  Journals  in  einer  Notiz  über  Göpel  mit,  auf  welche  ich  hier  ver- 
weisen muss,  da  das  obengenannte  Schriftchen  schwerlich  im  Buch- 
handel aufgefunden  werden  dürfte. 

Es  soll  hier  gezeigt  werden,  wie  sich  diese  Sätze  einfach  und  ohne 
Hülfe  der  Kettenbrüchc  nachweisen  lassen  und  dabei  gewisse  Beschrän- 
kungen verlieren,  welche  ihnen  bei  jener  Methode  anhaften.  Wir  be- 
weisen zu  dem  Ende  die  folgenden  Sätze  I.  u.  II.,  in  denen,  wie  sich 
jeder  überzeugen  kann,  die  entsprechenden  Sätze  Göpels  enthalten  sind. 

I.  Ist  D = p oder  D ~ 2p  und  p eine  Primzahl  8//  -{-  3 und  be- 
zeichnet man  mit  qp,  i//  eine  von  denjenigen  Darstellungen  der  Zahl  D 
in  der  Form  D = rp^  in  welchen  t//  = 1 mod,  4 wenn  D = y, 

und  ^ ^ 1 oder  ££  3 mod.  8 w’cnn  D = 2y,  so  ist  die  Form;  ( — 2t//,  (p,ilj) 
äquivalent  der  Form  (1,  0,  — />). 


2f)0 
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Beweis.  AVir  stützen  uns  auf  einen  Satz  des  Lcgendre,  welcher 
unter  anderm  in  seiner  „Theorie  des  fioinbres,  Umie  1 §.  VII“  gefunden 
werden  kann,  nach  welchem  die  Zahl  — 2 stets  darstellbar  ist  in 
der  Form:  (1)  — 2 = s*  — />/*,  wenn  D die  in  unserem  Theorem 
verlangten  Bedeutungen  hat. 

Die  Form  (/>/,  5,  /),  welclie  aus  jenen  Zahlen  5,  / gewonnen  wird, 
hat  nach  (1)  den  Determinanten  — 2 und  ist  daher,  nach  einem  be- 
kannten Satze  der  Theorie  der  quadratischen  Formen,  der  Form  (1,0,  —2) 
cäqui  valent. 


Ist  also 


1 V 


eine  Substitution,  durch  welche  letztere  Form  in 


a 

ß,  ä 

die  erste  übergeht,  so  hat  man: 

Jßl  — (r  -f-  2^*,  5 = «y  -j“  2/3(1,  i = /-  2d*. 

«,  ß 


Wir  behaupten  nun , dass  die  Substitution 


r,  <1 


(2) 

welche  aus 


jener  durch  Vertauschung  der  Stellen  von  ß und  y entsteht,  die  Form 
(1,0,  — D)  in  eine  von  den  beiden  Formen:  ( — 2i/^,  (p,  i/^),  ( — 2t/;,  — 9),  t/;) 
überführt. 

Denn  bezeichnet  man  die  transforinirte  Form  mit  («,  6,  c)  so  ist: 
a = fß  = ^ß  — i ^ = ß~  — (3) 

und  man  findet,  wegen  (2),  dass: 

a = — 2 c;  (1) 

im  Falle  D — p ist  b ungerade,  c ungerade  und: 

c = ß'  — = /3-  -f-  d*  = 1 mod.  1 

im  Falle  D — 2p  ist  b gerade,  c ungerade  und: 

c ~~  ß'  -}-  2d-  ~ 1 oder  =—  3 mod.  S. 

Da  nun  D = b^  — //c,  so  folgt  aus  (-4): 

D = b’  2c‘. 

Hieraus  sieht  man,  dass  6,  c eine  von  den  im  Tlieorerae  gemeinten  Dar- 
stellungen qo,  ist,  und  dass,  da  ausser  der  Darstellung  qp,  tp  nur  noch 
die  Darstellung  — (fj  'fp  existirt:  ö — + c = tp. 

Es  ist  also  die  Form  (1,  0,  — D)  stets  einer  von  den  Formen: 

(—  2t/»,  qp,  T/;),  (—  2tp,  — qp,  t/;)  äquivalent, 

woraus,  wegen  der  Aequivalenz  beider,  die  Richtigkeit  des  Satzes  folgt. 

II.  Ist  ])  = p oder  —2p  und  p eine  Friinzahl  8w  -|-  7,  und  be- 
zeichnet inan  mit  qp,  ■rp  irgend  eine  von  den  unendlich  vielen  Dar- 
stellungen der  Zahl  Iß  in  der  Ferm: 

I)  = fp^  — 2i/;‘,  in  welchen:  t/;  = 1 mod.  4 wenn  D — p^ 

1/»  = 1 oder  =3  mod.  8 wenn  7>  = 2/),  so  ist  die  Form  (2  t/;,  qc,  t/;) 


stets  äquivalent  der  Form  (1, 0,  — Iß). 

Beweis.  liier  ist  nach  derselben  Quelle,  welche  wir  im  Beweise 
von  I.  angeführt,  die  Zahl  -j-  2 stets  darstellbar  in  der  Form: 

-f  2 = ^2  — J)C'. 
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Die  Form  (/>/,  ä,  i)  hat  den  Determinanten  2 und  ist,  der  Theorie 
der  quadratischen  Formen  gemäss,  äquivalent  der  Form  (1,0,  — 2).  * 


Bezeichnen  wir  nun  eine  Substitution,  durch  w’elehe  letztere  Form 


in  erstere  Ubergeht,  mit 


a y 

ß ^ 


so  findet  man,  ähnlich  wie  .in  dem 


Beweise  von  I.,  dass  die  Form  (1,0, — D)  durch  die  Substitution 

in  eine  Form  («,  b,  c)  übergeht,  in  welcher:  a = 2r,  und  wo  ausserdem 
c den  Congruenzbedingungen  von  'ijj  genügt. 

Da  nun:  D — hh  — 2cc,  so  folgt  hieraus  zunächst,  dass  es  eine 
Darstellung  b = c = ■»/;„  der  Zahl  D in  der  Form:  I)  — (prp — 2i/;i/; 
giebt,  so  dass  die  Formen  (1,0, — D)  und  (2i/;yj  äquivalent  sind. 

Die  übrigen  Darstellungen  qo,  t/;  gehen  aber,  wie  man  aus  der 
Theorie  der  quadratischen  Formen  des  Determinanten  2 sieht,  aus  einer 
vermittelst  der  Formeln:  cp  — qt>„«  2v%,  'ip  = ^qU  + 9^0 *’(^) 

hervor,  in  welchen  u,  v eine  Lösung  der  Gleichung: 

— 2 = 1 

bedeutet,  bei  welcher  u positiv  ist. 


a ß 
y d 


Die  Zahlen  ti,  v sind  ihrerseits  in  den  Formen  enthalten: 
u = (0^  -{-  2?/^,  V = 2(orj, 
wo  unter  w,  rj  eine  Lösung  einer  der  beiden  Gleichungen: 

w*  — 2 = 1 , — 2if  = — 1 

zu  denken  ist. 


in  (2'ipj  g>,  ip)  über- 


Man  überzeugt  sich,  nun  leicht,  dass  die  Form  (1,  0,  — B)  durch 

rtic  Substitution  I ± ““  + t 

geht,  wenn  das  Zeichen  + in  derselben  mit  dem  Zeichen  \-  in  den 
Formeln  (1)  übereinstimmend  genommen  wird. 

Berlin,  im  April  18G8.  Georg  Cantor. 


• Xin.  Ueber  die  Bedingungen,  dass  vier  Punkte  auf  einem  Kreise  und 
fünf  Punkte  auf  einer  Kugelfläche  liegen.  Liegen  die  vier  Punkte 
(«0»  ^»)»  ("i*  ^i)»  (®2»  ^2)’  (^3»  ^.0  Umfang  eines  Kreises  mit  dem 

Radius  r und  dem  Mittelpunkte  (a%  y),  so  finden  die  Gleichungen  statt: 

(x  — a^^y  -i-  (i/  — b„y  = r~,  (x  — + (y  — bf)‘  = 

(x — +(!/■—  (^'  — ft-sY  + (y  — ^0'^  = 

oder:  a^^  -f"  V‘  — 2«„a:  — 2bQf/  -j-  x^  -j-  y^  — ==  0, 

— 2«|  ,r  — 2 6,  y -j-  x-  y'  — = 0, 

a.y  -j-  b.y  — 2n.^x  — ^b.^y  -f-  «t’  -f-  y ’ — r*  = 0, 

-1-  V — 2 «3-^  — ‘^^3^  + ~ 
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Durch  Elimination  von  — 2a-,  — 2y,  y'  — r*  zwischen  den 

vorstehenden  Gleichungen  folgt: 


1) 


a. 


«-1 


+ V. 

«0* 

^0* 

+ V. 

6,. 

“h  *2^» 

«2» 

£1^  f 

^3, 

= 0. 


Vertauscht  man  in  der  Determinante  die  erste  mit  der  vierten  Ver- 
ticalreihe,  multiplicirt  die  zweite  und  dritte  Verticalroihc  mit  — 2,  so 
ist  auch: 


2) 


3) 


1.  — 

2«o*  — 

2 6„,  V 

1,  — 

2«,,  — 

2 6,.  a,2 

+ f'Y 

1,  — 

2 «2*  — 

263,  «2* 

+ ^2- 

1,  - 

2 «3,  — 

263,  ^3^ 

+ 63'^ 

— 

^ + (f'r 

- 6,)'  = 

= pv. 

leichungen  1)  und  2): 

0, 

Pd^'  1 • 

Po^»  2 ' 

7^0 3 

Pd^'  1 . 

0, 

P|^.  2» 

pY'  3 

2 

7^*•  2- 

Pi''  2» 

0, 

7^2*»  3 

7V.  3* 

Pl''  3' 

T>  2 ^ 3. 

0 

= 0. 


= . »• . so  ergiebt 


0. 


Diese  Determinante  entwickelt  giebt: 

{pQ>  I P'i*  3)*  ~i“  2 P\ » 3)*“!“  (/^3»  P\  * 2)*  2 (/>(, , I ;j)‘  (po*  3 P\  > 2)^ 

2(/>^),  j » 3)^  (/^’  2 P\*  3)^  2 (/>,),  3 /)| , (/>„,  2 />| . 3)^  = 0, 

oder: 

(/^»»  1 P'i'  3 “f“  Pd'  2 P\'2  ~}~  /^0’3  P\*  2)  ( Pd'  1 /^2*3  “1“  Pd'  2 /h»3  “f~  /^0»3 

(/^»  I P'I'  3 Pd'  2 /^l’3  ”1“  3/^1*  2)  (A>»  t P'Vi  “f"  7Aj»2/^I»3  7^»' 3 7^1' 2) 

Diese  Gleichung  enthält  ein  bekanntes  geomotrischos  Resultat,  da 

Pr,  s die  Länge  der  Verbindungslinie  der  Punkte  &,)  und  (//,,  6,)  ist. 
Sollen  die  fünf  Punkte  (a„,  r„)  ....  6^,  c^)  auf  einer  Kugel- 


fläclic  liegen,  setzt  man : («r  — (hY  + (^r  — b,)'^  -f“  (^r 
so  erhält  man  auf  ganz  analoge  Weise  wie  vorhin : 


c.f  = 


0, 

7>o^  i> 

Pd^t  2’  7^>^i  3> 

Pd^i 

4 

Pd'^  1 . 

0, 

7^1*1  21  7^1*1  31 

pY> 

» 

4} 

Pd^y  2 ’ 

pY>  21 

0,  7^2*1  3» 

P'i\ 

1 

= 0. 

7>i.^  3» 

7>l^  3> 

7>2 3 » 0 , 

pY> 

4 

/^»  > J > 

7^*1  1» 

? ? 

P'i  1 P 7^3*1  P 

0 

Entwicklung 

d ieser 

Determinante  führt  zu 

keinem 

Resultate.  Man  bemerkt  leicht,  dass  die  Gleichungen  1)  und  2)  Folge 
der  Gleichung  ,'})  sind,  so  dass  also  die  Gleichungen  3)  und  4)  für  die 
angenommenen  Werthe  von  p,-,  s eine  einfache  geometrische  Deutung 
zulassen.  Das  angewandte  Verfahren  lässt  sich  ohne  ^Schwierigkeit 
auf  ein  entsprechendes  System  von  « -f~  ^ Gleichungen  mit  n Uubc- 
kannten  atisdchneu. 

Göttin  gen,  Dr.  Kxneper. 
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XIV.  üeber  eine  gewisse  Classe  von  Cnrven  dritten  Grades.  1.  Es 
seien  A,  C die  Eckpunkte  eines  Dreiecks,  /,  m,  n drei  durch 
dieselben  gehende,  sich  in  einem  Punkte  schneidende  gerade  Linien; 
ferner  seien  Z-,  /V,  A’  diejenigen  geraden  Linien,  welche  mit  den  Linien 
/,  m,  n die  Winkel  des  Dreiecks  harmonisch  theilen.  Alsdann  gehen 
die  sechs  Linien  Z,  A/,  A,  /,  »j,'m  viermal  zu  je  dreien  durch  einen  Punkt. 

Diejenigen  Curven  dritten  Grades  nun,  welche  durch  die  vier  so 
erhaltenen  Punkte  P,  Pj,  P.^,  P.,,  und  durch  die  Eckpunkte  des  Dreiecks 
gehen,  besitzen  eine  Reihe  merkwürdiger  Eigenschaften,  so  dass  eine 
nähere  Betrachtung  derselben  nicht  ganz  ohne  Interesse  sein  dürfte. 

Bei  der  Betrachtung  der  Curven  wählen  wir  die  drei  Punkte  y/,  P,  P - 
zu  Fundamentalpunkten  eines  Systems  von  Dreiliniencoordinaten , und 
setzen  voraus,  dass  die  Coordinaten  der  vier  Punkte  P durch  die 
Gleichungen 

n b c 

“ = ^ y 

rt  b c 

« b c 

n b c 

gegeben  seien.  Alsdann  ergiebt  eine  leichte  Rechnung  als  die  all- 
gemeinste Gleichung  einer  Curve  dritten  Grades,  welche 
durch  die  Fundamentalpunkte  und  durch  die  vier  Punkte 
7*  g e h t : 

1)  Aa  (c2/32  — b‘^y‘^)  4-  Bß  {a^f  — + Cy 

Die  Gleichungen  der  drei  Tangenten,  welche  an  diese 
(’urve  in  den  drei  Fundamentalpunkteu  gelegt  werden 
können,  sind  sodann: 


Bß 

Cy 

b'^ 

c’i 

£r. 

Act 

rt- 

A a 

_ Bß 

b'^ 

Diese  drei  Tangenten  gehen  durch  einen  und  densellten 
Punkt,  dessen  Coordinaten  durch  die  Gleichung 

dl  — — dt 

’ b^ 

gegeben  werden,  und  der  ausserdem  ein  Punkt  der  Curve 
ist,  weil  durch  Erfüllung  der  Bedingungen  in  3)  auch  der  Gleichung  1) 
genügt  wird. 


2G4 
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Ferner  ergeben  sich  als  Gleichungen  der  Tangenten,  welche 
inan  in  den  vier  Punkten  P an  die  Curve  legen  kann: 

(t{Ch  — Bc)-\-^I^Ac  — Ca)-\-y{Ba-~Ab)=<^ 

. ci{Cb-\-Bc)  — ß{Ac-\-Ca)  y{Ba  — Ab)  = 0 
) -a{Cb-]-Bc)  4-  ß{Ac--Cf()  -f  y{Ba-\-Ab)  = 0 

cc[Cb  — Bc)  -j-  — y {B  a A b)  = 0. 


Auch  diese  vier  Tangenten  gehen  durch  einen  und  den- 
selben Punkt,  welcher  Uberdiess  in  der  Curve  liegt,  und 
dessen  Co'ordinaten  bestimmt  werden  durch: 

5)  “ ^ 


tt 

Ä 


B 


y 

c 


Die  in  diesem  Punkte  an  die  Curve  gelegte  Tangente  hat  die 
Gleichung:' 

G)  Aa{(T-b'—B'^c'^)  Bß{A'^c^  — C^a^)  -f  Cy{Bht‘^  — AH'^)  = 0. 


Dieser  Gleichung  wird  aber  durch  die  Coordinaten  des  Punktes  3) 
Genüge  geleistet.  Daher  schneiden  sich  im  IMinkte  3)  die  Tan- 
genten, welche  an  die  Curve  in  den  drei  Fundamental- 
punktcn  und  im  Punkte  5)  gelegt  worden  sind;  im  Punkte 
5)  dagegen  treffen  sich  die  vier  in  den  Punkten  P an  die 
Curve  gelegten  Tangenten. 


Die  drei  Seiten  des  Fundamentaldreiecks  treft'en  die  Curve  ausser 
in  den  Ecken  A^  B,  C noch  in  drei  Punkten  7),  E,  F.  Die  Coordinaten 
derselben  werden  bestimmt  durch  je  zwei  der  folgenden  Gleichungen : 

ß y 


a 


0, 

'j)  >ß==  0, 

y = 0, 


B 

y 

c 

a 

A 


C 

r< 

Ä 

ß 

B 


Die  Vergleichung  von  7)  mit  f>)  zeigt,  dass  der  Punkt,  in  wel- 
chem eine  Seite  des  Fundamentaldreieckcs  der  Curve  fer- 
nerhin begegnet,  in  gerader  Linie  liegt  mit  dem  gegenüber- 
liegenden Scheitel  und  dem  Punkt  5). 

Die  Tangenten,  die  man  in  den  drei  eben  erwähnten  Punkten  an 
die  Curve  legen  kann,  haben  die  Gleichungen: 

( Aa  (/»*-c-  - CH'^)  -f-  rt?  BC  {By—Cß)  = 0. 

8)  — 4-  {Ca—  Ay)  = 0 

I Cy  {A^b'—  7?'«')  C' AB  {Aß  — Ba)  = 0. 

Eine  einfache  Rechnung  ergiebt,  dass  auch  diese  Tangenten 
sich  in  einem  Punkte  schneiden,  dessen  Coordinaten  durch 
die  Gleichung  bestimmt  werden: 
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= 

' ' [A^  ( -f-  b'^)  — C'  a^]  b'^  [Z?‘^  {C^  ir  -}-  A-  c^)  ~ l/^\ 

_ _ Cy 

+ Bhi^)  — Ä^B'C'^] 

Auch  dieser  Punkt  liegt  in  der  Curve  und  dnrch  ihn 
geht  zugleich  die  im  Punkte  3)  an  die  Ciirve  gelegte  Tan- 
gente, deren  allgemeine  Gleichung  ist: 

10)  — 2?2)a  -f-  B^c^a'^(yf^  — C^)ß  -f  b'^ {B'^  — A’^) y = 0, 

denn  diese  Gleichung  wird  zur  Identität,  sobald  man  setzt: 

Aa  = ka“^  [A"^ {B"^ b"^)  — u.  s.  w. 

Auch  die  vier  Kegelschnitte,  welche  man  durch  die  Pun- 
d amen  talpunkte  so  legen  kann,  dass  sie  die  Curve  in  einem 
der  Punkte  P berühren,  schneiden  sich  in  einem  Punkte 
und  zwar  im  Punkte  3);  dagegen  geht  der  Kegelschnitt, 
welcher  durch  die  Fundamentalpunkto  geht  und  die  Curve 
im  Punkte  3)  berührt,  durch  den  Punkt  5). 

Ebenso  treffen  sich  drei  Kegelschnitte,  welche  durch 
die  Fnndamentalpunkte  gehen  und  die  Curve  in  einem  der- 
selben osculiren,  in  einem  Punkt,  dessen  Coordinaten  der 
Gleichung  genügen: 

= ^ [C^(AH^  -I-  ^2 «2)  _ ^252^2]. 

L/ 

Durch  eben  denselben  Punkt  geht  auch  der  Kegelschnitt, 
welcher  durch  die  drei  Fundamentalpunkto  geht  und  die 
Curve  im  Punkte  5)  tangirt. 

2.  Eine  der  wichtigsten  Eigenschaften  der  betrachteten  Curven  ist 
die,  dass  ihre  Gleichung  nicht  nur  auf  eine  Weise  auf  die  Form  1)  ge- 
bracht werden  kann.  Bezieht  man  nämlich  die  Gleichung  auf  ein  Fun- 
damentaldreieck, dessen  Ecken  in  i),  J?,  F liegen,  d.  i.  in  den  Punkten, 
wo  die  Seiten  des  früheren  Fundaraentaldreiecks  der  Curve  nochmals 
begegnen,  so  bleibt  die  Form  der  Gleichung  ganz  dieselbe,  wie  vorher, 
nur  die  Coefficienten  ändern  sich.  Die  früheren  Punkte  P werden  hier 
ersetzt  durch  die  Punkte  A,  7?,  C und  durch  den  Punkt  5),  denn  die 
einfachste  Betrachtung  ergiebt,  dass  die  sechs  Linien,  welche  diese  vier 
Punkte  unter  einander  verbinden,  zu  je  zweien  durch  die  Punkte  />,  E,  F 
gehen  und  dass  die  zwei  durch  eine  und  dieselbe  Ecke  gehenden  Linien 
den  zugehörigen  Winkel  des  Dreiecks  D,  E,  F harmonisch  theilen.  Bei 
dieser  Transformation  geht  der  frühere  Punkt  3)  über  in  den  Punkt  9), 
der  Punkt  5)  dagegen  in  den  Punkt  .3). 

Diese  Transformation  kann  aber  beliebig  oft  wiederholt  werden, 
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indem  man  z.  B.  die  Punkte,  in  welchen  die  Seiten  des  Dreiecks  A A ^ 
der  Curve  fernerhin  begegnen,  als  Eckpunkte  eines  neuen  Fundamental- 
dreiecks wählet.  Es  folgt  somit,  dass,  sobald  die  Gleichung 
einer  Curve  dritten  Grades  einmal  auf  die  Form  1)  ge- 
bracht werden  kann,  diess  auf  unzählig  viele  Weisen  ge- 
schehen kann. 

3.  Von  den  hier  betrachteten  Curven  sind  als  specielle  Fälle  die- 
jenigen Curven  dritten  Grades  zu  bemerken,  welche  durch  die  drei  Eck- 
punkte eines  Dreiecks  und  durch  die  Mittelpunkte  der  vier  die  Seiten 
dieses  Dreiecks  berührenden  Kreise  gehen.  Die  Gleichungen  dieser 
Curven  sind  einfacher: 

Ja  — -f-  «2)  -f  Cy{a'^-ß’^)  = 0. 

Wenn  in  der  Gleichung  1)  einer  der  Coefficlenten  B oder  C ver- 
schwindet, so  berührt  die  Curve  zwei  Seiten  des  Fundamentaldreiecks. 
Ist  z.  B.  6^=0,  so  berührt  die  Curve  die  Seite  AC  im  Punkte  A und 
BC  im  Punkte  B, 

Wenn  dagegen  der  Quotient  aus  zwei  der  Coefficienten  A^  A C 

1)  gleich  ist  dem  positiven  oder  negativen  Quotienten  der  entsprechen- 
den Coefficienten  «,  b,  r,  wenn  also  z.  B. 


so  zerfällt  die  Curve  in  eine  gerade  Linie  und  einen  Kegelschnitt. 
Die  gerade  Linie  ist  dabei  einer  der  beiden  durch  den  Punkt  C ge- 
henden, oben  erwähnten  harmonischen  Strahlen. 

Unter  dieser  Voraussetzung  ergeben  sich  aus  den  oben  aufgestellten 
Sätzen  sehr  leicht  als  specielle  Fälle  die  folgenden: 

Es  seien  A und  B zwei  Punkte  eines  Kegelschnittes,  C ein  beliebiger 
ausserhalb  desselben  gelegner  Punkt.  Die  Verbindungslinie  des  Punktes 
C mit  dem  l^unkte,  in  welchem  die  Polare  von  C die  Sehne  AB  schneidet, 
begegne  dem  Kegelschnitt  in  P und  Pj.  Alsdann  schneiden  sich 
in  einer  Linie,  welcher  der  vierte  harmonische  Strahl  zu 
ACy  PC  und  PC  ist: 

1)  die  in  A und  B an  den  Kegelschnitt  gelegten  Tan- 
genten; 

2)  die  Tangenten  des  Kegelschnittes  in  P und  Pj ; 

3)  die  Tangenten  in  den  l^unkten,  in  welchen  die  Seiten 
A('  und  BC  vom  Kegelschnitt  nochmals  getroffen  werden; 

4)  die  Kegelschnitte,  welche  durch  die  drei  l^unkte  A^ 
By  C gehen  und  den  gegebenen  Kegelschnitt  in  einem  der 
Punkte  P oder  P,  b e r ü h r e n ; 

r>)  die  Kegelschnitte,  welche  durch  Ay  B und  C gehen  und 
den  gegebenen  Kegelschnitt  in  einem  der  Punkte  A oder  B 
osculiren. 

Keichenbach  i 


F.  E.  Eckahdt. 


IX. 


Die  projectiviflchen  Eigenschaften  der  gewöhnlichen  und 
ausgezeichneten  Elemente  ebener  Curven. 

Von 

Paul  Scholz 

aus  Krotuschin  in  i‘usen. 


Erster  Abschnitt. 

Gerade  Pnnktreihen  and  ebene  Strahlbüschel  in  perspectivischer  Lage. 

§.  1.  Toraiissctziingcn. 

1 fl)  Die  Begriffe  Pu iikt,  gerade  Linie,  Ebene  nehmen  wir  als 
durch  die  Anschauung  bekannt  an;  insbesondere  setzen  wir  voraus,  dass 
wir  uns  jede  Gerade  als  l’rÄger  einer  stetigen  Punktreiho  und  als  Axe 
eines  Ebene  nb  Usch  eis,  jeden  Punkt  als  Mittelpunkt  eines  ebenen 
Strahlbüschels  und  jede  Ebene  als  Träger  unendlich  vieler  Puuktreihen 
und  ebener  Strahlbiischel  vorstellen  können,  dass  diese  Gebilde  (Punkt- 
reihe, ebener  Strahlbüschel,  Ebenenbüschel)  derart  eine. stetige,  in  sich 
zurückkehrende,  d.  i.  sich  schliessende*)  Aufeinanderfolge  ihrer  Elemente 
(Punkt,  Gerade,  Ebene)  darstellen,  dass  jedes  Element  nur  an  zwei  Nach- 
' barelemente  grenzt,  so  dass,  wenn  wir  eines  derselben  als  das  vorher- 
gehende bezeichnen,  nur  eines  das  folgende  sein  kann,  und  nur  zwei  Mög- 
lichkeiten gegeben  sind,  um  von  jedem  Element  zum  darauf  folgenden  fort- 
JUireitend  die  ganze  Aufeinanderfolge  derselben  zu  durchlaufen;  jede  die- 
ser Möglichkeiten  stellt  einen  Bewegungssinn  dar. 

ö)  Ein  diese  Gebilde  (Punktreihe,  Strahlbüschel,  Ebenenbüschel)  in 
einem  bestimmten  Bewegungssinne  continuirlich  durchlaufendes  Element 
derselben  (resp.  Punkt,  Strahl,  Ebene)  gelangt  daher  nicht  eher  wieder  in 
die  Anfangslage,  von  welcher  es  ausging,  bis  es  die  Lage  aller  anderen 
Elemente  seines  Gebildes  eingenommen;  wir  sagen  dann:  das  Element  hat 
das  Gebilde  einmal  d ur  ch  1 au  f c n , einen  Umlauf  gemacht, 

*;  V.  Staudt,  Geometrie  der  Lage  No.  55.  01. 

Zciltclirifl  r.  Mtlliunialik  u.  IMiysik.  Xlll,  4.  ii> 


Digltized  by  Google 


268  Die  projectivischen  Eigenschaften  der  gewöhnlichen  und 


2.  Es  gehört  zur  Nntnr  dieser  Gtundgebilde , dass  sie  jedes  durch 
zwei  seiner  Elemente  der ‘Lage  nach  eindeutig  bestimmt  sind,  so  dass  zwei 
Gebilde  derselben  Art,  welche  zwei  Elemente  gemeinschaftlich  haben,  mit 
allen  ihren  Elementen  in  eiuanderfallen  und  zwei  verschiedene  Gebilde 
derselben  Art  höchstens  ein  Element  gemeinschaftlich  haben  können,  upd 
dass 

eine  Punktreihe,  von  welcher  zwei  Punkte  in  einer  gewissen  Ebene 
liegen,  mit  allen  ihren  Punkten  in  dieselbe  falle, 

ein  ebener  Strahlbüschel,  von  welchem  zwei  Strahlen  in  einer  gege- 
benen Ebene  liegen,  ganz  mit  allen  «einen  Strahlen  in  derselben  liege,  und 
eine  Punktreihe,  welche  in  zwei  verschiedenen  Ebenen  eines  Ebenen- 
büschels enthalten  ist,  in  allen  Ebenen  desselben  liegt,  also  mit  seiner  Axe  zu- 
sammenfällt. 

3.  Durch  Einführung  der  Bezeichnungen  ,, unendlich  entfernter  Punkt“, 
„unendlich  entfernte  Gerade“,  „unendlich  entfernte  Ebene“  sind  wir  in  den 
Stand  gesetzt,  den  Satz  auszusprechen: 

ff)  dass  zwei  von  einander  verschiedene  Punktreihen  derselben  Ebene 
stets  einen  Punkt,  zwei  Strahlbüschel  derselben  Ebene  stets  einen  Strahl, 
zwei  Ebenenbüscbel , deren  Axen  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  stets 
eine  Ebene  gemeinschaftlich  haben ; 

b)  dass  jede  endliche  Gerade  einen  und  nur  einen  unendlich  entfern- 
ten Punkt,  jede  endliche  Ebene  eine  und  nur  eine  unendlich  entfernte  Ge- 
rade enthält  und  alle  unendlich  entfernten  Punkto  und  Geraden  in  einer 
P2bene,  der  unendlich  entfernten  Ebene  liegen. 

4.  Die  in  diesem  Paragraphen  angeführten  Sätze  bilden  w'esentlich 
die  Grundlage  jeder  geometrischen  Untersuchung,  in  etwas  anderer  Aus- 
drucksweise auch  der  elementaren  und  analytischen  Methoden  und  sind  von 
den  namhaftesten  Mathematikern  entweder  als  aus  der  Anschauung  ge- 
schöpfte und  nicht  zu  widerlegende  Grundsätze  erklärt,  oder  stillschwei- 
gend durch  Anwendung  anerkannt,  oder  in  ihrem  Zusammenhänge  veran- 
schaulicht worden*).  Wir  führen  sie  nur  deshalb  an,  weil  wir  lediglich 
durch  Anwendung  dieser  wenigen  Fundamentalsätze  die  Kesultate  zu  er- 
schliessen  gedenken,  welche  den  Gegenstand  dieser  Abhandlung  bis  No.€ll 
incl.  bilden;  in  No.  44  entnehmen  wir  der  Anschauung  eine  neue  Voraus- 
setzung, mit  welcher  im  Verein  sie  die  Grundlage  auch  für  die  folgenden 
Untersuchungen  sind.  Denn  wiewohl  wir  unsere  Untersuchung  so  zu  füh- 
ren gedenken,  dass  die  ahzuleitenden  Sätze  sich  rein  aus  der  Anschauung 
ergeben,  so  wollen  wir  doch  jedesmal  zeigen,  dass  dieselben  eine  noth- 


*)  Vergl  Steiner,  Entwickelung  der  Abhängigkeit  geometrischer  Oestalten 
No.  I.  2.  v.  Staudt,  Geometiie  der  Lage  §§  l bis  3,  5 und  ö,  Schrooter,  die 
Theorie  derKegelscltnitte  §§.  l bis  4.  Keye,  Geometrie  der  Lage,  Vortrag  1 u.  2 n.  A. 
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wendige  Folge  der  in  diesem  Paragraphen  angegebenen  und , wie  sich  aus 
den  Citaten  ergiebt»  allgemein  anerkannten  Voraussetzungen  sind  und  da- 
mit zugleich  die  Bedingungen  und  Grenzen  der  Giltigkeit  der  gefundenen 
Sätze  bestimmen*). 


2.  Beziehung  der  Gmudgebüde  auf  einander.  Gebilde  mit  unendlich 

entferntem  Träger. 

5 a)  Den  Sätzen  in  No.  2 und  3 zufolge  kann  jede  Punktreihe  einer 
Ebene  auch  als  der  lubegrifl’  aller  Strahlbüschel  dieser  Ebene  aufgefasst 
werden , welche  einen  und  denselben  Strahl,  nämlich  den  TrJiger  der  Punkt- 
reihe, gemeinschaftlich  haben;  jeder  ebene  Strahlbüschel  kann  als  der  In- 
begriff aller  Punktreihen  dieser  Ebene  aufgefasst  werden,  welche  einen  und 
denselben  Punkt,  nämlich  den  Mittelpunkt  des  Strahlbüschels,  gemeinschaft- 
lich haben,  und  jeder  Ebcnenbüschel  als  der  Inbegriff  aller  Strahlbüschel  im 
Raume,  welche  einen  Strahl,  die  Axe  des  Ebenenbüschels,  gemeinschaftlich 
haben. 

6)  Liegt  ein  Punkt  a in  einer  Geraden  a,  und  diese  Gerade  a in  einer 
Ebene  21,  so  sagen  wir:  d e r Pun  k t a 1 iege  p er  sp  e c t i v is  ch  m i t d er 
Geraden  a und  mit  der  Ebene  2t,  die  Geraden  liege  perspectivisch 
mit  dem  Punkt  a und  mit  der  Ebene  21,  die  Ebene  21  liege  perspectivisch 
mit  dem  Punkt  q und  mit  der  Geraden  «. 

6a)  Aus  No.  3 und  5 folgt:  In  je  zwei  Gebilden  (Punktreihe,  Strahl- 
büschel, Ebenenbüschel)  verschiedener  Art,  deren  l'räger  nicht  perspecti- 
visch mit  einander  liegen,  liegt  jedes  Element  des  einen  Gebildes  perspec- 
tivisch mit  je  einem  Element  des  anderen  Gebildes,  welches  sein  entspre- 
chendes heisse;  je  zwei  auf  einanderfolgende  Elemente  des  einen  Gebil- 
des können  nur  zwei  auf  einanderfolgenden  Elementen  im  anderen  Gebilde 
entsprechen.  Die  drei  Grundgebilde  sind  also  in  Bezug  auf  ihre  in  No.  l 
bezeichneten  Elemente  von  gleicher  Mächtigkeit,  sie  enthalten  jedes  gleich 
viel  Elemente. 

h)  Wenn  daher  ein  Element  des  einen  Gebildes  nach  einander  in  einem 
nnd  demselben  Bewegungssinue  die  Lage  aller  anderen  Elemente  seines 
Gebildes  einnimmt,  so  muss  das  in  dem  anderen  Gebilde  ihm  entsprechende 
Element  ebenfalls  die  Lage  aller  anderen  Elemente  seines  Gebildes  einneh- 
men und  zwar  in  einem  von  dem  Bewegungssinn  des  ersten  abhängigen 
Bewegungssinne,  so  dass,  wenn  das  eine  don  entgegengesetzten  Bewegungs- 
sinn einschlägt,  auch  das  andere  den  seinigen  ändern  muss.  Dem  einen 

*)  Dies  möge  zugleich  als  Rechtfertigung  dafür  dienen,  dass  in  der  Folge  auch 
einige Sätzeangeführtundbewiesenwerden,  welche  schon  von  v. Staudt  inseinerOeo- 
raetrie  der  Lage  und  den  Beiträgen  zu  derselben  angegeben,  zumal  Verfasser,  treu  die 
von  dem  grossen  Meister  Steiner  aufgestellte  Regel  befolgend,  erst  nachdem  der 
Inhalt  dieses  Aufsatzes  durch  eigene  Untersuchung  gefunden  und  in  seinen  wesent- 
lichen Theilen  festgostellt  war,  sich  das  v.  Staudt’sche  Buch  zu  verschaffen  suchte. 

10* 
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li  e w p g u 11  g s s i n n in  irgend  e i n o ni  d o r O r u n d g e b i 1 d e e n t s p r i c h t 
demnach  in  allen  auf  die  in  r/)  a n ge  g e h en  e W e i se  jierspecti- 
V i s c h a u r d a 8 s e 1 b e bezogenen  G r u n d g e b i 1 tl  e n ein  bestimmter 
13  e w e.  g u n g 8 s i n n , dom  anderen  d e r e n t g e g o n g c s e t z t e 

e)  Aus  den  Sätzen  des  §.  1 folgt  liiernacli  ferner:  Die  sämnitlichen 
Strahlen  eines  ebenen  Strahlbiischels  müssen  die  Ebene  desselben  vollstän- 
dig in  allen  ihren  Punkten  bedecken,  so  aber,  dass  jeder  vom  l\littel]iuiikt 
des  Puschels  verschiedene  Punkt  derselben  stets  nur  durch  einen  einzigen 
Strahl  und  von  diesem  mit  einem  einzigen  Punkte  bedeckt  wird  ; die  säinmt- 
lichen  Ebenen  eines  Ebenenhüschels  müssen  den  Kaum  vollständig  in  allen 
seinen  I’unktcn  erfüllen , so  dass  durch  jeden  seiner  von  der  Axe  des  Pü- 
scbels  verschiedenen  Punkt  nur  eine  Ebene  desselben  geht. 

1 u)  Dass  die  in  No.  1 ausgesprochenen  Voraussetzungen  auch  für  die 
Punktreihe,  deren  Träger  die.  unendlich  entfernte  Gerade  einer  Ebene 
ist,  und  für  ebene  Strahlhüschel , deren  Mittelpunkt  ein  unendlich  entfern- 
ter Punkt  ist,  gelten  müssen,  wenn  sic  für  endliche  Punktreihen  und  Strahl- 
büschel mit  endlichem  Mittelpunkt  gelten,  lässt  sich  mit  Hilfe  der  Grund- 
sätze in  No.  2 und  3 wie  folgt  beweisen: 

Irgend  eine  endliche  Gerade  a kann  von  allen  mit  ihr  in  einer  und  der- 
selben Ebene  liegenden  Geraden,  von  denen  sic  nicht  in  endlichen  Punkten 
gpsclunttcn  wird,  nur  in  dein  einen  unendlich  entfernten  Punkt  a®  ge- 
schnitten werden,  den  sie  nach  No.  Sb  enthält;  und  alle  diese  Geraden  bil- 
den einen  ebeuen  ötrablbüschel  mit  unendlich  entferntem  Mittelpunkt  (No. 5), 
welchem  auch  a angehört.  Ist  b irgend  eine  andere  endliche  Gerade  der- 
selben Ebene,  welche  o in  einem  endlichen  Punkte  schneidet,  so  geht  nach 
No.  2 und  3«  durch  jeden  Punkt  von  b eine  und  nur  eine  Gerade,  welche 
zugleich  mit  « den  unendlich  entfernten  Punkt  a'*  gemeinschaftlich  hat, 
also  ein  und  nur  ein  Strahl  des  Büschels  ; wegen  No.  Sn  giebt  es  aber 
keinen  Strahl  des  Büschels  , welcher  nicht  einen  Punkt  mit  b gemein- 
schaftlich hätte;  andererseits  können  nach  No.  2 zwei  von  einander  ver- 
schiedene Strahlen  eines  ebenen  Strahlbüschels  ^ mit  endlichem  Mittelpunkt 
nie  denselben  unendlich  entfernten  Punkt  enthalten,  und  nach  No.  Sb  giebt 
es  keine  Gerade  derselben  Ebene,  deren  unendlich  entfernter  Punkt,  also 
überhaupt  keinen  unendlich  entfernten  Punkt  in  dieser  Ebene,  welcher  nicht 
mit  0 einen  Strahl  des  Büschels  bestimmen  müsste. 

M.  Die  Strahlen  eines  ebenem  Strahlbüschels  mit  unendlich  entfern- 
tem Mittelpunkt  (eines  Parallelstrahlhüschels)**)  folgen  daher  ebenso  stetig 
auf  einander,  wie  die  Punkte  einer  endlichen  Punktreihe  und  sind  ein  Ge- 
bilde von  gleicher  Äfächtigkeit  als  diese. 


*)  V.  Staudt,  HeitrUge  zur  Geoinctrie  der  Lapc,  er.‘«tcs  lieft,  No.  47.  Sohroe 
ler,  Theorie  der  Kegelschnitte  §.  4. 

**)  V.  Staudt,  Geometrie  der  Lage,  No.  41. 
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2.  Die  Punkte  einer  uiiendlicli  entfernten  Gerudon,  das  sind  die 
sämmtlichen  unendlicli  entfernten  Punkte  einer  Ebene,  folgen  eben  so 
stetig  auf  einander ^ als  die  Strahlen  eines  Strahlbnscbels  mit  encllicliein 
Mittelpunkt  und  sind  ein  Gebilde  von  gleicher  ^Mächtigkeit  als  diese*). 

3.  Die  Elemente  eines  ebenen  Parallelstrahlbüschels  wie 
d i e d e r u n e n d 1 i c h c n t f e r n t e n G e i-  a d e n e i n e r E b e n e bilden  d a - 
her  eine  stetige,  sich  sch  liessende  Aufeinanderfolge  von  der 
in  No.  l angegebenen  Beschaffenheit,  wie  die  G rund  ge b i 1 d e 
mit  e n d l i c h e u T r ä g c r n 

c)  Der  Bewegungssinn  eines  die  unendlich  entfernte  Punktreihe 
durchlaufenden  Punktes  wird  daher  in  der  Hinsicht,  ob  er  an  irgend  einer 
Stelle  geändert  wird  oder  nicht,  da  diese  Gerade  sich  der  Anschauung  ent- 
zieht, nach  dem  Drehsinn  des  mit  ihm  perspectivischen  Strahles  eines 
StrahlbUschels  mit  endlichem  Mittelpunkt,  und  der  Bewegungssinn  eines 
einen  Parallelstrahlbüschel  durchlaufenden  Strahles  nach  dem  Uichtungs- 
sinn  des  mit  ihm  perspectivischen  Punktes  einer  endlichen  Punktreihe  be- 
urtheilt.  Vgl.  No.  41«d*.  Die  auf  den  Voraussetzungen  des  §.  i beruhen- 
den h'olgerungen  gelten  daher  für  die  unendlich  entfernte  Punktreihe  und 
für  StrahlbUschel  mit  unendlich  entferntem  Mittelpunkt  in  ganz  gleicher 
Weise,  wie  für  Strahlbüschel  mit  endlichem  Mittelpunkt  und  endliche  Punkt- 
reihen. 

d)  Ebenso  lässt  sich  zeigen,  dass  die  Voraussetzungen  in  No  1 auch 
für  jeden  in  der  unendlich  entfernten  lObene  liegenden  Strahlbüschel  und 
für  jeden  Ebenenbüschel , dessen  Axe  eine  unendlich  entfernte  Gerade  ist, 
gelten,  w'enn  sie  für  die  entsprechenden  Gebilde  mit  endlichen  Trägern  gel- 
ten; doch  bedürfen  wir  für  unsern  Zweck  dessen  nicht,  da  wir  uns  in  die- 
ser .Abhandlung  überhaupt  auf  Gebilde  beschränken,  welche  mit  allen  ihren 
Elementen  in  einer  endlichen  Ebene  liegen,  und  nur  da  darüber  hinaus- 
gelien,  wo  es  uns  darauf  ankommt,  zu  zeigen,  wie  leicht  diese  Entwickelun- 
gen- auch  auf  räumliche  Gebilde  zu  übertragen  sind,  dass  ihr  Charakter 
also  ein  durchaus  allgemeiner  ist. 


3.  Strecke,  Winkel.  Intervall. 

Sa)  Die  ganze  Aufeinanderfolge  der  Punkto  einer  Geraden  wird  we- 
gen No.  1 durch  irgend  zwei  ihrer  Punkte  a^,  in  zwei  Gruppen  getheilt. 
Den  Inbegriff  aller  der  Elemente  der  Geraden,  deren  Lago  ein  in  einem 

und  demselben  Bewegungssinne  von  a^  (odcr  von  aus  auf  der  Geraden 


*)  Schroetor,  die  Theorie  der  Kegelschnitte  1807.  S.  80. 

.*♦)  V.  Staudt,  (»eoinetrie  der  Lago,  §.5,  insbesoudero  Ko.  50.  Ueyo,  (Jco- 
metrie  der  Lage,  Vortrag  2. 
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sich  stetig  bewegender  Punkt  cinnimmt,  bis  er  nach  gelangt,  also 

die  sämmtlichen  Punkto  einer  der  beiden  Gruppen  in  ihrer  Aufeinander- 
folge und  Lago  nennen  wir  eine  durch  und  a^begrenzto  Strecke 
jede  ist  die  Ergiinzuugsstrecke  der  anderen*).  Die  Punkte  und 
nennen  wir  die  Grenzpunkto  derselben. 
b\.  Durch  Angabe  irgend  eines  dritten  von  den  Grenzpunkten  ver- 
schiedenen Pujiktes  lassen  sich  die  beiden  Strecken  unterscheiden  und 
damit  die  beiden  Bewegungssinne,  in  welchen  von  eiuetn  der  beiden  Grenz- 
punkte ausgehend  die  Punkte  der  beiden  Strecken  auf  einander  folgen.  Wir 
bezeichnen  durch  diejenige  der  durch  und  a*  begrenzten  Strecken 

der  Geraden  a,  welche  den  Punkt  a*’  nicht  enthält,  mit  diejenige, 

welche  ihn  enthält. 

2.  Sind  beide,  wie  diese  Bezeichnung  angiebt,  von  demselben  Anfangs- 
punkt aus  beschrieben  zu  denken,  so  folgen  die  Punkte  der  beiden  Strecken 
nach  No.  1 in  entgegengesetztem  Bewegungs-  oder  Richtungssinne  auf 

einander,  so  dass  durch  die  Aufeinanderfolge  der  Punkto  oder  kür- 

zer der  Indices  A t v der  eine,  dmch  die  Aufeinanderfolge  der  Punkte 
oder  Avr  der  andere  der  beiden  möglichen  Beweguugssinne  auf  derGeraden 
a fixirt  ist.  So  worden  durch  und  a'^^^*'die  Punkte  derselben  Strecke, 

aber  in  entgegengesetzter  Aufeinanderfolge,  durch  und  die 

l’unkto  der  anderen  Strecke  in  entgegengesetzter  Aufeinanderfolge,  durch 

fl(Ar)»  mj  d die  Punkte  beider  Strecken  iti  der  durch  denselben  Bewe- 

gungssinu  bestimmten  Aufeinanderfolge  bezeichnet. 

Demuach  ist  * die  endliche  der  beiden  Strecken 
diejenige,  welche  den  unendlich  entfernten  Punkt  enthält. 

Auch  durch  die  Bezeichnung  und  werden  wir  Öfters 

die  beiden  Strecken  unterscheiden.  Vergl.  No.  15. 

c\.  Ist  einer  der  beiden  Grenzpunkto  auf  einer  endlichen  Geraden  a, 

etwa  a*  identisch  mit  dem  unendlich  entfernten  Punkto  a*  , so  nennen  wir 
die  beiden  Strecken  die  Ilalbstrahlen  der  Geraden  a in  Bezug  auf  den 

Punkt  a^,  die  wir  entweder  durch  einen  dritten  Punkt  oder  durch  die  Be- 
zeichnung unterscheiden. 

2.  Bewegt  sich  ein  Punkt  a*  auf  einem  der  Halbstrahlen  von  a in  Be- 
zug auf  in  dem  Bewegungssinne  , so  sagen  wir:  er  entfernt  sich 

von  dem  Punkt  a^;  bewegter  sich  in  dem  Sinne  = so  sagen  wir: 

er  nähert  sich  dem  Funkt  a^. 

9a)  Ebenso  werden  die  sämmtlichen  Strahlen  s eines  ebenen  Strahl- 
büchcls  lg  durch  zweiderselbens^,  die  wir  die  Gronzstrahlen  nennen. 


*)  V.  staut!  t,  Geometrie  der  Lage,  No.  01.  Key  o,  Geometrie  der  Lage  1800,  S.  9, 
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in  zwei  Gruppen  getbeilt;  die  säinintlichen  Stralilen  jeder  der  beiden  Grup- 
pen in  ihrer  Lage  und  Aufeinanderfolge  von  dem  einen  der  beiden  Grenz- 
strablen  aus  nennen  wir  einen  durch  und  begrenzten  Winkel,  nach 

V. Staudt's  Bezeichnung  einen  vollkominenenWinkel 
der  eine  derselben,  so  ist  der  andere,  sein  ErgSnzungsw’inkel. 

Ist  ein  dritter  Strahl  des  Büschels,  so  ist  der  eine  der  beiden  Win- 

kel  derjenige,  w'elcher  den  Strahl  nicht  enthält,  der  andere» 

welcher  den  Strahl  enthält. 

l/)  Auch  hier  wird  der  Bewegungs-  oder  Drehsinn  eines  einen  Winkel 
von  einem  seiner  Grenzstrahlen  aus  beschreibenden  Strahles  und  damit 
die  Aufeinanderfolge  der  Strahlen  des  Winkels  von  einem  seiner  Grenz- 
strahlen  aus  durch  die  Reihenfolge,  in  welcher  drei  Strahlen  desselben  oder 
ihre  Indices  darin  auftreten,  lixirt,  so  dass  z.  B.  die  beiden  durch  und 
begrenzten  Winkel,  in  demselben  Drehsinn  beschrieben,  durch  s^;^y^ynnd 
^(rvZ)  bezeichnet  werden. 

cl.  Ist  g der  Mittelpunkt  des  Strahlbüschels  ein  unendlich  entfernter 
Punkt,  so  ist  auch  die  unendlich  entfernte  Gerade  ein  Strahl  des  Bü- 
schels, also  wenn  und  endliche  Stra'hlen  desselben,  ^^Xt)od  tlö^jeDige 
Winkel  (Parallelstreifen),  welcher  die  Gerade  g^  nicht  enthält,  und 
derjenige,  welcher  sie  enthält. 

2,  Ist  aber  g ein  unendlich  entfernter  Punkt,  ein  endliclier  Strahl 
des  Büschels g,  aber , so  nennen  wir  die  entstehenden  Winkel  die  bei- 
den Halb  ebenen  in  Bezug  auf  die  Gerade  s^,  welche  wieder  durch  An- 
gabe eines  dritten  Strahles  oder  eines  endlichen  Punktes  a**  unterschieden 
werden,  so  dass  welche  den  Strahl  oder  den  Punkt 

a*' nicht  enthält,  und  x)“^(x  andere,  welche  oder  enthält. 

rf)  Der  Inbegriff  aller  derjenigen  Halbstrahlen  der  einen  Winkel 
bildenden  Strahlen , welche  von  demselben  Ualbstrahl  eines  den  Winkel 
von  einem  seiner  Grenzstrahlen  aus  in  einem  und  demselben  Bewegungs- 
sinne einmal  durchlaufenden  Strahles  gedecktwerden,  heisst  nach  v.  Staudt 
ein  einfacher  Winkel;  der  Inbegriff  der  übrigen  Strahlen  bildet  den 
Scheitelwinkel.  Von  jedem  Strahl  eines  vollkommenen  Winkels  liegt 
daher  ein  Halbstrahl  in  dem  einen,  der  andere  in  dem  anderen  der  einfachen 
Winkel,  aus  denen  er  besteht.  Unter  dem  Ausdruck  „Winkel“  ohne  das 
Attribut  „einfach“  verstehen  wir  immer  einen  vollkommenen  Winkel,  und 
zwar  einen,  der  nur  einen  Theil  der  Strahlen  des  BüscRels  enthält. 

e)  Analoges  wie  für  den  Strahlbüschcl  lässt  sich  auch  für  den  Ebenen- 
büschel  festsetzon.  Vergl.  No.  7d. 

10.  Unserer  Definition  gemäss  (No.  0«)  liegt  jeder  von  den  Grenz- 
strahleu  verschiedene  Strahl  eines  Strahlbüschels,  da  er  nach  No.  5 schon 
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den  Mittelpunkt  mit  den  Grcnzstrahlen  gemeinschaftlich  hat,  zufolge  No. 2 
dieselben  aber  nicht  noch  einmal  schneiden  kann,  in  einem  von  denselben 
begrenzten  Winkel  ganz  mit  allen  seinen  Funkten,  wenn  wir  wissen,  dass 
einer  seiner  vom  Mittelpunkt  verschiedenen  Funkte  in  diesem  Winkel  liegt, 
d.  i.  in  dem  von  seinen  Grenzstrahlen  begrenzten  und  den  Strahlen  des 
Winkels  bedeckten  Gebiet  der  Ebene  sich  befindet. 

rt)  Die  Strahlen  eines  Winkels  müssen  daher  das  durch  die  Grenz- 
strahlen von  der  Ebene  ausgeschnittene  Gebiet,  in  welchem  einerderseiben 

* ganz  mit  allen  Funkten  erfüllen  und  bedecken , so  dass  jeder  Funkt 
desselben  stets  von  einem  und  nur  einem  einzigen  Strahl  dieses  Winkels  und 
von  diesem  nur  mit  einem  einzigen  Punkte  bedeckt  wird,  von  dem  Ergän- 
zungswinkel aber  nicht  ein  einziger  Strahl  oder  Punkt  eines  solchen  in  ihm 
liegt. 

b)  Insbesondere  liegt  jeder  Strahl  eines  Strahlbüschels  mit  unendlich 
entferntem  Mittelpunkt  ganz  in  einem  von  zwei  anderen  Strahlen  seines 
Büschels  gebildeten  Farallelstreifen  also  wenn  einer  der  beiden  Grenz- 
strahlen die  unendlich  entfernte  Gerade  ist,  ganz  in  einer  der  beiden  Halb- 
ebenen  in  Bezug  auf  den  anderen  Grenzstrahl. 

c)  Ebenso  muss  ein  llalhstrahl  eines  Büschels  in  einem  von  zwei  ande- 
ren Halbstrahlen  desselben  Büschels  begrenzten  einfachen  Winkel,  in  wel- 
chem einer  seiner  vom  Mittelpunkt  verschiedenen  Punkte  sich  befindet, 
ganz  mit  allen  seinen  Funkten  liegen. 

</)  Zufolge  No.  2,  3 und  10  können  wir  den  Satz  aussprechen:  Jede 
Ebene  wird  durch  je  zwei  in  ihr  gedegener  Geraden  in  zwei  Winkel  getheilt, 
welche  dem  Strahlhüschel  angehören,  dessen  Mittelpunkt  der  den  beiden 
Geraden  gemein.schaftliche  Funkt  ist. 

11«)  Wie  bisher  wollen  wir  auch  im  Folgenden  irgend  einen  Strahl 

eines  Strahlbüschels  durch  das  Zeichen  , irgend  einen  Funkt  einer  ge- 
raden Funktreihe  «^  durch  das  Zeichen  markiren.  Jeden  Strahl  eines 


Büschels  also  auch  den  das  Büschel  durchlaufenden  Strahl  wollen  wir 
mit  jeden  Funkt  einer  Funktreihe  also  auch  den  dieselbe  durchlau- 
fenden Punkt  wollen  wir  mit  bezeichnen.  Wir  werden  ferner  den  Schnitt- 
punkt einer  Geraden  « mit  einem  Strahl  durch  den  einer  Geraden 
mit  einer  Geraden  durch  oder  bezeichnen,  die  Gerade,  welche 
die  beiden  Punkte  8 und  enthält  und  durch  dieselben  bestimmt  ist,  mit 
die  Gerade,  welche  mit  den  beiden  Punkten  und  £>*  perspectivisch  liegt, 

mit « oder 
r X 

b\  Wenn  wir  von  dem  durch  die  Elemente  X und  r begrenzten  und  das 
Element  v enthaltenden,  durch  das  Symbol  (Avr)  bczeichneten  In  tervall 
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eines  deü  Grundgebilde  sprechen,  so  verstehen  wir  darunter  sowohl  die 
durch  die  Punkte  und  begrenzte,  den  Punkt  a*'  enthaltende  Strecke 
einer  Geraden  «,  als  auch  den  durch  die  Strahlen  und  begrenz- 
ten, den  Strahl  enthaltenden  Winkel  eines  Strablbüschels  sowie 

den  durch  die  Ebenen  und  begrenzten,  die  Ebene  0*’  enthaltenden 
Flächenwinkel  eines  Ebenenbtischels  s. 

12«)  Wir  können  so  den  allgemeinen  Satz  ausspreche’n : 

1.  Die  ganze  Aufeinanderfolge  der  Elemente  eines  der  bezeichneten 
Giundgebilde  wird  durch  irgend  zwei  derselben  A,.r  in  zwei  Gruppen  ge- 
theilt;  den  Inbegriff  aller  der  Elemente  des  Gebildes,  deren  Lage  ein  in 
einem  und  demselben  Bewegungssinuo  von  A(z)  aus  stetig  das  Gebilde  durch- 
laufendes Element  cinnimmt,  bis  es  nach  t(A)  gelangt,  also  die  säinmtlichen 
Elemente  einer  der  beiden  erwähnten  Gruppen  nennen  wir  ein  Intervall 
(At)  [(rA)]. 

2.  Von  demselben  Grenzelement  aus  kann  von  einem  lau- 
fenden Element  in  demselben  Bewegungssinno  (No.  1)  immer 
nur  dasselbe  Intervallund  im  entgegengesetzten  Bewegungs- 
sinno immernur  das  Ergänzungsintervall  beschrieben  werden. 

Hieraus  und  aus  No.  l folgt  ferner: 

3.  Diebeiden  durch  irgend  zweiEleme  nteeinesderG  rund- 
geb ilde  begrenzten  Intervalle  ergänzen  sich  zu  dem  ganzen 
Gebilde  und  sch  Hessen  einander  aus, sodasskeiu  Eiern  ent  des 
einen  Intorvalles  zugleich  dem  anderen  angehören  kann. 

b)  Je  ein  Element  des  einen  und  ein  Element  des  anderen  der  durch 
zwei  beliebige  von  einander  verschiedene  Elemente  A und  z in  einem  der 
Grundgebilde  bestimmten  Intervalle. sind  einerseits  durch  das  eine,  folglich 
andererseits  durch  das  andere  Grenzeloinent  getrennt;  wir  nennen  so  gele- 
gene Elemente  ein  Elementenpaar  (Punkten-,  Strahlen-,  Ebenen- 
paar) der  ersten  Art  in  Bezug  auf  die  Grenzelemente  A und  t. 

c)  Je  zwei  Elemente  eines  und  desselben  Intervalles  sind  einerseits 
durch  keines,  folglich  andererseits  durch  beide  Grenzelemente  getrennt; 
wirnennensogelegeneElcmenteeinElemeptenpaar  (Punkten-,  Strah- 
len-, Ebenenpaar)  der  zweiten  Art  in  Bezug  auf  die  Grenzelemente 
A und  r. 

d) l.  Fallen  das  eine  Element  eines  Elementenpaarcs  in  einem  der 

Grundgebilde  mit  einem  der  beiden  Grenzelemente  zu.saininen,  oder 
2.  fallen  beide  mit  beiden  Grenzelomenten  oder  in  einem  derselben 
zusammen,  oder 

3.  wird  eines  der  Elemente  des  Elementenpaarcs  unbestimmt  oder 

4.  wird  eines  der  Grenzelemente  unbestimmt, 
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NU  können  wir  ein  solches  Elementenpaar  sowohl  denen  der  ersten  Art,  wie 
denen  der  zweiten  Art  zuzählen,  ausschliesslich  aber  weder  den  einen,  noch 
den  andern;  ein  solches  Elementenpaar  nennen  wir  ein  Eleinenten- 
paar  (Punkten-,  Strahlen-,  Ebenen-Paar)  der  drittcnArt  in 
zug  auf  die  Grenzelemente  k und  t. 

13n)  Hiernach  bilden  zwei  unendlich  nabe  oder  zusammenfallende,  von 
den  Grenzelemeuten  verschiedene  Elemente  stets  ein  Elementenpaar  der 
zweiten  Art. 

b)  Sind  die  Grenzelcniente  zwei  unendlich  nahe  oder  zusammenfallende 
Elemente,  so  bilden  jo  zwei  von  ihnen  verschiedene  Elemente  ein  Elemen- 
tenpaar der  zweiten  Art. 

c)  n in  einem  und  demselben  oder  ein  - oder  mehrmal  ver- 
änderten Bewegungssinne  stetig  auf  einanderfolgende  Ele- 
mente eines  der  Grundgebilde,  deren  keines  mit  einem  der 
Grenzelemente  ziisam  men  fällt,  müssen  zufolge  No.  1 und  12  a* 
sämmtlich  in  demselben  Intervall  liegen. 

d}  Bilden  zwei  Elemente  o,x  eines  der  Grundgebilde  in 
Bezug  auf  zwei  andere  Elemente  A,  r desselben  als  Grenzele- 
mente ein  Elementenpaar  der  ersten,  zweiten  oder  dritten 
Art,  so  bilden  dioElementeA,  t in  Bezug  auf  die  Elemente  a,  x 
als  Grenzelemente  ebenfalls  resp.  ein  Elementenpaar  der  er- 
sten, zweiten  oderdrittenArt. 

§.  4.  Bewegungssinn.  Folgerungen. 

11  a)  Ein  Bewegungssinu  in  einem  der  Grundgebilde  ist  eindeutig  be- 
stimmt 

1.  durch  Angabe  der  Aufeinanderfolge  irgend  zweier  benachbarter 
Elemente  (No.  1); 

2.  durch  Angabe  eines  Intervalles  und  desjenigen  Grenzelementes, 
von  welchem  ausgehend  ein  Element  dasselbe  durchlaufen  soll 
(No.  12  a); 

3.  durch  Angabe  der  lleihenfolge , in  welcher  beliebige  drei  Elemente 
des  Gebildes  auf  einander  folgen  sollen  (No.  12 a*). 

Es  wird  derselbe  Bewegungssinn  bestimmt,  wenn  statt  eines  der 
drei  Elemente  irgend  ein  anderes  mit  ihm  in  demselben  der  von  den  beiden 
anderen  Elementen  bestimmten  Intervalle  befindliches  Element  gesetzt  wird 
(No.  12a*,  14  a*). 

c)  Verändern  da  her  die  drei  Elemente  ihre  Lage,  so  dass 
jedes  stets  in  demselben  der  von  den  beiden  anderen  bestimm- 
ten Intervalle  bleibt,  so  bezeichnen  sie  injeder  Lage  densel- 
ben Bewegungssinn;  fallen  zwei  derselben  zusammen , so  wird  die  Be- 

*)  »Scliroeier,  die  Theorie  der  Kojfelsclmitte,  1867,  §.4.  — v.  Staudt,  Bei- 
trüge zur  Qeumetrie  der  Lage,  erstes  Heft,  No.  47. 
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Stimmung  des  Bewegungssinnes  illusorisch;  so  oft  ein  Element  eiues 
der  beiden  anderen  überschreitet,  also  in  das  andere  der  von 
denselben  bestimmten  Intervalle  übergeht,  bezeichnet  die- 
selbe Aufeinanderfolge  den  dem  früheren  entgegengesetzten 
Bewegungssinn. 

15.  Ein  in  einem  der  Grundgebilde  von  der  Lage  X aus  in  demselben 
Sinne  2 sich  bewegendes  Element  desselben  muss  von  den  durch  >l  und 
ein  beliebiges  anderes  Element  r begrenzten  Intervallen  zunächst  das  eine, 
durch  den  Bewegungssinn  und  den  Anfangspunkt  bestimmte  durchlaufen, 
und  kann  nicht  eher  in  das  andere  Intervall  gelangen,  bis  es  alle  Elemente 
des  ersten  einmal  gedeckt  hat  (No.  1,  12o*). 

«)  Durch  jede  Lage  | des  das  Gebilde  in  einem  und  demselben  Sinne 
£ stetig  durchlaufenden  Elementes  und  ein  beliebig  gewähltes  Element  x 
wird  das  Gebilde  in  zwei  Intervalle  getheilt,  von  denen  das  eine  das  im 
Sinne  E folgende  und  daher  nach  No.  1,  12a,  15  alle  die  Elemente  enthält, 
deren  Lage  das  laufende  Element  einnehraen  muss,  bis  es  nach  t gelangt, 
während  das  andere  das  im  Sinne  2^  vorhergehende  und  alle  die  Elemente  ent- 
hält, deren  Lage  das  laufende  Element  nicht  einzunchmen  braucht  und  nicht 
einnehmen  kann,  bis  es  im  Sinne  E das  erste  Mal  nach  r gelangt  ist;  das 
erstere  bezeichnen  wir  mit  (||t),  das  zweite  mit  (§ — t)*). 

Demnach  bezeichnen  wir  mit  Rücksicht  auf  No.  l,  wenn  A.  das  An- 
fangselement, mit  (^  — A)  dasjenige  Intervall,  welches  das  laufende  Ele- 
ment von  der  Lage  A aus  bereits  beschrieben,  und  mit  (|  | A)  dasjenige, 
welches  das  laufende  Element  zu  beschreiben  hat,  bis  es  wieder  nach  A 
gelangt. 

c)  Dasjenige  der  beiden  durch  zwei  Elemente  A,  x begrenzten  Inter- 
valle, welches  das  in  einem  gegebenen  Sinne  2?  auf  das  gewählte  Anfangs- 
element A folgende,  also  auch  das  in  demselben  Sinne  E dem  Endelement  x 
vorhergehende  Element  enthält,  ist  demzufolge  mit  (A]t)  = (t  — A)  zu  be- 
zeichnen, das  andere  der  Intervalle  (Ar)  aber,  welches  das  in  dem  Sinne 
E dem  Element  A vorhergehende,  also  das  im  Sinne  E auf  das  Anfangs- 
element t folgende  Element  enthält,  mit  (t  | A)  = (A  — t). 

d)  Während  das  laufende  Element  das  Intervall  (A|r)  von  der  Anfangs- 
lage A an  stetig  beschreibt,  theilt  es  in  jeder  seiner  Lagen  dasselbe  in  zwei 
Theile  (A§)t  und  A(|r),  welche  wir  demgemäss  resp.  mit  — A)  und 
(^1  t)  zu  bezeichnen  haben;  der  letztere  Theil  1 1)  und  das  ganze  Inter- 
vall (t[A)  = (A — t)  bilden  das  Intervall  (§  | A)  und  gehören  demselben  mit 
allen  ihren  Elementen  an;  der  erstere  Theil  (|  — A)  und  das  Intervall  (A  — t) 
bilden  das  Intervall  — t).  • Beschreibt  das  laufende  Element,  nachdem 


♦)  Lesen  können  wir  diese  Symbole  resp;  | plus  t und  § minus  t.  Der  vcrticalo 
Strich  (I)  ist  der  Einfachheit  wegen  statt  des  gewühnUchen  Pluszeichens  gesetzt 
worden. 
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es  in  die  Lago  t gelangt,  in  gleichem  Bewegungssinn  das  Intervall  (t  | A), 
80  theilt  08  in  jeder  seiner  Lagen  dieses  in  zwei  Theile  (|  — r)  = (|  j A);  der 
crsterc  Theil  (§  — t)  und  das  ganze  Intervall  (A|r)  = (r  — A)  bilden  mit 
allen  ihren  Elementen  das  Intervall  (|  — A),  der  letztere  Theil  (^  | A)  und 
das  Intervall  (A  | t)  bilden  das  Intervall  | r). 

Während  daher  das  laufende  Element  das  Intervall  (A  | r)  beschreibt, 
ist  A ein  Element  des  Intervalles  (|  — r) ; während  cs  das  Intervall  (r  | A) 

= (A  — t)  beschreibt,  gehört  A dem  Intervall  (|  ] r)  an. 

e)  Sind  demnach  tj  zwei  beliebige  Lagen  des  laufenden  Elementes, 

so  ist  stets  eines  der  Intervalle  (|  — r),  (»;  — t)  ein  Theil  des  anderen  und 
eines  der  Intervalle  (|  | r),  (rj  | r)  ein  Theil  des  anderen;  aber  die  Intervalle 
(I  j t)  und  (rj  — r)  , — t)  und  (rj|r)  haben  das  eine  Paar  kein  einziges  Ele- 

ment gemeinschaftlich,  das  andere  nur  das  Intervall 

Elemente  des  Intervallcs  können  daher  nur  zwei  Intervallen  ge- 

meinschaftlich sein,  welche  in  ihrem  Zeichen  entweder  beide  den  verticalen 
oder  beide  den  horizontalen  Strich  enthalten,  Elemente  des  Intervalles 
nur  zw'ei  Intervallen,  von  denen  das  eine  den  verticalen,  das  andere 
den  horizontalen  Strich  in  seinem  Zeichen  enthält. 

P Ferner  folgt  aus  löd:  Ist  v ein  Element  des  Intervalles  (A  | t),  so 
ist,  während  das  laufende  Element  § das  Intervall  (Av)r  beschreibt,  allen 
Intervallen  — t)  der  Theil  (tA)v,  allen  Intervallen  (^|  t)  der  Theil  A(vt) 
gemeinschaftlich;  während  § das  Intervall  A(vt)  beschreibt,  ist  allen  Inter- 
vallen — r)  der  Theil  (tAv)  und  während  | das  Intervall  v(rA)  beschreibt, 
ist  allen  Intervallen  (||  t)  der  Theil  (Avr)  gemeinschaftlich. 

16.  Aus  No.  1 und  12a  geht  hervor; 

n)  Hat  ein  Element  eines  der  Grundgebilde  in  demselben  in  einem  ge- 
gebenen BewegungHsinne  Avr  ein  Intervall  (Avr)  von  der  Lage  A an  durch- 
laufen und  bewegt  es  sich  in  demselben  Sinne  weiter,  so  beschreibt  es  das 
zweite  der  durch  A und  t begrenzten" Intervalle  (tA)v;  ändert  es  aber  in  der 
Lage  T den  Bewegungssinn,  so  muss  cs  in  das  erste  Intervall  zurückkehrcn. 

b)  Sind  demnach  drei  aufeinanderfolgende  von  einander  verschiedene 
Lagen  «,  ß,  Y eines  in  einem  der  Grundgebilde  sich  bewegenden  Ellementes 
so  beschaffen,  dass,  wenn  i/;  irgend  eines  der  übrigen  von  a,  ß,  y verschie- 
denen Elemente  ist,  a und  y nicht  in  demselben  der  durch  und  ß begrenz- 
ten Intervalle  sich  befinden,  also  y nicht  in  (‘i{^ccß)  liegt,  so  folgen  die  drei 
Lagen  aßy  in  demselben  Bewegungssinne  auf  einander,  und  wir  nennen  ß 
ein  gewöhnliches  Element;  befinden  sich  aber  y mit«  in  demselben 
Intervall,  so  dass  (‘^ cc ß)  = (ip y ß) , so  hat  das  sich  bewegende  Element  in 
der  Lage  ß seinen  Bewegungssinn  geändert,  in  den  entgegengesetzten  ver- 
wandelt; wir  nennen  dann  ein  Kückkehrelement.  Hierbei  ist  nicht 
ausgeschlossen,  dass  in  dem  Elemente  ß mehrere  in  der  Bewegung  des  lau- 
fenden Elementes  aufeinanderfolgende  Lagen  zusammenfallcn  (vereinigt 
sind) , y ist  daun  die  erste  von  ß verschiedene  Lage  desselben. 
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c)  Aeudert  das  laufende  Element,  nachdem  es  ein  Intervall  be- 

schrieben, in  der  Lago  ß den  Bewegnngssinn  und  beschreibt  es  in  dem  ent- 
gegengesetzten Sinne  das  Intervjdl  (ß — = so  ist  daher  entwe- 

der (ß  — q>)  ein  Theil  von  (i/^|/3),  oder  1 13)  ein  Theil  von  (ß  — qp);  in 
dem  beiden  Intervallen  gemeinschaftlichen  'riieilc  ist  jedes  Element  dop- 
jielt  zu  zählen  als  dem  einen  und  dem  anderen  Intervall  angehörig;  die  Ste- 
tigkeit erfordert  auch  von  dem  Grenzelement,  dem  Hückkehrelerncnt  ß,  an- 
zunehmen, dass  in  ihm  zwei,  nämlich  zwei  aufeinanderfolgende  Lagen  des 
laufenden  Elementes  vereinigt  sind. 

17.  Bewegen  sich  daher  zwei  Elemente  eines  Grund- 
gcbildesin  demselben,  resp.  von  den  LagenA  undr  aus  in  de m’- 
selben  B e w e g u n g s s i n n e , so  b e s c h r e i I)  t das  eine  Element  zu- 
nächst das  eine,  das  andere  Element  zunächst  das  andere  der 
durch  Aund  t begrenzten  Intervalle  und  umgekehrt;  bewegen 
sie  sich  aber  in  entgegengesetztem  Bewegungssinn,  so  be- 
schreiben beide  dasselbe  Intervall  und  umgekehrt.  Im  ersten 
Falle  ist  es  nicht  noth wendig,  dass  die  beiden  Elemente  sich  begegnen,  im 
zweiten  begegnen  sie  sich  immer. 

а)  Ist  die  Bewegung  der  beiden  Elemente  $,  p nun  eine  solche,  dass, 

während  das  eine,  von  k aus  das  Intervall  (A|r),  das  andere,  von  x aus 
das  Intervall  (rlA)  = (A  — t)  durchläuft,  so  dass  nie  beide  in  demvselben 
Intervall  sich  befinden  und  sie  gleichzeitig  | in  t,  p in  k anlangen,  so  thoi- 
len  je  zwei  gleichzeitige  Lagen  von  ^ und  p das  ganze  Gebilde  in  zwei  In- 
tervalle, welche  nach  No.  15a  mit  — §)  und  (p|§)  = (^ — p)  zu  be- 

zeichnen sind,  und  deren  jedes  nach  No.  ]‘Zb  und  stets  eines  der  Ele- 
mente A,  T enthält;  und  zwar  enthält,  so  lange  | in  dem  Intervall  (Ajr),  also 
Q in  dem  Intervall  fr|A)  sich  befinden,  das  Intervall  (^|p)  = (p — i)  stets 
das  Element  t,  das  Intervall  (p|^)  = (|  — p)  stets  das  Element  A,  so  dass 
(||r)  stets  ein  'l’heil  von  (§|p)  und  (|  — A)  stets  ein  Theil  von  (|  — p),  (p|A) 
stets  ein  Theil  von  (pj|)  = (| — p)  und  (p  — r)  stets  ein  Theil  von  (p  — 

= (5jp)  ist.  Ist  dann  v irgend  ein  Element  des  Intervalles  (Ajr),  und  ist, 
Menu  I nach  v,  p nach  v gelangt,  welches  ein  Element  des  Intervalles 
(A  — t)  ist,  so  folgt  aus  No.  15/; 

W ä h r e n d I d a 8 I n t e r V a 1 1 (A 1 v)  = (A  v)  T beschreibt,  sind  allen 
Intervallen  (|  | p)  tl  i c s ä m m 1 1 i c h e n Elemente  des  I n t c r v a 1 1 e s 
(i. |t)  = A(vt)  gemeinschaftlich  und  nur  diese,  allen  Intervallen 

= — p)  die  sämmtlichen  Elemente  des  Intervall  es  (t;|A) 

= t(vA)=(A — v)  und  nur  diese;  während  ^ den  'Pheil  (r|T)  = A(vr) 
d u r c h 1 ä u f t , i 8 1 a 1 1 e n I n t e r V a 1 1 e n (I  — p)  d c r T h e i 1 (v  — A)  = (A  | r) 
= (A  v)  T g e in  e i n s c h a f 1 1 i c h und  s o n s t k e i n Element,  allen  Inter- 
vallen (p  — ^j  = (^|p.)  der  Theil  (u  — t)  = (t1  v)=(tv) A. 

б)  Durchläuft  ein  Element  eines  der  Gründgebilde  dasselbe  zweimal 
hintereinander  in  demselben  Bewegung.ssinne  von  der  Lage  A an,  so  bilden 
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alle  diese  Lagen,  wenn  wir  die  des  ersten  und  zweiten  Umlaufes  unterschei- 
den, ein  Gebilde,  von  welchem  der  Satz  in  No.  l ebenfalls  gelten  muss  mit 
seinen  säramtlichen  Folgerungen.  Wir  denken  uns  die  Lagen  des  zweiten 
Umlaufes  auf  denen  des  ersten  liegend,  dann  haben  wir,  wenn  das  laufende 
Element  einen  Umlauf  vollendet,  nach  No.  15a  den  zweiten  Umlauf  mit 
(i|A),  den  ersten  mit  (A  — A)  zu  bezeichnen.  Lassen  wir  nun  zwei  auf- 
einanderliegende Elemente  gleichzeitig  sich  in  diesem  Gebilde  von  einer 
bestimmten  Lage  AA  an  in  bestimmtem  Bewegnngssinne  bewegen,  so  genü- 
gen die.selben  den  Bedingungen  für  die  Bewegung  der  Elemente  ^ und  q 
in  No.  17«;  wenn  das  eine  derselben  einen  Umlauf  gemacht,  hat  auch  das 
andere  einen  vollendet;  bei  jeder  Lage  von  enthält  jedes  der  beiden 
Intervalle  (||0*  sämintlichen  Elemente  des  einfachen  Gebildes 

einmal. 


§.  5.  Perspectivische  lutervaHe. 


18.  Lediglich  als  Folgerung  aus  den  Voraussetzungen  und  Sätzen  in 
No.  1,6,  7,8,9,  10,  15  ergiebt  sich: 

Ist  a eine  beliebige  Punktreihe  in  der  Ebene  eines  beliebigen  ebenen 
StrahUuischels  6^,  welche  nicht  mit  dem  Mittelpunkte  s>^  perspcctivisch  liegt. 


so  entspricht  jedem  Punkt  derselben  ein  und  nur  ein  Strahl  des  Bü- 
schels und  umgekehrt.  Wählen  wir  zwei  bei  iebige  Punkto  von  a 
u n (1  z u G r e u z p u n k t e n und  d i e m i t diesen  perspcctivisch 
1 i e g c n (1  e n S t r a h I e n 5^ , zu  G r e n z s t r a h 1 e n d e s B ii s c h e 1 s , so 

entsprechen  allen  Punkten  der  einen  Strecke  n u r Strah- 

len, und  zwar  die  sämmtlichen  Strahlen  des  einen  Winkels 

s^.  , und  umgekehrt,  allen  Punkten  der  an  deren  Strecke 

nur  Strahlen,  und  zwar  die  sämmtlichen  des  anderen  Winkels 


umgekehrt.  Dies  gilt  ganz  allgemein  (No.  3),  mag  a eine 

endliche  oder  die  unendlich  entfernte  Gerade,  mag  ein  endlicher  oder 
unendlich  entfernter  Punkt  sein,  bei  ganz  beliebiger  Wahl  der  Grenzele- 
mente. 


o)  Die  einem  Punkteupaar  erster,  zweiter,  dritter  Art  entsprechenden 
Strahlen  bilden  daher  stets  ein  Strahlenpaar  resp.  erster,  zweiter  oder  drit- 
ter Art,  und  die  einem  Strahlenpaar  erster,  zweiter,  dritter  Art  entspre- 
chenden Punkto  bilden  stets  ein  l’unktepaar  resp.  erster,  zweiter,  dritter 
Art;  vorausgesetzt  ist  dabei,  dass  die  Grenzelemcntc  der  Punktreihe  und 
des  Strahlbüschels  perspcctivisch  liegen. 
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b)  Die  eine  der  durch  und  vV  begrenzten  Strecken  liegt  nach 

No.  10  ganz  mit  allen  ihren  Punkten  in  dem  von  den  Strahlen  des  einen 

der  von  und  begrenzten  Winkels  , des  entsprechenden  Winkels, 

bedeckten  Gebiet  der  Ebene,  die  andere  Strecke  ganz  mit  allen  ihren 

Punkten  in  dem  Gebiet  des  anderen,  des  ihr  entsprechenden  Winkel.s 

r)  Nach  No,  6 und  15«  entspricht  der  Strecke  der  Win- 
kel umgekehrt;  demnach  liegt  die  Strecke 

ganz  in  dem  Winkel  | j r)^  ’ Strecke  liegt  ganz 

mit  allen  ihren  Punkten  in  dem  ihr  entsprechenden  WinkeLv^,.  , ( s^. 

Uoherhauj)t  liegt  eine  Strecke  ganz  mit  allen  ihren  Punkten 
in  demjenigen  von  zwei  mit  ihren  Gronzp unkten  perspccti- 
visch  liegenden,  sonst  beliebigen  Strahlen  ein  er  Ebene  gebil- 
deten Winkel,  in  welchem  einer  ihrer  Punkte  sich  befindet 
(No.  3/>,  10.) 

o)  Die  mit  den  Punkten  einer  Strecke,  die  nur  einen  Theil  der  Gera- 
den a bildet,  perspectivischen  Strahlen  eines  Büschels,  dessen  Mittelpunkt 
nicht  in  der  Geraden  a liegt,  bilden  daher  einen  Winkel,  der  stets  nur  einen 
Theil  des  Büschels  ausmacht  und  umgekehrt  (No.  3). 

e)  Zwei  Punkte  der  unendlich  entfernten  Geraden  bilden  daher  in  Be- 
zug auf  zwei  beliebige  Grenzpunkto  derselben  ein  Punktepanr  erster,  zwei- 
ter oder  dritter  Art,  wenn  in  irgend  einem  Strahlbüschel  mit  endlichem 
Mittelpunkt  die  mit  diesen  beiden  Punkten  perspectivischen  Strahlen  in 
Bezug  auf  die  mit  den  Grenzpunkten  perspectivischen  Strahlen  ein  Strahlen- 
paar resp.  erster,  zweiter  oder  dritter  Art  bilden;  in  allen  übrigen  Strahl- 
büscheln mit  endlichem  Mittelpunkt  bilden  dann  die  entsprechenden  Strah- 
len ebenfalls  ein  Strahlenpaar  resj).  erster,  zweiter  oder  dritter  Art.  (Vergl. 
die  Anmerk,  zu  No.  10.) 

So  beurtheilen  wir  das  Verhalten  der  sich  der  Anschauung  entziehen- 
den unendlich  fernen  Elemente  aus  dem  V^erhalten  der  mit  ihnen  perspeeti- 
vischen  endlichen  Elemente. 


19.  Daraus  geht  hervor:  Beziehen  wir  irgend  eine  Punktreihe  er,  per- 
spectivisch  auf  einen  Strahlbüschel  3^,  dessen  Mittelpunkt  mit  keinem  der 
iMinkte  von  «,  identisch  ist,  den  Strahlbüschel  ferner  perspectivisch  auf 
eine  Punktreihe  o, , deren  Träger  nicht  den  Punkt  enthält,  diese  Punkt- 
reihe wieder  auf  einen  Strahlbüschel  dessen  Mittelpunkt  nicht  mit  einem 
ihrer  Punkte  zusnmmenfällt  u.  s.  f. , und  sind  in  jedem  der  Gebilde  g’, 
d*,  ...  zwei  Elemente  zu  Grenzelementen  so  gewählt,  dass  sie  mit  den 
Grenzelemenfen  des  jedesmal  in  der  Reihe  vorhergehenden,  also  auch  des 
folgenden  Gebildes  perspectivisch  sind,  so  entsprechen  jedem  Elementen- 


282  Die  projectivisclien  Eigenschaften  der  gewöhnlichen  und 

paar  erster,  zweiter  oder  dritter  Art  des  einen  Gebildes  in  jedem  der  ande- 
ren Gebilde  Elementenpaare  resp.  der  ersten,  zweiten  oder  dritten  Art  in 
Bezug  auf  die  erwählten  Grenzelemente,  so  dass  allen  Elementen  desselben 
Intervalles  eines  Gebildes  in  jedem  der  anderen  Gebilde  nur  Elemente  des- 
selben Intervalles  und  zwar  die  sämmtlicben  entsprechen,  w’elches  wir  das 
dem  ersteren  entsprechende  Intervall  nennen*).  Dem  einen  Bewegungs- 
sinn in  einem  dieser  Gebilde  entspricht  in  jedem  der  anderen  Gebilde  ein 
ganz  bestimmter,  von  diesem  abhängiger  Bewegungssinn.  Vcrgl.  No.  0^>,  12«. 
Die  Träger  dieser  Gebilde  brauchen  nicht  sämmtlich  in  derselben  Ebene 
zu  liegen;  nothweudige  und  hinreichende  Bedingung  ist  nur,  dass  jede 
Punktreihe  in  der  Ebene  der  beiden  mit  ihr  perspectivischen  Strahlbüschel, 
nämlich  des  in  der  Reihenfolge  vorhergehenden  und  des  folgenden,  liegt, 
also  nach  No.  2 mit  der  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen  zusammenfällt  und 
keinen  der  Mittelpunkte  dieser  beiden  Büschel  enthält. 

20.  Ist  aber  a eine  Gerade  in  der  Ebene  eines  ebenen  Strahlbüschcls 
welche  mit  dem  Mittelpunkt  perspectivisch  liegt,  so  ist  a ein  Strahl 

des  Büschels  und  = ein  Punkt  der  Punktreihe  «;  die  allen  übrigen 
Strahlen  des  Büschels  auf  der  Geraden  « ents})rechenden  Punkte  fallen  zu- 
sammen (No.  2)  in  den  Punkt  und  die  allen  übrigen  Punkten  der  Gera- 
den a im  Büschel  entsprechenden  Strahlen  fallen  zusammen  in  den  Strahl 

«,  so  dass  dem  Punkt  von  a alle  Strahlen  des  Büschels  ausser  «,  dem 
Strahl  fl  des  Büschels  aber  alle  Punkte  von  a ausser  entsprechen  **). 

fl)  Wählen  wir  nun 

zwei  beliebige  von  ver.schie-  beliebige  von  a verschiedene 

dene  Punkte  von  « und  zu  Strahlen  des  Büschels  und 

Grenzpunkten  und  die  mit  diesen  | zu  Grenzstrahlen  und  die  mit  diesen 


*)  Pass  das  Oesagte  in  der  Tliat  auch  für  eine  iineodlich  entfernte  Punkt- 
reihe und  mit  ilir  pcrspectivische  StrahlbUsehel  gilt,  erhellt  ^auch  aus  Fol- 
gendem: .Tc  zwei  solcher  Strahlbüschel,  deren  Mittelpunkte  ausserhalb  gx,  liegen, 
also  endliche  Punkte  bind  (No.  36),  müssen  entweder  in  derselben  Ebene,  welche 
auch  die  unendlich  entfernte  Gerade  g^  enthält,  oder  in  zwei  verschiedenen 
Kbeiien  liegen,  die  sich  in  dieser  unendlich  entfernten  Geraden  g^  schnei- 
den. In  jedem  Falle  lässt  sich  von  irgend  einem  Punkte  von  g^  in  der  Kbcne 
eines  jeden  dieser  Strablbiischel  eine  Gerade  ziehen,  welche  mit  keinem  der  Hüschcl- 
strahlen  zusammenfäHt;  diese  beiden  Geraden  liegen  in  einer  Ebene,  werden  jede 
von  einem  der  beiden  Strahlbüschcl  in  projectivisclien  Punktreihen  geschnitten, 
welche  perspectivisch  liegen,  da  in  dem  unendlich  entfernten  Punkt  zwei  entspre- 
chende Zusammenfällen,  so  dass  für  die  projectivische  Beziehung  der  beiden  ge- 
gebenen Strahlbüschcl  die  unendlich  entfernte  Gerade  ersetzt  werden  ksnii  durch 
zwei  endliche  Punktreihen,  welche  mit  einem  Strablbiischel  perspectivisch  liegen, 
dessen  Mittelpunkt  ein  endlicher  Punkt  ist. 

**)  Schroeter,  die  Theorie  der  Kegelschnitte.  1867,  §.  19a. 
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pcrspectivischen  Strahlen  zu  Grcnz- 
strahlen  des  Büschels,  so  fallen  letz- 
tere zusammen  in  den  Strahl  n;  je 
zwei  von  a verschiedene  Strahlen 
bilden  daher  ein  Strahlenpaar  der 
zweiten  Art  und  die  ihnen  entspre- 
chenden Punkte  der  Geraden  n bil- 
den ein  Punktepaar  der  zweiten 
Art;  die  einem  Punktepaar  erster, 
zweiter  oder  dritter  Art,  von  wel- 
chen wenigstens  einer  nicht  mit 
identisch  ist,  ent.sprechenden  Strah- 
len bilden  ein  Strahlenpaar  dritter 
Art. 

b)  Fällt  aber  mit  einem  der 

Grenzpunkte  auf  o,  etwa  mit  zu- 
sammen, so  ist  a der  eine  Grenz- 
strahl des  Büschels,  welcher  dem 

Punkt  entspricht,  der  andere 

Grenz.strahl , welcher  dem  ent- 
sprechen sollte,  aber  wird  unbe- 
stimmt, so  dass  sich  Strahlenpaare 
erster  und  zweiter  Art  nicht  unter- 
scheiden lassen;  demnach  entspricht 
jedem  Punktepaar  der  Geraden  « 
ein  Strahlenpaar  dritter  Art  des 

Büschels  0^  und  jedem  Strahlenpaar 
des  Büschels  ein  Punktepaar  drit- 
ter Art  auf  der  Geraden  «. 
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perspectivischen  Punkte  zu  Grenz- 
punkten von  (ty  so  fallen  letztere  zu- 
sammen in  den  Punkt  0^ ; jo  zwei 

von  a**  verschiedene  Punkte  von  a 
bilden  daher  ein  Punktepaar  der 
zweiten  Art  und  die  ihnen  entspre- 
chenden Strahlen  des  Büschels 
ein  Strahlenpaar  der  zweiten  Art, 
die  einem  Strahlenpaar  erster,  zwei- 
ter oder  dritter  Art,  von  welchen 
wenigstens  der  eine  von  a verschie- 
den ist,  entprechenden  Punkte  bil- 
den ein  Punktepaar  dritter  Art. 

Fällt  aber  a mit  einem  der  Grenz- 
strahlen von  etwa  mit  zusam- 
men, so  ist  der  eine  Grenzpunkt 
auf  ö,  welcher  dem  Strahl  ent- 
spricht, der  andere Grenzpunkt,  wel- 
cher dem  6’^  entsprechen  sollte,  aber 

wird  unbestimmt,  so  da.ss  sich  Punk- 
tepaare erster  und  zweiter  Art  nicht 
unterscheiden  lassen;  demnach  ent- 
spricht jedem  Strahlenpaar  des  Bü- 
schels 0^=a^ein  Punktenpaar  drit- 
ter Art  auf  a und  jedem  Punkte- 
paar auf  a ein  Strahlenpaar  dritter 

Art  im  Büschel  0^. 


ausgezeichneten  Elemente  ebener  Curven. 


Ob  3^ ein  endlicher  oder  unendlich  entfernter  Punkt,  u eine  endliche 
oder  die  unendlich  entfernte  Gerade  ist,  ist  hierfür  gleichgiltig  (No.  2, 3,7,8  o). 


§.  6.  Grenzgerade. 

E i n S t rah  1 b ü sc  h e 1 und  eine  Punk  treibe.  Streckenbüschel. 

21.  a)  1.  Bezeichnen  wir  die  Gerade  in  No.  18  als  Strahl  des  Bü- 

XX  X 

schels  a gemäss  No.  11«  mit  « und  die  Gerade  « mit  « .,  so  wird  in 

ö p If,' 

jeder  seiner  Lagen  durch  die  mit  diesen  Geraden  persj)ectivischcn  Punkte 
und  in  zwei  Strecken  getheilt,  von  denen  zufolge  No.  18ft  die  eine 
die  sämmtlichen  Punkte  enthält,  welche  mit  den  Strahlen  des  einen 

Zpilschrin  f,  .Mallicinnlik  u.  I’liysik.  XIV,  I. 


20 
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der  durch  und  begrenzten  Winkel,  perspectivisch  liegen,  und 

nur  diese,  während  die  andere  Strecke  die  sämmtlichen  Punkto 

enthält,  welche  mit  den  Strahlen  des  andern  Winkels  perspectivisch 

liegen,  und  nur  diese;  ist  aber  ein  ganz  beliebiger  von  und  ver- 

X ^ (f  i> 

schiedener  Strahl  des  Busches  a . 

2.  Zufolge  No.  10  giebt  es  keinen  Punkt  in  dem  Winkel  welcher 

KQX'^) 

nicht  auf  einem  ganz  mit  allen  seinen  Elementen  in  denselben  fallenden 

Strahl  des  Büschels  läge  und  zugleich  nach  No.  2,  3«,  Ce  einem  Strahl 

des  Büschels  angehörte,  und  zwar  derjenigen  Strecke  desselben,  welche 
nach  No.  18c  ganz  mit  allen  ihren  Punkten  in  diesem  Winkel  liegt,  den 

mit  gemeinschaftlichen  Punkt  enthält  und  daher  mit  zu  be- 

zeichnen ist. 

b)  Ist  irgend  eine  andere  Gerade  derselben  Ebene,  welche  weder 
mit  noch  mit  perspectivisch  liegt  und  nach  No.  3 mit 

resp.  die  Punkte  — 9j“  ~ gemeinschaftlich  hat,  von 

, denen  nach  No.  2 keine  zwei  zusammenfallen,  so  liegt  jeder  Punkt  der 

^ als  mit  einem 

(Qz^y 


Strecke  sowohl  mit  einem  Strahl  des  Winkels  n 


Strahl  des  Winkels  perspectivisch,  wo  = sj  = a 


die  resp.  mit  den  Punkten  9^,  9^,  9^  perspectivischen  Strahlen  des 
Büschels  3^  sind;  und  jeder  Punkt  der  Strecke  g 
einem  Strahl  des  Winkels  a 


Q 9 
9' 


Xi'P9) 

d 


liegt  sowohl  mit 

,,  als  mit  einem  Strahl  des  Winkels 
xi'^9)  Xi'P9r 

perspectivisch.  Auf  jedem  Strahl  des  W'inkels  enthält 

daher  die  Strecke  den  mit^^  perspectivischen  Punkte 

und  sonst  auf  keinem  andern  Strahl;  auf  jedem  Strahl  des 

MX'P) 


Winkels  s ^ ^^^e  nt  hält  die  Strecke  den  mity^  porspecti- 

vischen  Punkt  §,  nie  die  Strecke 

c)  Lassen  wir  daher  einen  Strahl  von  der  Lage 
aus  den  Strahl büschel  in  demselben  Sinne  conti nuirlich 

durchlaufen,  so  muss  die  eine  der  beiden  durch  und  den 
mi t perspectivischen  Punkt  b e g r e n z t e n S t r e c k c n 
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stetier  den  Winkel  a]  beschreiben,  bis  einen  Umlauf 

vollendet  und  wieder  nach  gelangt  (No.  1),  in  allen  ihren 

Lagen  während  desselben  und  in  allen  ihren  Punkten  in  die- 
sem Winkel  liegen,  und  cs  kann  keinen  Punkt  in  diesem  "Win- 
kel geben,  welcher  von  dem  Strahl  während  einesUmlaufes 
mehr  als  einmal  oder  keinmal  (No.  Oc)  getroffen  würde,  und 
keinen,  welcher  nicht  in  der  mit  ihm  perspectivischen  Lage 

von  (lerSt  recke  an  ge  hörte;  die  andere  Strecke 

aber  muss  in  derselben  Weise  den  andern  Winkel  . be- 

Xi^Q) 

schreiben. 

22.  und  jeder  Punkt  von  gehören , ihrer  Natur  als  Grenzpunkte 

gemäss,  beiden  Strecken  des  perspectivischen  Strahles  an,  jeder  von  diesen 
verschiedene  Punkt  aber  nur  einer  Strecke.  Jede  Gerade  der  Ebene  wird 

daher  in  dem  mit  gemeinschaftlichen  Punkt  und,  wenn  sie  den  Punkt 

enthält,  auch  in  diesem  gleichzeitig  von  beiden  Strecken  des  Strahles 
getroffen,  in  jedem  der  übrigen  Punkte  aber  nur  von  einer.  Wir  bezeichnen 

die  eine  der  beiden  Strecken  , welche  im  Drehsinne  ^ von  den 

Winkel  beschreibt,  mit  die  andere  mit  und  in  der 

Anfangslage  beim  Anfänge  der  Bewegung  resp.  mit 

Während  im  Sinne  J einen  Umlauf  macht,  werden  von  derselben 
Strecke  g a;(?  ^))  getroffen: 

a)  jede  von  und  r/  verschiedene  Gerade  des  Winkels  ^ 

Q if,  (9Z^)\  z(^Q)J 

in  allen  Punkten,  ausgenommen; 

b)  jede  beliebige  Gerade  der  Ebene  welche  weder  mit  noch 

mit  g^  perspectivisch  liegt,  in  allen  Punkten  der  Strecke  , 

welche  von  den  Grenzpunkten  und  verschieden  sind,  und  in  dem 
Punkte  g^,  wenn  dieser  der  Strecke  in  der  An- 

I Q , 

fangslage  a = angehört; 

c)  jede  Gerade  der  Ebene,  welche  mit  g^  perspectivisch,  also  ein 
Strahl  des  Büschels  ist,  in  allen  Punkten  der  Strecke  g 

ausser  den  Grenzpunkten  g^  und  g^,  aber  in  der  einzigen  Lage  (No.  2)  des 

20* 
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laufenden  Strahles  in  welcher  er  mit  6'^  zusammenfällt;  in  allen  anderen 
Lagen  desselben  wird  sowohl  von  der  einen  wie  von  der  anderen  Strecke 

5 

im  Punkt  getroffen  (No.  20). 

23.  Da,  wenn  von  verschieden,  jede  der  beiden  Strecken 

’ Q ip  ’ 

(jjo.  21i>)  nur  ein  Theil  der  Geraden  , also  auch  jeder  der  beiden 
Winkel  einen  Theil  des  Büschels  ansmachen  kann, 

aber  jeder  der  Punkte  von  während  eines  Umlaufes  des  Strahles 
einmal  mit  ihm  perspectivisch  liegt  (No.  3,  6,  21cj,  so  muss  diejenige  der 
beiden  Strecken  von  , welche  in  der  Anfangslage  am  Anfänge 

der  Bewegung  den  mit  g^  gemeinschaftlichen  Punkt  nicht  enthält* 

denselben  nach  Beendigung  des  ersten  Umlaufes  von  enthalten,  und  die- 
jenige Strecke  welche  den  Punkt  in  der  Anfangslage  am  Anfänge 

der  Bewegung  enthält,  kann  denselben  nicht  nach  Beendigung  des  ersten 
Umlaufes  enthalten. 

a)  Jede  der  beiden  Strecken  g bildet  demgemäss, 
wenn  den  Büschel  einmal  durchlaufen,  in  der  Anfangs- 


lage .s'j  d i e E r g ä n z u n g zu  d e r j e n i g e n Strecke,  welche  sie  am 
Anfänge  der  Bewegung  bedeckte,  und  muss  beim  zweiten  Um- 
laufe von  in  demselben  D r 0 h s i n n e den  entgegengesetzten 
des  heim  ersten  Umlaufe  beschriebenen  Winkels  beschreiben, 
so  dass  sie  nach  Beendigung  des  z w e i t c n U m 1 a u f e s d i e s e 1 b 0 
Lage  hat  und  dieselben  Punkte  enthält,  als  beim  Anfänge  der 
B e w e g u n g. 

b)  Die  sämmllichen  Lagen  einer  der  beiden  Strecken  während 

zweier  aufeinanderfolgender  Umlätife  von  in  demselben  Drehsinne  sind 
daher  ein  Gebilde,  welches  wir  ein  Strcckenbüschel  nennen  wollen, 
von  welchem  die  Voraussetzungen  in  No.  1 und  die  daraus  hervorgehenden 
Folgerungen  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  gelten,  und  welches  die  ganze 

Ebene  des  Büschels  so  erfüllt,  dass  jeder  von  0^  verschiedene  Punkt  der- 

• i » 

selben,  welcher  nicht  der  Grenzgeraden  a angchört,  mit  einer  solchen 

Tj; 

Strecke  in  einer  und  'nur  einer  ihrer  Lagen  perspectivisch  liegt;  mit 
aber  liegt  die  laufende  Strecke  in  allen  ihren  Lagen  und  mit  jedem  Punkt 

von  0^  in  zwei  durch  einen  ganzen  Umlauf  von  «^getrennten  Lagen  per- 
spectivisch. 
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c)  Jeder  der  beiden  Winkel  a , . erscheint  hiernach  als 

eines  der  Intervalle,  in  welchedasStreckonbüschel  ^ ) , 
sowie  jedes  andere  * dessen  Mittelpunkt  irgend 

einer  der  Punkte  von  6’^  ist  und  welches  auf  dieselbe  Grenz- 
gerade bezogen  wird,  zerfällt  durch  die  beiden  von 
den  Punkten  a^=^^undg^  (resp.  s>^)  begrenzten  Strecken 

d)  Aus  No.  12 rt*  und  16  geht  ferner  hervor:  Dieselbe  der  durch  a 
und  auf  5^  bestimmten  Strecken,  welche,  w U h r e n d sich  im 
Sinne  von  au  bewogt,  den  Winkel  a,  . beschreibt,  bc- 

schreibt,  wenn  sich  im  entgogeugesetzton  Sinne  bewegt, 

den  Ergänzungswinkel  . ; und  derselbe  der  Winkel 

welcher  von  der  einen  der  in  der  Anfangslage  durch  a und^^ 

bestimmten  Strecken  beschrieben  wird,  während  s i c h im 

Sinne  ^ bewegt,  wird,  wenn  sich  im  entgegengesetzten 
Sinne  bewegt,  von  der  anderen  dieser  Strecken  beschrieben. 

24.  Während  im  Sinne  von  6‘^  aus  den  Büschel  beschreibt, 

durchläuft  der  auf  einer  Geraden  welche  Aveder  mit  noch  mit 
perspectivisch  liegt,  entsprechende  Punkt  gemäss  No.  21,  22  zuerst  die  in 
dem  Winkel  a 


befindliche  Strecke  Avenn  die  Gerade  in 


(ezv>) "Z 

irgend  einem  Punkt  der  Strecke  schneidet,  und  er  durchläuft  zuerst 

die  in  dem  Winkel  befindliche  Strecke  wenn  (/g  die  Gerade 

in  irgend  einem  Punkt  der  Strecke  schneidet. 

Daher  bcAv  egt  sich,  während  6-^  im  Sinnen/ den  Büschel 
beschreibt,  der  entsprechende  Punkt  auf  allen  Geraden  (/  der 

Ebene,  welche  mit  einen  Punkt  der  Strecke  ge  mein - 

schaftlich  haben,  im  Sinne  9^^^,  auf  allen  Geraden  g der 
Ebene,  welche  mit  5^  einen  Punkt  der  Strecke  0^^  gemein- 
schaftlich haben,  im  Sinne  9^^^,  welchem  im  Büschel  nach 
No.  1 der  dem  Sinne  o , entgegengesetzte  a entspricht. 

fiZV>  oot>  qxpi  t' 
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Besch  reibtabers^  denBüschel^^  indem  dem  Sinne  entge- 
gengesetzten Sinne  J , so  bewegt  sich  zufolge  No.  6 der  ent- 
sprechende Punkt  auf  allen  Geraden  der  erster en  Art  im 

Sinne  auf  allen  Geraden  der  letzteren  Art  im  Sinne 

25.  Die  ausnahmlose  Allgemeinheit  der  Voraussetzungen  des  §.  1 und 
der  darauf  sich  gründenden  Folgerungen  und  Definitionen  gestattet  uns, 
unsere  Untersuchungen  ihrem  Wesen  nach  ganz  allgemein  bei  ganz  belie- 
biger Lage  der  in  Betracht  kommenden  Gebilde  und  bei  ganz  beliebiger 
Wahl  der  in  denselben  bervorzuhebenden  Elemente  nnzuwenden.  Beson- 
derheiten in  der  Lage  der  Gebilde  und  der  Wahl  gewisser  Elemente  der- 
selben werden  nur  gewisse  Modificationen  des  Resultates  veranlassen, 
welche  aber  ebenfalls  in  der  allgemeinen  Untersuchung  als  Specialitäten 
enthalten  sein  müssen. 

a)  Jegliche  zwei  Elemente  eines  stetigen  geschlossenen  Gebildes  von 
der  in  No.  I angegebenen  Beschaffenheit  theilen  dasselbe  in  zwei  Inter- 
valle; auch  von  zwei  aufeinanderfolgenden  oder  zusammeufallenden  Ele- 
menten können  wir  dies  sagen,  nur  findet  dann  der  besondere  Fall  statt, 
dass  das  eine  Intervall  gleich  Null,  das  andere  gleich  dem  ganzen  Gebilde 

wird.  Ist  ein  Punkt  von  , so  wird  die  eine  der  Strecken  in 

jeder  Lage  von  welche  verschieden  von  i.st,  gleich  Null,  die  andere 
gleich  dem  ganzen  Strahl;  in  der  einzigen  mit  zusammenfallendeu  Lage 

aber  wird  die  Begrenzung  der  beiden  Strecken  unbestimmt. 

b)  Daher  folgern  wir,  damit  dieser  specielle  Fall  den  allgemeinen  Ge- 

setzen dieses  Paragraphen  sich  unterordne:  Während  von  dem  be- 
liebigen Anfangsstrahl  s*?  an  den  einen  der  Winkel  be- 

schreibt,  wird  die  eine  der  Strecken,  während  den  anderen 
der  Winkel  beschreibt,  die  andere  der  Strecken  ^(9^) 

gleich  Null,  und  die  Lage  von  bildet  denUebergang. 

Also  auch : Während«^  von  dem  beliebigen  Strahls^  an  den 

einen  Winkel«^  beschreibt,  wird  die  eine  der  Strecken 

(qv>) 

gleich  dem  ganzen  Strahl,  während  den  anderen  Winkel 

andere.  Durch  die  Anschauung  kann  mau  sich 
davon  überzeugen,  wenn  man  sich  zunächst  die  Grenzgerade  nicht 

mit  perspectivisch  denkt  und  nach  und  nach  um  den  Schnittpunkt  mit 
irgend  einem  Strahl  des  Büschels  sich  drehen  lässt,  bis  sie  mit 
zusammeufällt,  was  nothwendig  einmal  stattfinden  muss  nach  No.  2. 
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c)  Dem  Satz  in  No.  24  würde  dann  der  schon  aus  No.  1 und  6 folgende 

entsprechen,  dass  auf  allen  Geraden  der  Ebene,  welche  nicht  mit  per- 
spectivisch  liegen,  der  entsprechende  Punkt  sich  entweder  im  Sinne 
bewegen  muss,  wenn  den  Sinn  sf  = hat,  oder  im  Sinne 

wenn  den  Sinn  — a hat.  In  Bezug  auf  die  mit  ^ perspecti- 

Xipz  QV>Z  ^ 

vischen  Geraden  ist  No.  20  und  22c  zu  vergleichen. 

d)  Lassen  wir  den  Anfangsstrahl  der  Bewegung  von  mit  zu- 

saramenfallen , so  können  wir  den  No.  21&  und  22  b entsprechenden  Satz 
folgendermassen  aussprechen : Alle  nicht  mit*^  perspectivischen 
Geraden  der  Ebene  worden  in  allen  ihren  Punkten  von  mit 
derselben  Strecke  getroffen. 

Wir  heben  nur  diese  Einzelheiten  hervor;  die  den  übrigen  Sätzen 
dieses  Paragraphen  für  den  Fall,  dass  ein  Punkt  der  Grenzgeraden 
Ut,  entsprechenden  Sätze  ergeben  sich  hiernach  von  selbst. 


B.  Ein  Strahlbüschel  und  zwei  Punktreiheu. 

2f>.  Nehmen  wir  nun  zunächst  wieder  den  Punkt  ausserhalb  der 
Grenzgeraden  an,  und  sind  und  irgend  zwei  Gerade  derselben 


Ebene,  welche  mit  je  einen  Punkt  resp.  a"  — und 

derselben  Strecke  ^ ^^gemeinschaftlich  haben,  so  muss  nach  No.  21 A und 

24  von  den  beiden  resp.  mit  den  Strecken  und  perspectivi- 
schen Winkeln  Büschels  der  eine  ein  Theil  des 

andern  sein.  Die  Indices  6 und  § mögen  so  gewählt  sein,  dass  der  Winkel 
ein  Theil  von  isL  so  ist  der  dem  Punkt  g^  auf  g^  entspre- 
chende Punkt  ein  Punkt  der  Strecke  und  der  dem  Punkt  ent- 

(^V’)Z.  Winkeln 


8 


sprechende  Punkt  von  g^  ein  Punkt  der  Strecke 

XV>)  ^ entsprechen  demnach  auf  cr^  resp.  die  Strecken 

und  so  dass  sie  resp.  mit 

Xf, 

können  und  ferner  = s^,3t  t x\  und  s'' , . t ~ »/ti\  ist.  Dar- 


und ^^(18^)  bezeichnet  werden 


und  s',.  ,t  =«*, 


i(«{) 


nach  ist  der  mit  der  Strecke  perspectivische  Winkel  den 
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Winkeln  s^^^^^^und  geineinscliaftlich  und  in  jedem  seiner  von 

den  Grenzstrahlen  g und  ^ verschiedenen  Strahlen  liegen  die  mit 

ö f 

und  g ^ perspectivischen  Punkt  g und  ^ je  einer  auf  einer  der  Strecken 
> c 

bilden  also  ein  Punktepaar  der  ersten  Art  in  Bezug 

auf  die  Grenzpunkte  und  (No.  126). 

Auf  jedem  Strahl  des  Winkels  »her  liegen  die  beiden  Punkte 

und  in  einer  der  beiden  Strecken  bilden  also  ein  Punktepaar 

zweiter  Art  in  Bezug  auf  und  ; und  zwar  liegen  beide  und  in 

der  Strecke  auf  jedem  Strahl  des  Winkels  in  jedem 

Strahl  des  Winkels  aber  auf  der  Strecke  welche, 

wenn  den  ersten  Umlauf  beendet,  auf  dem  Strahl  .v^  — -mit  g 

’ l (f  k 

zusammenfällt  (No.  23</). 

a)  Haben  die  Geraden  g^  und  g^  mit  a^^=:=:s^  je  einen  Punkt  der 
Strecke  gemeinschaftlich,  so  gilt  mit  Vertauschung  der  Strecken 

^(dZ'P)  j^zi^Q)  dasselbe.  Das  Resultat  ist  unabhängig  von  dem  Dreh- 
sinne J von  s^.  Derjenige  Strahl  des  Büschels  , welcher  mit  dem 
Schnittpunkt  der  Geraden  g^  und  g ^ perspoctivisch  liegt,  muss  (No.  13«) 
ein  Strahl  des  Winkels  sein,  und  zwar  ein  Strahl  des  Theiles 

des  Theiles  > J®  nachdem  der  Punkt  in  dem  Win- 

kel . oder«^  , liegt. 

z(v>q)  {QZ^)  ® 

b.  Der  Anfangsstrahl  ist  beliebig  gewählt;  nehmen  wir  statt  dessen 
irgend  einen  anderen  Strahl  desselben  Winkels  wird  das  Re- 

sultat, wie  aus  demselben  von  selbst  hervorgeht,  nicht  geändert.  Es  lässt 
sich  jedoch  auch  schon  erkennen,  wie  der  Satz  lauten  muss,  wenn  statt  ein 

Strahl  6’^  des  anderen  Winkels  (d  I)  g^wäldt  wird,  oder  was  dasselbe  ist, 
wenn  g^  und  g^  den  Anfangsstrahl  die  eine  in  einem  Punkt  der  einen,  die 

andere  in  einem  Punkt  der  anderen  Strecke  schneiden;  es  lässt  sich 

aber  auch  durch  eine  ähnliche  Betrachtung  ableiten. 

Wir  können  demnach  folgenden  von  der  Wahl  des  Anfangsstrahlcs 
ganz  unabhängigen  Satz  aussprechen,  wobei  wir  den  Schnittpunkt  der  Ge- 
raden g^  und  g^  kürzer  mit  den  mit  demselben  porspectivischen  Strahl 
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des  Büschels  mit  und  den  mit  diesem  perspcctivischen  Punkt  der  Ge- 
raden mit  bezeichnen,  also:  Zwei  beliebige  Gerade«^  und 

'tp'xp  ® £ 

derselben  Ebene,  welche  nichtStrahlen  des  Büschels  sind, 

schneiden  die  Grenzgerade  in  zwei  P linkten 

ci^=Q^  , welche  diese  in  zwei  Strecken  tb eilen.  Auf  allen 

Strahlen  welche  mit  den  Punkten  der  Strecke  per- 

spectivisch  sind,  das  ist  auf  allen  Strahlen  dos  Winkels 
* ^ (d  0 g)  > * d e s s e n G e b i e t d e r P u n k t »3°  sich  b e f i n d e t , bilden 

die  mit  und  gemeinschaftlichen  Punkte  Ä und)S  ein 
Punktepaar  der  zweiten  Art  in  Bezug  auf  die  Grenzpunkto 
und  ] auf  allen  Strahlen  des  anderen  Winkels  o(|(5)  l^H' 
den  sie  ein  Punktepaar  der  ersten  Art,  und  auf  den  mit  und 

pcrspectivischen  Strahlen  und  den  Grenzstrahleu, 
ein  Punktepaar  der  dritten  Art  (No.  12 d*). 

27.  rt)  Ist  der  Mittelpunkt  des  Büschels  bei  ganz  beliebiger  Lage  der 
Geraden  g^  und  g^  mit  einer  derselben,  etwa  mit  g^  persjjectivisch,  so  ist 

verschieden  von  ^ und  es  gilt  von  den  den  Strahlen  dos  Büschels  auf  g^ 
entsprechenden  Punkten  das  in  No.  20,  von  den  auf  g^  entsprechenden 

•ft 

Punkten  das  in  No.  18  Ge.sagte.  Die  den  sämmtlichen  Punkten  von  g ^ 

ausser  3^  auf  <7^  entsprechenden  Punkte  fallen  in  den  Grenzpunkt  zu- 
sammen und  die  den  übrigen  Punkten  von  g^  auf  g^  entsprechenden  in 

g *).  Auf  allen  von  verschiedenen  Strahlen  6“  bilden  die 
mit  den  Geraden  ^ u n d g e m e i n s c h a f 1 1 i c h e n P u n k t e P u n k - 

tepaare  der  dritten  Art  in  Bezug  auf  die  Grenzpunkte  und 

na  ch  No.  12d*  auf  dem  mit  o..  Zusammenfalle  n den  Strahl 

'’o  0 

ebenfalls  ein  Punktepaar  dritter  Art  aber  nach  No.  12 iP. 

b)  Ist  mit  beiden  Geraden  g pcrspectivisch , also  nach  No.  2 mit 
dem  Schnittpunkt  identisch,  so  sind  die  den  sämmtlichen  Punkten  von  g^ 

ausser  g°  auf  g und  die  den  sämmtlichen  von  g ausser  auf  g^  ent- 
£ £ " 

sprechenden  Punkte  in  g*^  vereinigt;  auf  allen  von  g^  und  verschie- 

o g 


*)  Schroeter,  die  Theorie  der  Kegelschnitte  1807,  19a. 


292  Die  projectivischen  Eigenßcjiaften  der  gewöhnlichen  und 


(lenen  Strahlen  ^ bilden  die  mit  und  gemeinschaftlichen 
Punkte  Puuktepaare  dritter  Art  in  Bezug  auf  die  Grenz- 


punkte u nd  a nach  No.  auf  den  mit  und  g^  zu- 

sammen fall  enden  Strahlen  Punktepaare  dritter  Art  nach 
No.  12d®. 

28flr)  Ist  0^  mit  keiner  der  Geraden  g g^  perspectivisch , so  könneu 

wir  nach  No.  25  den  Satz  in  No.  26  auch  in  dem  Falle  anwenden,  wenn  die 
Ö $ l 

Punkte  a und  a auf  a zusammenfallen,  w-as  nach  No.  2 nur  möglich 

Tp  'll)  ® 

ist,  wenn  ein  Punkt  der  Grenzgeradcu  ; der  besonderen  Lage  von 
eutsnricht  das  Nullwerden  einer  der  beiden  Strecken  im  Resultat. 

Sind  also  g^  und  (/^irgend  zwei  Gerade  in  der  Ebene  des  Büschels  s>^,  welche 
einen  Punkt  der  Grenzgeraden  gemeinschaftlich  haben,  a^,  so  bilden 

1.  wenn  beide  Gerade  g von  verschieden  sind  und  den  Punkt 

nicht  enthalten,  die  Punkte  0 und  g*  entweder  auf  allen  Strahlen  des 

Büschels  ä^j'den  mit  perspectivischen  Strahl  ausgenommen,  ein 

Punktepaar  der  zweiten  Art  oder  auf  allen  Strahlen  ein  Punktepaar  der 

ersten  Art  in  Bezug  auf  die  Grenzpunkte  und  je  nachdem  das  eine 
oder  das  andere  von  einem  der  Strahlen  gilt,  je  nachdem  nämlich  die 

Strahlen  und  im  Büschel  a°  ein  Strahlenpaar  zweiter  oder  erster 
o 'tp  ip  ‘ 

Art  bilden  in  Bezug  auf  die  Geraden  <7^.  und  g^  als  Grenzstrahlon  (dies  folgt 

auch  aus  No.  18),  aber  auf  dem  Strahl  stets  ein  Punktepaar  dritter  Art 
(No.  12  d*); 

2.  w'enn  eine  der  Geraden  g oder  beide  mit  zusainmenfallen , die 
mit  g^  und  g^  perspectivischen  Punkte  eines  jeden  Strahles  ein  Punkte- 
paar dritter  Art  in  Bezug  auf  die  Grenzpunkte  0^  und  0^  (No.  19c’’*), 

b')  Ist  0^  ein  Punkt  von  und 

1.  sind  g^  und  g^  zwei  beliebige  in  der  Ebene  des  Büschels  0^  ge- 
legene Gerade,  welche  von  verschieden  sind  und  den  Punkt  0^  nicht 

enthalten,  so  bilden  nach  No.  136  und  25  die  Punkte  0 und  0 auf  dem 
Strahl  in  allen  seinen  von  verschiedenen  Lagen  ein  Punktepaar 
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zweiter  Art,  in  der  Lage  aber  ein  Punktepaar  dritter  Art  in  Bezug  auf 
die  Grenzpunkte  und  (No. 

2.  fallen  eine  der  Geraden  , g oder  beide  mit  zusammen , so 

Q ^ 'tb  ^ 

Ö ^ ^ ~ 

bilden  die  Punkte  g und  S,  auf  in  allen  seinen  Lagen  Puuktepaare 
der  dritten  Art  (No.  12d^  * * ^). 

. 29.  Beachten  wir,  dass  ein  beliebiger  Punkt  von  (No.  18),  also 

ein  beliebiger  Strahl  des  Büschels  und  wählen  wir  in  No.  24  statt  des 

beliebigen  Strahles  (No.  21  r/)  des  Büschels  den  mit  dom  Punkt  ^ 

% 

perspectivischen Strahl desjenigen  Strahlbüschels  n^,  dessen  Mittelpunkt 

der  mit  dem  beweglichen  Strahl  ^ des  Büschels  ^ perspectivischo  Punkt 

X ö 

von  ist,  so  folgt:  Von  jo  zwei  entsprechendou  Lagen  s 

u n d welche  auf  dem  mitihnen  porspectivischeu  Strahl 

von  6^  ein  P u n k t e p a a r erster  Art  in  Bezug  auf  und 

\Jy  C 

als  Grenzpunkto  bilden,  bewegen  sich  die  beiden  dem 
Strahl  während  er  den  Büschel®^  beschreibt,  auf  //^und  g^ 

entsprechenden  Punkte  und  g^,  der  eine  im  Sinne  auf 

das  Gebiet  des  einen  der  durch  die  Grenzgerade  a und  die 

Tf, 

perspecti  vische  Lage  von  a bestimmten  Winkel,  welches 

Q 

den  Punkt  g°  enthält,  der  andere  im  Sinne  g^^°  auf  das 

Gebiet  des  andern  Winkels  , weiter:  von  je  zwei  ent- 
sprechenden  Lagen  aber,  welche  auf  dem  mit  ihnen  perspec- 
t irischen  Strahl  ein  Punktepaar  zweiter  Art  bilden,  be- 
wegen sich  die  Punkte  g^  und  g^  entweder  beide  im  Sinne 
äufdas  Gebietdos  Winkels  oder  beide  im  Sinne  auf 

das  Gebiet  des  Winkels  (vergl.  14c).  g^  und  g^  sind  aber 

die  resp.  mit  perspectivischen  Punkte  der  Geraden  g. 


§.  7.  Zwei  Strahlbttschel  und  zwei  Fiinktreihen.  Folgerung. 

30.  Fassen  wir  joden  der  Strahlen  von  als  Ganzes  auf,  nicht  als 
bestehend  aus  zwei  Strecken  so  ist  r/  eine  beliebige  Gerade  der 
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Ebene  (No.  18,  21«)  und  a ein  beliebiger  Punkt  derselben  und  die  drei 

Strahlen  des  Büschels  , «^  bestimmen  einen  gewissen  Be- 

Q X ^ 

wegungssinn  (No.  14«’);  demnach  erhalten  wir  aus  No.  20,  24,  27: 

8 £ 

«)  Bilden  die  Schnittpunkte  und  zweier  Geraden  g 
und  g in  der  Ebene  zweier  ebener  Strahlbüschel  und  ä^mit 


6 


demdiesen  beiden  Büscheln  gemeinschaftlichen  Strahl 
ein  Punktepaar  der  ersten  Art  in  Bezug  auf  die  Mittel- 
punkte a^und  und 


beschreiben  ein  Strahl«^  von 

und  einer  von  jeder  in 
beliebigem  Drehsinne  sein 
Büschel;  so  bewegen  sich  die 
auf  den  Geraden  g ^ und  g ^ 

entsprechenden  Punkte  auf 
einer  in  demselben,  auf  der 
anderen  in  entgegengesetz- 
te in  R i c h t u n g s s i n n e. 

b)  Bilden  die  Punkte  und 

der  zweiten  Art  in  Bezug  auf  ( 
so  bewegen  sich  die  denStrah- 

len  «^  und  5^  entsprechenden 
Punkte  entweder  auf  beiden 
Geraden  ^ in  demselben  oder 
auf  beiden  in  entgegenge- 
setztem Richtungssinne. 


durchlaufen  ein  Punkt  von 

g und  einer  von  g^  jeder 

in  beliebigem  Richtungssinne 
seine  Punktreihe,  so  bewegen 

sich  die  in  den  Büscheln 

und  entsprechenden  Strah- 
len in  dem  eineu  Büschel  in 
demselben,  in  dem  auderen 
in  entgegengesetztem  Dreh- 
sinn e. 

, ä i 

a^auf«  aber  ein  Punktepaar 
Q Q 

u n d , 

so  bewegen  sich  die  den  Punk- 
ten und  g^  entsprechenden 

Strahlen  entweder  in  jedem 
der  bei  den  Büschel  in  demsel- 
ben oder  in  jedem  in  entge- 
gengesetztem Drehsinne. 


c)  Fällt  einer  der  Punkte  a^,  mit  einem  derP unkte  a^, 

^ 9 Q 

zusammen,  etwa  a mit  so  dass  das  eine  Paar  ein  Puukte- 
paar  dritter  Art  bildet  in  Bezug  auf  das  andere  als  Grenz- 
punkte, 


so  verändert  der  dem  Strahl 


auf  g^  entsprechende  Punkt 


seine  Lage  nicht,  bis  mit 
der  Geraden  g^  zusammen- 


80  verändert  derdem  Punkt  g^ 

im  Büschel  entsprechende 
Strahl  seine  Lage  nicht,  bis 

g^  mit  z usam  men  fällt  und 
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fälltundnimmtnachher,wcnn 

5^  die  Bewegung  fortsetzt,  die- 
selbe Lage  wieder  ein,  näm- 


lich die  des  Punktes  0^.  Es 
kann  in  diesem  Falle  von  einem 
eigentlichen  Bewegungssinn  (No.  l) 

des  dem  Strahl  auf  entspre- 
chenden Punktes  nicht  die  Rede  sein, 
also  auch  nicht  von  einer  Verglei- 
chung mit  dem  Bewegungssinn  des 

dem  Strahl  auf  g^  entsprechen- 
den Punktes. 


Die  d 
auf  der 


en  Strahlen  s^unda 
anderen  Geraden  g 


l 


entsprechenden  Punkte  kön-' 
nen  dieselbe  sowohl  in  glei- 
chem, als  inentgegengesetz- 
t e in  R i c h t n n g s s i n n e beschrei- 
ben, was  auch  durch  Hinzuziehung 
einer  dritten  von  g^  verschiedenen 

weder  mit  noch  mit  perspec- 
tivischen  Gel'aden  aus  den  Fällen 
a)  und  b)  erkannt  wird. 


k e h r t n a c h h e r , w e n n d i e s e n 

verlässt,  in  dieselbe  Lngczu- 
rück,  nämlich  in  die  der  Ge- 
raden  g^.  Es  kann  in  diesem  Falle 
daher  von  einem  eigentlichen  Be- 
wegungssinne (No.  l)  des  dem  Punkt 

im  Büschel  entsprechenden 
Strahles  nicht  die  Rede  sein,  also 
auch  nicht  von  einer  Vergleichung 
mit  dem  Bewegnngssinne  des  dem 

Punkt  g^  im  Büschel  ^^entsprechen- 
den  Strahles. 


Die  den  Punkten 


9^  «ntl  9^ 


indem  anderenBüs'chela^ent- 
sprechendenStrahlenkönnen 
dasselbe  sowohl  in  gleichem 
als  in  entgegengesetztem 
Drehsinne  beschreiben,  was 
auch  durch  Hinzuziehung  eines  an- 
deren Strahlbüschels,  dessen  Mittel- 
punkt weder  mit  g^  noch  mit  g^  per- 


spectivisch  liegt,  aus  den  Fällen  a) 
und  6)  erkannt  wird. 


8 ä 

31.  rO  Jedesmal  wenn  die  Punkte  a und  ein  Punktepaar  erster, 

zweiter  oder  dritter  Art  in  Bezug  auf  die  Punkte  und  bilden,  bilden 
nach  No.  13  und  18  die  mit  und  perspectivischen  Strahlen  des  Bü- 
schels g°  ein  Strahlenpaar  resp.  erster,  zweiter  oder  dritter  Art  in  Bezug 

8 ä 

auf  die  Geraden  g^  und  g^  und  umgekehrt.  Die  Punkte  und  bilden 

daher  stets  ein  Punktepaar  erster  Art  in  Bezug  auf  0^  und  a\  wenn  sie 
sich  der  eine  in  dem  einen , der  andere  in  dem  anderen  der  Winkel  g^^ 

befinden,  und  stets  ein  Punktepaar  zweiter  Art  in  Bezug  auf  dieselben 
Grenzpunkto,  wenn  sie  sich  in  demselben  Winkel  befinden,  und  stets 

ein  Punktepaar  dritter  Art,  wenn  einer  derselben  oder  beide  auf  einer  der 
Geraden  g^,  g^  oder  in  beiden  liegen,  und  umgekehrt. 
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Dies  berücksichtigend  folgern  wir  aus  No.  24  und  30  folgende  Sätze: 

«)  Durchläuft  ein  Punkt  | Beschreibt  ein  Strahl 
stetig  in  einem  bestimmten  ^ stetig  in  einem  bestimmten 

I Sinne  den  Büschel  so  wird 

q.  p er-  I o 

ö j dadurch  den  mit  s perspecti- 

^ ’ ' vischen  Punkten  und  d e r 


Sinne  die  Punktreihe  g 
wird  dadurch  den  mit 


spectivi sehen  Strahlen«  und 

^ ^ d e r B ü s c h e 1 u n d j e d e m 

ein  bestimmter  Drehsinn  er- 
t h eilt  (No.  1 und  6). 

h)  Die  mit  «^u nds^auf^r^per- 

X 

spectivischen  Punkte  g^  und 
g^durchlaufendanndiePunkt- 
reihegr^in  entgegengesetztem 
Richtungs sinne  (No.  17),  wenn 
u n d sich,  der  eine  in  dem 

einen,  der  andere  in  dem  an- 
deren der  durch  und  g^  be- 
stimmten Winkel  befinden, 
in  gleichem  Richtungssinne, 

wenn  u n d sich  in  demsel- 
ben Winkel  g^^^^  b e f i n d e n. 


c)  Oder: 

DiePunkteg^undg|  bewegen 

sich  in  gleichem  oder  in  ent- 
gegengesetztem Richtungs- 
sinn e , j e n a c h d e m u n d d i e 

Gerade«^  in  Punkten  dersel- 
Q 


ben  Strecke  g 


(q  i) 


oder  ver 


schied ener  Strecken 
schneide  n.  *) 


Geraden  g^  und  jedem  ein 

bestimmterRichtungssinn  er- 
lheilt (No.  1 und  6). 

Die  mit  g^  und  g^  i m Büschel 

perspectivischen  Strahlen 
a\  undrt^  durchlaufen  dann 

o s 

ihr  Büschel  in  entgegen- 
gesetztem Drehsinne  (No.  17), 
wenn  g^  und  g^  den  beiden 

Büscheln  3^  unda^  geinein- 

schaftlichenStrahlrt^,  dieeine 

in  einem  Punkt  der  einen,  die 
andere  in  einem  Punkt  der 
anderen  der  durc h^d i e Mittel- 
punkte bestimmten  Strecken 
schneiden,  in  gleichem  Dreh- 
sinn, wenn  g^  und  g^  beide  den 

Strahl  in  Punkten  dersel- 
Q 

ben  Strecke  schneiden. 

l X 

Die  Strahlen  ««undavhe- 

o e 

wegen  sich  in  gleichem  oder 
in  entgegen  gesetztem  Dreh- 

s i n n e , j e n a c h d e m a und  s i c h 
in  d e m s e 1 b e n W i n k e 1 o d c r 


in 


(J 


iH) 


verschiedenen 

befinden. 


Winkel  n 


*)  Vgl.  V.  Staudt,  Beiträge  zur  Geometrie  der  Lage,  erstes  Heft,  No  r>0,  r>l. 
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rf)  Liegt  der  Mittelpnnkt 
eines  der  beiden  Strahlbü- 
schel,etwa  in  einer  der  Ge- 
raden gy  so  verharrt  der  dem 

Strahls^  auf entsprechende 
PunktinseinerLage.niimlich 


Gellt  eine  der  Geraden  gr, 
etwa  durch  den  Mittelpunkt 

eines  der  beiden  Düse  hei,  so 
verharrt  der  dom  Punkt 

im  Büschel  entsprechende 
Strahl  in, seiner  Lage,  näm- 


wenn  in  der  Geraden  g ^ 

gelegen,  im  Schnittpunkt 
wenn  in  g^  gelegen,  in 

bis  resp.  den  Punkt  3^  oder 

deckt,  undnimmt,  sobald  g^ 

diese  verlassen,  die  alte  Lage 
w'ieder  ein;  der  ausgezeichneten 

Lage  von  g^  in  resp.  oder  g° 

aber  entsprechen  im  Büschel  im 
ersten  Fall  die  sämmtlichen  Strahlen 
ausser  g^ , im  zweiten  der  einzige 

Strahl  g^ , in  beiden  Fällen  auf  der 

Geraden  g^  die  sämmtlichen  Punkte 


lieh  wenn  d u r c h geht. 


in  dem  gemeinschaftlichen 
Strahl  r/ , wenn  g^  durch 

geht,  in  bis  resp.  den 

Strahl«,  oder  deckt, 

o Aß 

und  nimmt,  sobald s^diosever- 
lassen,  die  alte  Lage  wieder 
ein;  der  ausgezeichneten  Lage  von 

in  resp.  g ^ oder  .9^  aber  entspre- 
chen auf  der  Geraden  g^  im  ersten 
Fall  die  sämmtlichen  Punkte  ausser 
, im  zweiten  der  einzigePunkt  a^, 

in  beiden  Fällen  im  Büschel  die 
sämmtlichen  Strahlen  ausser  resp. 

und  g^*).  Geht  auch  g^  durch 

einen  der  Mittelpunkte  a^,  so  gilt 

von  dem  dem  Punkt  g^  in  enLspre- 

chenden  Strahl  Analoges. 

Hieraus  und  ans  No.  27  ergieht  sich  von  selbst  das  Resultat  für 
den  Fall,' 

dass  der  Mittelpunkt  cine.s  der  bei- 
den Büschel  mit  g®  zusammenfällt. 


ausser  resp.  g°  und  g^*).  Fällt  auch 
in  eine  der  Geraden  </,  so  gilt  von 
dem  dem  Strahl  auf  g ^ entspre. 
ebenden  Punkt  Analoges. 


dass  eine  der  Geraden  g mit  a = ,Sj 

9 A 

zusainmenfällt. 


- 32.  Wüssten  wir  eine  Gerade  g^y  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass, 
während  sic  von  einem  ihrer  Punkte  g^  in  beliebigem  aber  ein  und  demsel- 
ben Sinne  stetig  durchlaufen  wird,  alle  Strahlbüschel  der  Ebene,  deren 
Mittelpunkte  nicht  in  ihr  liegen,  von  dem  mit  g^  perspectivischen  Strahle  in 

gleichem  Drehsinn  beschrieben  werden , welches  auch  die  allgemeine  De- 


♦)  Schroeter,  dio  Theorie  der  Kegelschnitte  §.  19a. 
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iinition  für  die  Gleichheit  des  Drehsinnes  in  zwei  nicht  concentrischen 
Strahlbüscheln  sei,  wofern  sie  nur  in  das  in  No.  17  angegebene  Kriterium 
übergeht,  sobald  die  Mittelpunkte  der  beiden  Büschel  zusammenfallen,  so 
würden  wir  mit  Rücksicht  auf  No.  17  folgendes  specielle  Kriterium  erhal- 
ten: Je  zwei  nicht  concentrische  Strahlbüschel  der  Ebene,  deren  Mittel- 
punkte ausserhalb  der  Geraden  liegen , werden  jeder  von  einem  seiner 

Strahlen  in  gleichem  oder  ungleichem  Drehsinne  beschrieben,  je  nachdem 
die  Spuren  der  laufenden  Strahlen  in  der  Geraden  sich  in  gleichem  oder 
ungleichem  Richtungssinne  bewegen. 

Durch  Anwendung  des  Satzes  in  No.  31,  wenn  g^  eine  der  beliebig  in 

vertritt,  folgt  dann; 

o)  Wird  eine  beliebige  von  g^  verschiedene  Gerade  g^  der  Ebene  von 
einem  ihrerPunkte  n.  in  einem  bestimmten  Sinne  durchlaufen,  so  beschreiben 
die  mit  perspcctivischen  Strahlen  aller  Strahlbüschel,  deren  Mittelpunkte 
ausserhalb  der  Geraden  q und  o.  befindliche  Punkte  des  einen  der  von  q 
und  g^  begrenzten  Winkel  sind,  ihre  Büschel  in  gleichem  Drehsinne,  die 
mit  g^  perspectivischen  Strahlen  aller  Strahlbüschel*  deren  Mittelpunkte 
ausserhalb  der  Geraden  g und  g^  befindliche  Punkte  des  anderen  Wir>kels 
sind,  ihre  Büschel  ebenfalls  in  unter  sich 
ersteren  entgegengesetzten  Drehsinne. 

ft)  Die  Grenze  zwischen  diesen  beiden  Gruppen  von  Büscheln,  also 
den  Uebergang  von  den  einen  zu  den  anderen  bilden  die  Strahlbüschel, 
deren  Mittelpunkte  in  den  Geraden  g^  und  g liegen.  Da  sie  gemäss  ihrer 

Lage  als  Grenzgebilde  beiden  der  bezeichneten  Gruppen  angehören,  so 
müssen  sic  die  hjigenschaften  beider  in  sich  vereinigen;  der  ihnen  durch 
die  Bewegung  von  g^  crtheilte  Bewegungssinn  muss  das  Resultat  sein, 
wenn  wir  uns  den  laufenden  Strahl  sowohl  dem  Bewegungssinn  der  einen 
wie  dem  der  anderen  Gruppe  (dem  entgegengesetzten)  folgend  den- 
ken, kann  also  mit  keinem  derselben  verglichen  werden.  In  den  Strahl- 
büscheln, deren  l^Iittelpunkte  die  Punkte  der  Geraden  g^  sind,  erscheint 

dieser  resultirende  Bewegungssinn  in  der  in  No.  30c  und  31  angegebenen 
Weise,  in  den  Strahlbüscheln,  deren  ]\Iittelpunkte  die  Punkte  der  Geraden 
sind,  jedenfalls  in  anderer  Weise,  da  hier  je  zwei  verschiedenen  Lagen 

von  g^  auch  zwei  verschiedene  Strahlen  entsprechen  (No.  2,  6,  18). 

c)  Daraus  folgt  nun,  dass,  wenn  es  überhaupt  in  der  Ebene  eine  Gerade 
von  der  Beschaffenheit  giebt,  wie  wir  sie  von^^  angenommen  haben,  es  nur 

eine  einzige  der  Art  geben  kann,  dass  diese  sich  durch  ihre  Lage  von  den 
anderen  unterscheiden  und  als  eine  ausgezeichnete  kennzeichnen  muss; 
denn  die  von  vornherein  von  ihr  vorausgesetzte  wie  die  in  ft)  daraus  ge- 


gleichem , aber  dem  der 


der  Ebene  gelegenen  Geraden  g^ , g^ 


I 
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folgerte  Eigenschaft  der  Strahlbüschel,  deren  Mittelpunkte  in  ihr  liegen, 
kommen  dieser  Geraden  an  sich  zu,  sind  an  keine  sonstigen  Daten  ge- 
knüpft, von  denen  sie  abhängig  wären. 


§.  8.  Die  unendlich  entfernte  derade  als  Grenzgerade. 
A.  Eine  Punktreihe  und  ein  Strahlbüschel. 


33.  Da  unsere  bisherigen  Untersuchungen  lediglich  in  einer  Ausbeu- 
tnng  der  in  §.  1 gestellten  Voraussetzungen,  vorzüglich  der  Eigenschaften 
der  Stetigkeit  und  der  sich  schliessfnden  Aufeinanderfolge  der  Elemente  in 
den  Grundgebilden  bestehen,  und  wohl  in  der  Anschauung  eine  Erläuterung 
finden,  deren  aber  zur  Beweisführung  nicht  bedürfen  (vergl.  No.  4);  da 
ferner  aber  die  Voraussetzungen  des  §.  1 gemäss  No.  2,3,7  auch  für  die 
unendlich  entfernten  Elemente  und  Träger  von  Grundgebilden  in  gleicher 
"Weise  gelten,  wie  für  die  endlichen  (No.  25),  so  müssen  jene  den  erhaltenen 
Eigenschaften  und  Gesetzen  ebenso  unterworfen  sein  wie  diese,  obwohl 
sie  sich  der  Anschauung  entziehen;  nur  werden  eben  deswegen  die  Sätze 
sich  oft  etwas  einfacher  gestalten.  Ja  wir  werden  finden,  dass  Eigenschaf- 
ten, welche  in  ihrer  einfacheren  Form  an  den  unendlich  fernen  Elementen 
auffallen  und  diesen  eigenthümlich  zu  sein  scheinen,  allgemein  allen  Ele- 
menten der  Ebene  (Punkten  und  Geraden)  in  gleicher  Weise  zukommen. 


34.  Wählen  wir  daher  statt  der  beliebigen  Geraden  die  unendlich 

entfernte  Gerade  als  Grenzgerade,  und  ist  irgend  ein  endlicher  oder 
unendlich,  entfernter  Punkt  der  Ebene,  ein  beliebiger  Strahl  des  Bü- 

schels  = 3^  der  mit  der  unendlich  entfernten  Geraden  gemein- 

schaftliche  Punkt  desselben  und  g ^ ein  beliebiger  von  und  g^  ver- 

schiedener Strahl  des  Büschels  g^,  so  folgt  aus  No.  21a  mit  Rücksicht 
auf  No.  25: 

. . X 

a)  Jede  Gerade^r  der  Ebene  wird  durch  diemit</^und  g ^ 
perspectivischen  Punkte  g^  und  g®  in  zwei  Halbstrahlen  ge- 


thoilt,  von  denen  der  eine  g 


(ez») 


ganz  mit  allen  seinen  Punk- 


ten in  der  einen  der  beiden  Halbebenen  in  Bezug  auf  g^  = ^ 

derandere  ganz  mit  allen  seinen  Punkten  in  der 

X t 

anderen  Halbebene  liegt.  In  allen  mit  g^^.  perspectivischen 

Geraden  wie  z.  B.  g^  wird  der  eine  der  beiden  Halbstrnhlen  (No.  25)  gleich 

X 

Null,  der  andere  wird  gleich  dem  ganzen  Strahl,  welcher  demnach  mit  allen 

ZeiUchrifl  f.  Malhomalhik  n.  Physik,  XIV,  4,  21 
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seinen  Punkten  einer  der  beiden  Halbebenen  in  Bezug  auf  s9~y  äuge- 

A.  (f 

hört  (vergl.  No.  11a). 

Die  Geraden  und  g geliören  ihrer  Eigenschaft  als 
Grenzgeraden  gemäss  jeder  der  beiden  Ilalbebenen  an. 

b)  Da  alle  Strahlen  des  Büschels  mit  dem  beliebigen  Strahl  s ^ 


desselben  den  Mittelpunkt  gemeinschaftlich  haben,  so  folgt 

1.  Die  beiden  Halbstrahlen  eines  jeden  Strahles  eines 
ebenen  Strahlbüschels  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt,  dieser 
mag  ein  endlicher  oder  ein  unendlich  entfernter  Punkt  sein, 
liegen  in  Bezug  auf  jeden  der  übrigen  Strahlen  desselben  in 
verschiedenen  Halbebenen,  jeder  mit  allen  seinen  Punkten 
in  einer  (No.  11  a). 

2.  Ein  Halbstrahl  eines  Büschels  liegt  in  Bezug  auf  irgend 
einen  anderen  Strahl  desselben  Büschels  in  allen  seinen 
Punkten  auf  derselben  Halbebone,  auf  welcher  einer  seiner 
vom  Mittelpunkt  verschiedenen  Punkte  sich  befindet. 


35.  Aus  No.  21c,  22,  24,  25  folgt  ferner; 

a)  Lassen  wir  einen  Strahl  von  der  Lage  ^ a u s den 

Strahlbüschel  in  einem  bestimmten  Bewegnngssinn  c 'zJ  ste- 
tig durchlaufen,  bis  er  einen  Umlauf  vollendet  und  wieder 

nach  gelangt,  so  muss  der  eine  Halbstrahl  = 

stetig  die  eine  der  beiden  Ilalbebenen  in  Bezug  auf  = 

f/  . = ^ beschreiben,  in  allen  seinen  Lagen  während 

d i e s e s e r 8 1 e n U m 1 a u f e s und  in  a 1 1 e n s e i n e n P u n k t e n i n d i e.s  e r 


U a 1 b e b e n e liegen  und  es  kann  keinen  vom  Mittelpunkt  ver- 
schiedenen Punkt  derselben  geben,  welcher  von  dem  II  alb - 

strahl  ^ ä h r en d eines  Um  1 au  f e sm e h r al s e i n m al  o de r kein- 

mal g e t r 0 f f e n würde;  der  andere  H a 1 b s t r a h 1 


aber  muss  in 
beschreiben. 


gleicher  Weise  die  andere  IT a 1 b e b e n e g*  , 


b)  Es  wird  demnach,  während  von  5^  an  einen  Umlauf 

macht,  ganz  a j 1 g e m c i n jede  endliche  Gerade  g d e r E b o n e in 
allen  von  den  G r e n z p u n k t e n verschiedenen  Punkten  eines 

und  desselben  Halbstrahles  in  Bezug  auf  den  mit  g^  gemein- 
schaftlichen Punkt  g**  von  einem  und  demselben  Halbstrahl 
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von  5^  in  Bezugauf  den  Mittelpunkt  getroffen,  in  allen  Punk- 
ten des  anderen  Halbstrahles  von  dem  anderen;  nämlich  in  allen 

Punkten  des  in  der  Halbebene  = ^^jgelege- 

nen  Halbstrahla  von  dem  im  Sinne  H 

diese  Halbebene  von  der  Anfangslage  an  beschreibenden 

Halbstrahlcs  und  zwar: 

1.  jede  Gerade,  welche  mit  perspectivisch  liegt,  also  ein  Strahl 
5^  des  Büschels  ist,  während  die  einzige  mit  zusammenfallendo  Lage 
hat; 

2.  jede  endliche  Gerade  welche  nicht  mit  perspectivisch  ist  und 

einen  endlichen  Punkt  mit  dem  Anfangsstrahl  sj  gemeinschaftlicli  hat, 
während  den  mit  dem  Halbstrahl  = 

perspectivischen  Winkel  «(„„)£  =*(1,5)  (**(jx)«  = *(£-£))  ''esol, reibt, 
welcher  nach  No.  18 d nur  einen  Tbeil  des  Büschels  ausmacht; 

3.  jede  endliche  Gerade^,  welche  nicht  mit  perspectivisch  ist  und 

mit  denunendlich  entfernten Punktgeineinschaftlich  hat,  während conti- 

nnirlich  den  ganzen  Büschel  beschreibt. 

c.  Von  beiden  Halbstrahlen,  ä^^^*^sowohl,  als wer- 
den getroffen: 

Die  unendlich  entf ernte  Geradegfjp  in  allen  Lagen  von 

jede  mit  3^  perspectivisc he  Gerade  in  allen  Lagen  vons^ 
ausser  einer,  der  mit  ihr  zusa  in  menfallenden; 

jede  andere  endliche  Gerade  nur  in  einer  Lage  von  5*,  der 
mit  ihrem  unendlich  entfernten  Punkt  perspectivischen. 

Jede  Gerade  der  Rubrik  6*  wird  in  dem  mit  gemeinschaftlichen 

Grenzpunkto  von  dem  Halbstrahl  oder  ^ gefroffen,  je  nach- 
dem der  Punkt  der  Anfangslage  des  einen,  oder  der  des  anderen 

g(p— angehört. 

dl.  Auf  den  Geraden  der  Rubrik  ist  eine  Bewegung 

(No.  1)  des  dem  Strahl  entsprechenden  Punktes,  also  ein 
eigentlicher  Bewegungssinn  nicht  vorhanden,  also  auch  nicht 
vergleichbar  mit  einem  anderen  Bewegungssinnc. 

21  ♦ 
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2.  Von  den  Geraden  der  Rubrik  ft*  bewegt  sich  (No.  24)  der 
dem  Strahl  entsprechende  Punkt  auf  allen,  welche 

einem  Punkte  des  Halbstrahles  schneiden,  im  Sinne 

auf  allen,  welches^  in  einem  Punkte  des  Halbstrahles 
schneiden,  im  Sinne 

3.  In  den  Geraden  der  Rubrik  lässt  sich  über  den  Bewegungssinn 

des  dem  Sirahl  entsprechenden  Punktes  unter  den  angenommenen  Ver- 
hältnissen nichts  bestimmen;  da  aber  dieser  Bewegungssinn  nicht  von  dem 

Anfangselement  abhangt,  so  können  wir  einen  anderen  Strahls^  als  Anfangs- 
strahl wählen,  in  Bezug  auf  welchen  die  zu  untersuchenden  Geraden  der 
Rubrik  ft*  einzureihen  sind.  Vergl.  No.  29,  30. 


e)  Ein  Uebergehen  des  dem  Strahls^  auf  einer  Geraden  7^, 

welche  mit  nicht  perspectivi sch  ist,  entsprechenden  Punk- 

tes g^  von  einem  Halbstrahl  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt 

auf  den  anderen  kann  nur  statt  finden  und  findet  stets  statt, 
wenn  der  Punkt  g^aufgr^  den  unendlich  entfernten  Punkt  Über- 
schreitet^) (No.  216),  also  während  eines  ganzen  Umlaufes  des 
Strahles  nur  einmal.  Umgekehrt  bleibt,  während«^  einen 


Th  eil  des  Büschels  einen  Winkel  beschreibt,  der  auf  einer 
Geraden  entsprechende  Punkt  auf  demselben  Halbstrahl, 

also  der  der  einen  Grenzlage  entsprechende  auf  demselben 
als  der  der  anderen  Grenzlage  entsprechende,  so  enthält  die 
in  dem  Winkel  liegende  Strecke  den  unendlich  entfernten 
Punktnicht;undsieenthältihnstets,  wenndereinederGrenz- 
punkte  von  dem  einen,  derandere  von  demanderen  Halbstrahl 

von  getroffen  wird. 


/?.  Folgerungen.  Halbebene.  Halbstrahlbüschel. 

Der  unendlich  entfernte  Punkt. 

36.  a.  Wir  haben  wiederholt  hervorgehoben,  dass  gewisse  Eigenschaf- 
ten für  alle  Gebilde  re.sp.  Elemente  von  Gebilden  innerhalb  gewisser  genau 
festgestellter  Grenzen  gelten,  ausserhalb  derselben  aber  für  keines,  son- 
dern durch  andere  die  ersteren  ausschliessende  Eigenschaften  ersetzt  wer- 
den. Die  Umkehrungen  von  Sätzen,  w'elche  solche  Eigenschaften  betreffen, 
müssen  ebenfalls  richtig  sein  und  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  gelten. 


*)  V.  Staudt,  (jeomelrie  dor  Lage  No.  .öS, 
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6)  Aus  No.  35  e 6 folgt  mit  Rücksicht  darauf,  dass  der  Anfangsstrabl 
ein  beliebiger  Strahl  des  Büschels  ist: 

Schneidet  der  irgend  einen  Strahlbüschel  in  demselben  Bewegungs- 
sinne stetig  durchlaufende  Strahl  beliebige  Gerade  derselben  Ebene, 

welche  mit  dem  Mittelpunkt  des  Büschels  nicht  perspcctivisch  sind,  in  n 
aufeinanderfolgenden  Lagen  jede  derselben  nur  in  endlichen  Punkten,  so 
wird  jede  dieser  Geraden  in  allen  n Punkten  von  demselben  linlbstrahl  des 

laufenden  Strahles  getroffen,  von  welchem  sie  in  einem  dieser  Punkte 

getroffen  wird,  und  alle  Gerade,  deren  Schnittpunkte  mit  in  einer  der 

n Lagen  demselben  Ualbstrahl  von  angehören,  werden  in  allen  n Lagen 
von  demselben  Halbstrahl  getroffen. 

Der  Satz  gilt  auch  dann,  wenn  sich  continuirlich  in  dem  Büschel 
bewegend,  seinen  Drehsinn  innerhalb  der  « aufeinanderfolgenden  Lagen  ein- 
oder  mehrmal  ändert. 

c)  Von  dem  ein  Strahlbüschel,  dessen  Mittelpunkt  irgend  ein  Punkt  i 
einer  Geraden  s ist,  in  irgend  einem,  aber  einem  und  demselben  Sinne  von 

s aus  einmal  durchlaufenden  Strahl  müssen  zwei  Punkte  derselben  Halb- 
ebene  in  Bezug  auf  s mit  demselben,  zwei  Punkte,  welche  auf  ver- 
schiedenen Halbebonen  in  Bezug  auf  $ liegen,  aber  der  eine  mit  dem 
einen,  der  andere  mit  dem  anderen  Halbstrahl  in  Bezug  auf  den  Mittel- 
punkt 2 getroffen  werden;  dies  gilt  auch  von  dem  Strahlbüschel,  dessen 
Mittelpunkt  der  Schnittpunkt  der  die  beiden  Punkte  enthaltenden  und  durch 
dieselben  bestimmten  (No.  2)  Geraden  mit  $ ist;  die  beiden  gegebenen 
Punkte  müssen  daher  im  ersten  Fall  auf  demselben  Halbstrahl  dieser  Ge- 
raden in  Bezug  auf  den  Schnittpunkt  mit  s liegen,  im  zweiten  auf  verschie- 
denen Halbstrahlcn.  Das  heisst: 

1.  Die  Verbindungsgerade  5*  = 6^  zweier  Punkte  wird 

von  einer  anderen  Geradons  in  einem  Punkt  derStrocke 

)C  V 

getroffen,  wenn  die  Punkte  b undb  aufvcrschiedenenllalb- 
ebeneninBezugaufsliegen,ineinemPunktderStreckeb^’^*”\ 
wenn  b*  und  b*^  auf  derselben  Halbebene  in  Bezug  auf  s liegen, 
und  umgekehrt. 

2.  Sind  b’*  und  b*’  zwei  aufeinanderfolgende,  also  unendlich  nahe  Punkte, 

so  ist  die  Strecke  der  Geraden  b*  gleich  Null;  die  Gerade  0*  kann 

V o ’ V 

V 

von  allen  Geraden,  von  denen  sie  nicht  in  den  Punkten  b und  b selbst  ge- 
troffen wird,  nur  in  Punkten  der  Strecke  b^^^  getroffen  werden.  Also  : 


304  Die  projectivischen  Eigenschaften  der  gewöhnlichen  und 


Zwei  aufeiuander folgende  endliche  Punkte  befinden  sich 
inBezug  auf  jede  Gerade,  welche  mit  ihnen  in  derselben 
Ebene,  aber  mit  keinem  perspectivisch  liegt,  stets  auf  dersel- 
ben Halbebene  und  in  Bezug  auf  jeden  der  übrigen  Punkte 
ihrer  Verbindungslinie  auf  demselben  Halbstrahl. 

37.  Durch  Vergleichung  von  No.  21c  oder  35  a und  10  folgt:  Der  eine  der 
beiden  einfachen  Winkel,  aus  denen  ein  vollkommener  Winkel,  dessen 
Strahlen  nur  einen  Theil  eines  Strahlbüschels  bilden,  besteht  und  welcher 


i j entweder  gar  nicht,  oder  nur  als  Grenzstrahl  enthält,  liegt  ganz  mit  allen 
seinen  lialbstrahlen  und  den  diesed  zugehörigen  Punkten  auf  einer  der  beiden 


Halbebenen  in  Bezug  auf  5^,  der  andere  einfache  Winkel,  der  Scheitel- 
winkel des  ersteren,  ganz  auf  der  anderen.  Also: 

а)  Die  beiden  einfachen  Winkel  eines  jeden  vollkomme- 
nen Winkels  mit  endlichem  Mittelpunkt,  der  nur  einen  Theil 
des  concentrischen  Strahlbüschels  bildet,  liegt  in  Bezug  auf 
jeden  derbeidenGrenzstrahlen,  wioinBezugauf  jeden  Strahl 
des  Ergänzungswinkels  auf  entgegengesetzten  Halbebenen, 
jeder  mit  allen  seinen  lialbstrahlen  auf  einer. 

б)  n in  demselben  oder  in  ein- oder  mehrmal  geändertem 
Drehsinne  aber  stetig  aufeinanderfolgende  Lagen  desselben 
Halbstrahles  eines  stetig  in  einem  Strahlbüschel  sich  bewe- 
genden Strahles  liegen  in  Bezug  auf  jeden  der  übrigen  Strah- 
len des  Büschels,  d.  i.  inBezug  auf  jeden  Strahl  desselben,  mit 
welchem  der  bewegliche  Strahl  in  keiner  dieser  Lagen  zu- 
sammenfällt, auf  derselben  Halbebene. 

c)  Liegt  der  eine  Halbstrahl  eines  Strahles  und  der  eine 

Halbstrahl  einesStrahless^  in  Bezug  auf  einen  anderen  Strahl 
^ desselben  Büschels  auf  derselben  oder  aufentgegengosotz- 
teuHalbebenen,  so  liegen  sie  in  Bezug  auf  jeden  Strahl  des 


Winkels  derselben,  resp.  auf  entgegengesetzten 

Ilalbebonen  und  in  Bezug  auf  jeden  Strahl  des  Winkels 
resp.  auf  entgegengesetzten  Halbebenon  oder  auf  derselben. 
d)  Sind  und  zwei  aufeinanderfolgende  Strahlen  des  Büschels 

A,  fl 

SO  enthält  der  Winkel  keinen  Strahl;  daher  folgt  aus  vorigem  Satz 

mit  Rücksicht  auf  No.  346*:  Befinden  sich  irgend  zwei  endliche 


en  - 


von  verschiedene  Punkteg^,  zweier  aufeinanderfolg 
der  Strahlen  einesBüschels^^  in  Bezug  auf  irgend  einen 


i 

I 
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der  übrigen  Strahlen  auf  derselben  oder  auf  entgegengesetz- 
ten II  albebenen,  so  liegen  sie  und  die  sie  enthaltendeuHalb- 

strablensJ^^*^*^  und  in  Bezug  aufjeden  der  übrigen  Strah- 

len  auf  derselben  resp.  auf  entgegengesetzten  II albebenen. 

Diese  Sätze  gelten , mag  ein  endlicher  oder  unendlich  entfernter 

Punkt  sein  (No.  25,  = 

38.  Jeder  der  beiden  Halbstrahlen  von  bildet,  wenn  von  sj  an 
den  Büschel  einmal  durchlaufen  und  wieder  nach  gelangt  ist,  die  Er- 
gänzung zu  demjenigen  Halbstrahl,  welchen  er  am  Anfänge  der  Bewegung 

deckte,  und  muss  beim  zweiten  Umlauf  von  in  demselben  Sinne  z/  die 
der  beim  ersten  Umlauf  durchlaufenen  entgegengesetzte  Halbobene  be- 
schreiben, so  dass  er  nach  Beendigung  des  zweiten  Umlaufes  dieselbe  Lage 
hat,  als  am  Anfänge  der  Bewegung  (No.  23a). 

n)  Demnach  kann  jede  der  beiden  Halbcbenen  in  Bezug  auf  irgend 
einen  der  Büscbelstrahlen  gemäss  No.  10  und  35a  als  ein  einfacher  Winkel 
angesehen  werden*),  dessen  vollkommener  Winkel  der  ganze  Strablbüschel 

ist.  Also  zufolge  No.  I2a  und  23d:  Derselbe  Halbstrahl 

welcher  von  der  Lage  *'^us  in  dem  Drehsinne  z/  von  die 

Halbebene  beschreibt,  beschreibt  in  dem  entgegengesetz- 
ten Drehsinne  z/  die  andere  Halbebene  und  dieselbe 

(/.  Aj  y (A  Aj  j 

Halbebene,  welche,  während  im  Sinne  z/  den  Büschel  beschreibt,  von 
dem  Halbstrahl  aus  der  Anfangslage  beschrieben  wird,  wird 

in  dem  Drehsinne  z/  von  dem  Halbstrahl  aus  der  Anfangslage 

beschrieben,  so  dass  — ^(A^-^A)  ~“^(A|  A)*^^’ 

der  Bezeichnung  nach  No.  15  hervorgeht. 

6)  Die  sämmtlichen  Lagen  eines  der  beiden  Halbstrahlen  wäh- 

rend zweier  aufeinanderfolgender  Umläufe  von  in  demselben  Bewegungs- 
sinno  erfüllen  daher  die  ganze  Ebene  und  sind  ein  Gebilde,  von  welchem 
die  Voraussetzung  in  No.  1 und  die  daraus  hervorgehendeu  Folgerungen, 
wie  die  in  §.5,  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  gelten;  wir  nennen  es  ein 

Halbstrahlenbüschel;  jeder  von  verschiedene  Punkt  der  Ebene 
liegt  mit  einem  Halbstrahl  dieses  llalbstrahlbüschels  in  einer  und  nur 
einer  Lage  perspectivisch. 

*)  V.  Staudt,  Geometrie  der  Lage  No.  22. 
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39.  Die  Halbstrablen  und  von  sind  zwei  Elemente 

des  Ilalbstrahlbüschels , welche  dasselbe  in  zwei  Intervalle,  Halbebenen 
theilen,  die  wir  entsprechend  dem  Princip  in  No.  15 n mit  ^^^j  *\ind 

oder  resp.  mit  und  in  Bezug  auf  den  Drehsinn  /ü  bezeich- 
nen, jo  nachdem  w'ir  uns  das  laufende  Element  in  der  Lage  oder  in 

der  denken  (vergl.  No.  38«).  Von  einem  zweiten  Strahl  gehört 

nach  No.  34  der  eine  Halbstrahl  der  Ualbebene  T} 

* *'  — A) 

an  und  der  andere  der  Halbebene  Jede  der 

V (ijA)  U — 

Halbebenen  in  Bezug  auf  5^  wird  daher,  als  Intervall  des  HalbstrahlbUschels 
aufgefasst,  durch  den  in  ihr  enthaltenen  Halbstrahl  von  in  zwei  Theile 
getheilt,  die  gemäss  No.  15«  in  der  Reihenfolge,  wie  sie  von  dem  im  Sinne 


^ den  Halbstrahlbüschel  von  g 


(cl  ®) 


an  durchlaufenden  Halbstrahl  beschrie- 


ben werden,  folgendermassen  zu  bezeichnen  sind; 


oder  resp. 


V|v)  V|I)  ^{X\v)  VlD 

a(?l»)  aCp— »)  Aq  — <x>)  ,(c|a) 
V-i)  V-v)  ^{v-X)  ^iX-vY 


Der  erste  und  dritte  dieser  einfachen  Winkel  ergänzen  sich  als  Scheitel- 


winkel zu  dem  vollkommenen  Winkel  sf, 


{X\v)  iv-X) 


und  ebenso  der  zweite 


und  vierte  zu  dem  Winkel  = Während  nun  von  aus  im 

(vlX)  (X  — v)  X 

Sinne  z/  einen  Umlauf  macht,  beschreiben  gleichzeitig  (No.  21c  und  35«) 
der  Halbstrahl  von  *\us  die  Halbebeneg^^f  der  Halbstrahl 

g^^  von  gj^  aus  die  Halbehene  g^j  die  beiden  Halbstrahlen 

bewegen  sich  in  gleichem  (Drehsinn)  Bew-egungssinn ; wir  können  daher 
No.  17  anwenden  und  erhalten,  indem  wir  noch  bemerken,  dass',  was  von 

dem  willkürlich  gewählten  Strahl  festgesetzt  ist,  auf  jeden  beliebigen 
anderen  Strahl  angewendet  werden  kann. 

«)  Während  im  Sinne  z/  von  aus  den  Büschel  e i n m a 1 

durchläuft,  ist  den  Halbebenon  g^| in  Bezug  auf  alle  Lagen 

de  8 W i II  k e 1 8 . d e r e i n f a c h e W i n k e l gf ^ | g e m e i n s c h a f t - 

^ (i'v)  (vU)  ^ 

lieh  mit  allen  seinen  Halbstrahleu  und  ausser  diesen  keiner, 
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in  Bezug  auf  alle  Lagen  des  Winkels  einfache 

Winkel  ^ in  gleicher  Werse;  den  Halbebenen  ^ aber 

ist  in  Bezug  auf  alle  Lagen  a?  des  Winkels  . , der  einfache 

® s 

Winkel  ^ “*1*1  in  Bezug  auf  alle  Lagen  des  Winkels 

der  einfache  Winkel  gemeinschaftlich. 

b)  Aus  No.  15rtd  und  34  ö'  ergiebt  sich: 

Während«^  vons^  aus  im  Sinne '//stetig  den  Winkels  , . 

X ® aiv) 

beschreibt,  liegen  auf  dersel  ben  Halb  oben  c in  Bezug 


.(?l ») 


auf  jode  seiner  Lagen  der  von  dem  Halbstrahl 

Mt.  und  von  ^ 

(ii)v  (l^)v  mv) 


schrieboue  einfache  Winkel  s)? v o n sT,  ^ n u n d v o n s; 


be- 
de  r 


einfacheWinkel  welchervondemHalbstrahl  b e- 

schriebene  wird;  auf  der  Halbebene aber  liegen  die  ein- 
fachen Winkel  also  in  Bezug  auf  jede  Lage 

sf  im  Winkels^,,  . liegen  stets  auf  derselben  Halbebene  der 
5 ßiv)  ^ 

von  dem  Halbstrahl  beschriebene  einfache  Winkel  des 

einen  und  der  von  dem  Halbstrahl  beschriebene  ein- 

fache Winkel  des  anderen  der  beiden  Theilc,  in  welche  der 

Winkel  sf,  ..durchs^  zerfällt. 

(i|»)  4 

c)  In  Bezug  auf  jede  Lage  s|  von  während  des  ersten  Umlaufes 
von  aus,  in  welchem  die  Halbstrahlen  und  von  resp. 

^(^1®)  und  nus  resp.  die  Halbebenen  und  beschrei- 
ben, liegt  der  Halbstrahl  auf  der  Halbebene  daher 

f I OO)  ^ V5  “ s)  * 

auf  » während  des  zweiten  Umlaufes,  in  welchem  die  Halbstrahlen 

3(^1*)  und  3^^  von  resp.  3^^  und  3^^**^  aus  resp.  die  Halbebenen 
^ beschreiben,  liegt  der  Halbstrahl  3^^^*^  auf  der  Halb- 

ebene  eUo  auf 

40.  Durchläuft  von  demjenigen  Halbstrahl  3^^*^  von  5^  aus,  welcher 
den  mit  einer  Geraden  der  Hubrik  6*  in  No.  35  gemeinschaftlichen  Punkt 
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9^=2^  enthält,  der  Halbstrahl  im  Bewegungssinno  /i  stetig  den 

Halbstrahlbüschel  so  trifft  er  nach  No.  21  b und  356*  die  Gerade  in 
.9 


'S 

,(9l  ®) 


den  von  an  stetig  aufeinanderfolgenden  Punkten  des  Halbstrahls  , 

während  er  den  einfachen  Winkel  beschreibt,  bis  er  in  die  mit  g® 

perspectivische  Lago  gelangt;  darauf  so  lange  nicht,  bis  er  in  die 

Lage  0^^  gelangt  ist,  d.  i.  bis  er  die  Halbebeno  beschrieben,  der 

Strahl  also,  dem  angehört,  von  aus  einen  ganzen  Umlauf  vull- 

cndet  hat  (No.  38);  von  da  ab  aber  trifft  der  laufende  Halbstrahl 
wieder  die  Gerade  während  er  den  liest  des  Halbstrahlbüschels,  den 

einfachen  Winkel  beschreibt,  in  den  von  g®  an  im  gleichen  Rich- 
tungssinne wie  in  (No.  16)  aufeinanderfiTlgenden Punkten  von  g^^ 

Lassen  wir  daher  einen  Punkt  g.  die  Gerade  von  g^  i>ii  Sinne 
(No.  14«*)  durchlaufen,  so  ist  deswegen,  weil  er  beim  Ueberschreiten  des 

unendlich  entfernten  Punktes  g®  von  dem  einen  Halbstrahl  auf  den 

fp— x)  * 

anderen  0^^  ''rückt,  der  mit  demselben  perspectivische  Halbstrahl  des 

Halbstrahlbüschels  0^  genöthigt,  die  Hälfte  seines  Gebildes,  entsprechend 

einem  ganzen ‘Umlauf  von  zu  überspringen,  damit  den  hintereinandcr- 
folgenden  Lagen  von  hintereinanderfolgcnde  Lagen  desselben  Halbstrahls 

entsprechen.  Dadurch  nur  ist  es  möglich,  dass  das  Halbstrahlbüschel,  ein 
Gebilde  von  doppelt  so  grosser  Mächtigkeit  als  die  gerade  Punktreihe,  mit 
dieser  in  perspectivische  Beziehung  gebracht  werden  kann. 

Die  Modification,  welche  cintritt,  wenn  eine  Gerade  der  Rubrik  6* 

in  No.  35,  ergiebt  sich  schon  hieraus  von  selbst,  wenn  wir  beachten,  dass 
die  ganze  Untersuchung  ihrem  Wesen  nach  dieselbe  bleiben  muss,  nur 

(o  30^ 

einer  der  Halbstrahlen  g'/  ^ gleich  Null,  der  andere  gleich  der  ganzen  Ge- 
raden g^  wird  (No.  25). 

Betrefts  der  Fälle,  wenn  oder  eine  Gerade  der  Rubrik  6'  in 

No.  35,  vergleiche  No.  35c. 

41.  Zufolge  No.  25  und  33  gelten  die  in  diesem  Paragraphen  augestcll- 
ten  Untersuchungen  und  abgeleiteten  Sätze,  sowohl  wenn  der  Mittelpunkt 

des  Büschels  0^  ein  endlicher,  als  wenn  er  ein  unendlich  entfernter  Punkt 

ist;  die  eintretenden  Modificationen  wenn  0^  ein  unendlich  entfernter  Punkt, 
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sind  in  denselben  schon  enthalten  und  lassen  sich  mit  Berücksichtigung  von 
No.  25,  bezogen  auf  = leicht  erkennen. 

Dass,  wenn  der  Mittelpunkt  eines  ebenen  Strahlbüschcls  ein  end- 
licher Punkt  und  irgend  eine  endliche  den  Punkt  nicht  enthaltende 
Gerade  ist,  ihr  unendlich  entfernter  Punkt  beiden  Ilalbstrahlen  des  mit  ihm 
perspectivischen  Strahles  5^  angchürt,  nach  entgegengesetzten  Dichtungen 
zu  liegen  scheint, 

dass,  wfthrend  ein  Strahl  den  Büschel  beschreibt,  der  ihm  auf  der 
Geraden  entsprechende  Punkt  beim  Ueberschreiten  des  unendlich  ent- 
fernten Punktes  von  einem  Halbstrahl  von  auf  den  andern  rückt, 

sowohl  in  der  dem  unendlich  entfernten  Punkt  vorhergehenden , wie  in 
der  ihm  folgenden  Lage  auf  derselben  Ilalbebene  in  Bezug  auf  den  mit  dem 
unendlich  entfernten  Punkt  perspectivischen  Strahl  (Parallelstrahl)  liegt,  in 

Bezug  auf  jeden  mit  einem  endlichen  Punkt  perspectivischen  Strahl  aber 
in  der  auf  folgenden  Lage  nach  No.  34«  und  18  auf  der  entgegengesetz- 
ten Halbebeue  sich  befindet,  als  in  der  g^  vorhergehenden  Lage , 

sind  durchaus  keine  dem  unendlich  entfernten  Punkt  als  solchem  eigen- 
thümliche  Eigenschaften,  sondern  sic  sind  eine  Folge  der  allgemeinen 
Sätze  in  No.  21 A und  22;  sie  kommen,  wenn  wir  statt  der  unendlich  entfern- 
ten Geraden  eine  beliebige  endliche  Gerade  r/  als  Grenzgerade  wählen, 
auch  jedem  endlichen  Punkt  derselben  in  gleicher  Weise  zu: 

sowohl  beim  Durchlaufen  der  einen  Strecke  von  aus,  als  beim 

Durchlaufen  der  anderen  (in  entgegengesetztem  Richtungssinne,  No.  12«) 
gelangen  wir  zu  demselben; 

wenn  der  dem  Strahl  auf  g^  entsprechende  Punkt  den  der  Geraden 
g^  mit  «^^  gemeinschaftlichen  Punkt  g^  überschreitet,  geht  er  stets  von  der 


if, 


einen  Strecke  auf  die  andere  über  (No.  21 A,  22),  und 

befindet  sich  in  der  dem  Punkt  g^  vorhergehenden , wie  in  der  auf  ihn 
folgenden  Lage  in  demselben  der  durch  «^  und  den  mit  perspectivischen 
Strahl  gebildeten  Winkel,  weil  in  diesem  Falle  g^  und  Strahlen 
des  Büschels  g^  sind , also  der  eine  mit  allen  seinen  Punkten  in  einem 
der  von  den  beiden  anderen  bestimmten  Winkel  sich  befinden  muss 
(No.  10);  in  jeder  der  übrigen  Lagen  g^  aber  fällt  nach  No.  2 g^  nie  mit 
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einem  Punkt  von  zusammen;  die  dem  Punkt  vorhergehende  und  die 
ihm  folgende  Lage  gehören  daher  nach  No.  16  verschiedenen  Strecken 


9 


an,  also  der  eine  dem  einen,  der  andere  dem  anderen  der  von 


und  dem  mit  gf  perspectivischen  Strahl  gebildeten  Winkel  (No.  186c), 
worden  aber  beide  von  derselben  Strecke  getroflfen  (No.  216). 


C.  Ein  StrahlbUschel  und  zwei  Puuktreiheu. 

42.  Aus  No.  26  bis  28  folgt,  wenn  wir  die  unendlich  entfernte  Gerade 
statt  als  Grenzgerado  wählen,  indem  wir  die  Strahlen  ^ von 

0^,  welche  mit  den  den  Geraden  g^  und  der  Grenzgeraden  g^  gemein- 
schaftlichen Punkten,  d.  i.  mit  den  unendlich  entfernten  Punkten  von 
und  g^  perspectivisch  sind,  kürzer  mit  und  den  mit  dem  Schnittpunkt 

g^  perspectivischen  Strahl  mit  s®  bezeichnen:  Die  den  Strahlen  eines 

ebenen  Strahlbüschels  auf  zwei  Geraden  g^,  g^  derselben 
Ebene  cntprechen den  Punkte  bilden  in  Bezug  auf  die  Punkte 

und  g®  als  Grenzpunkte 
a)  ein  Punktepaar  dritter  Art: 
a)  auf  jedem  Strahl  des  Büschels: 

1.  wenn  der  Mittelpunkt  g^  auf  g ^ oder  g ^ oder  im  Schnittpunkte 
beider  liegt,  bei  beliebiger  Lage  der  Geraden  g^,  g^  (No.  27); 

2.  wenn  ein^  der  Geraden  g^  , g^  oder  beide  mit  g^  zusammenfallen, 

bei  beliebiger  Lage  der  endlichen  Geraden  und  des  Punktes  g^ 
■ (No.  28o»,  6*). 

ß)  nur  auf  einzeluen  Strahlen  des  Büschels  in  allen  anderen  Fällen, 
also  wenn  sowohl  g^  als  g^  endliche  Gerade  sind  und  nicht  durch  den 

Punkt  g^  gehen,  nämlich 

1.  wenn  g^  ein  endlicher  Punkt,  stets  und  nur  auf  den  Parallelstrah- 
len zu  g^  und  g^^  mögen  diese  durch  einen  endlichen  "Winkel  von 

• ® 

einander  getrennt,  unendlich  nahe  sein  oder  zusammenfallen 
(No.  266); 

2.  wenn  g^  ein  unendlich  entfernter  Punkt , stets  und  nur  auf  dem 
Strahl,  welcher  mit  zusammenfällt,  und  welcher  hier  die  Pa- 
rallelstrahlen vertritt  (No.  28  6*), 
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und  zwar  Punktepaare  dritter  Art  nach  No.  12d‘  nur  (im  Falle  [/3*])  auf 
dem  Strahl  , nach  No.  12rf®  nur  (im  Fall  [a^])  auf  dem  mit  gr  oder  zu- 

sararaenfallenden  Strahl  oder  auf  beiden,  nach  No.  12d'®  in  allen  anderen 
Fällen ; 

V)  ein  Punktepaar  zweiter  Art,  nur  wenn  sowohl  ^^als  end- 
liche Gerade  sind  und  ein  ausserhalb  derselben  befindlicher  Punkt  der 
Ebene  ist,  nämlich,  wenn  dies  der  Fall,  die  Parallelstrahlen  resp. 

die  unendlich  entfernte  Gerade  g^  von  vornherein  ausgenommen; 

«)  auf  jedem  der  übrigen  Strahlen  des  Büschels 

1.  bei  beliebiger  Lage  der  Geraden  g^,  f/,  mit  Berücksichtigung  der 


schon  erwähnten  Beschränkungen,  wenn  0^  ein  umMullich  entfern- 
ter Funkt  (No.  286^); 

2.  w'enn  gr-und  ^ unendlich  nahe  Gerade  und  ein  beliebiger 

o 5 

Punkt  (No.  266); 

3.  wenn  g^  und  g^  zwar  durch  einen  endlichen  Winkel  getrennt 

sind,  sich  aber  in  einem  unendlich  entfernten  Punkte  schneiden 
und  ein  Punkt  des  Winkels  ist,  welcher  die  Gerade  g^ 

enthält  (No.  28  a^); 

ß)  nur  auf  einem  Theil  der  Büschelstrahlen,  wenn  g^  und  g^  beliebige 
endliche  durch  einen  endlichen  Winkel  von  einander  getrennte  Gerade 

sind,  die  sich  in  einem  endlichen  Punkte  schneiden,  und  0^  ein  beliebiger 
endlicher  Punkt  ausserhalb  derselben,  nämlich  auf  den  sämmtlichen  Strah- 
len des  Winkels  welcher  den  Schnittpunkt  enthält  (No.  266); 

c)  ein  Punktepaar  erster  Art,  nur  wenn  g^  und  g^  zwei  endliche 
und  durch  einen  endlichen  W’inkel  von  einander  getrennte,  sonst  beliebige 
Gerade  sind  und  0^  ein  endlicher  ausserhalb  derselben  gelegener  Punkt 

der  Ebene  ist,  nämlich  wenn  dies  der  Fall,  die  Parallelstrahlen  aus- 

° c 

genommen, 

o)  auf  jedem  der  übrigen  Strahlen  des  Büschels,  wenn  g^  und  g^  sich 

in  einem  unendlich  entfernten  Punkte  schneiden,  und  0^  ein  Punkt  des 
Winkels  welcher  g^  nicht  enthält  (No.  28«^)  ; 

ß)  nur  auf  einem  Theil  der  Büschelstrahlen , stets  wenn  g^  und  g^  sich 
in  einem  endlichen  Punkte  schneiden,  nämlich  auf  den  sämmtlichen  Strah- 
len  des  Winkels  » welcher  den  Schnittpunkt  g nicht  enthält  (No.  266). 
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43.  a)  Aus  No. 29  folgt,  ^ gesetzt: 

Bescbreibtein  Stralil  s^coiitinuirlicb  in  demselben  Dreh- 
sinne einen  ebenen  Strahl  büsc  bei  so  bewegen  sieb  die  auf 

irgend  zwei  Geraden  g^  derselben  Ebene  en tsp r e cb en d e n 

Punkte  von  jedem  derjenigen  Büscbelstrablen  aus,  auf 

denen  sie  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkts^  und  den  unendlich 
entfernten  Punkt  S**  als  Grenzpunkte  ein  Punktepaar  erster 
Art  bilden,  nach  entgegengesetzten  Ilalbebenen  (wenn  der 
Schnittpunkt  g°  der  Geraden  g^  ein  endlicher  Punkt,  der  eine  im  Sinne 

g*®*,  d.  i.  sich  dem  Schnittpunkt  g®  nähernd  (No.  8 c*),  der  andere  im 

Sinne  g*^  * ° , d.  i.  sich  von  g®  entfernend);  vonjedemderjenigen  Bii- 
schelstrahlen  aus  aber,  auf  denen  sie  ein  Punkte  paar  der 
zweiten  Art  bilden,  bewegen  sich  die  auf  und  g entsprechen- 

denPunktenuf  dieselbeHalbeben  e (also,  wenn  g°  ein  endlicher  Punkt, 

entweder  beide  sich  dem  Punkt  g®  nähernd,  oder  beide  sich  von  ihm  ent- 
fernend). 

fc)Auf  denjenigen  Strahlen  auf  denen  die  Punkte  g^, 
g®  ein  Punktepaar  dritter  Art  bilden,  gehen  sie  in  den  Fällen 

[j3‘*]  i n N 0. 42rt  je  einer  oder  beide  zugleich  von  dem  einen  Halb- 
(o 

strahl  ^ auf  den  andern  über  (No.  25,  35c,  41). 

Im  Falle  [a']  in  No.  42«  verändert  der  der  einen  Geraden 
entsprechende  l’unkt  seine  Lage  (d.  i.  die  des  Punktes  g^)  nicht 
und  wird  nur  in  der  einen  mit  dieser  Geraden  zusammenfallonden  Lage 

von  , welcher  auf  der  anderen  der  Schnittpunkt  g®  entspricht,  durch  die 
Summe  der  übrigen  Punkte  ersetzt  (No.  27). 

Im  Falle  [a*J  in  No.  42«  können  wir,  da  die  unendlich  entfernte  Gerade 
g als  Grenzgerade  beiden  Halbebenen  in  Bezug  auf  irgend  eine  endliche 

Gerade  angehört,  sowohl  sagen:  die  Punkte  g®,  g®  bewegen  sich  in 

Bezug  auf  jede  Lage  von  auf  dieselbe,  als  sie  bewegen  sich 
auf  entgegengesetzte  Halbebenen. 


§.  9.  Abhängigkeit  der  entsprechenden  Bewegnngssiniie  in  zwei  perspectiv isch 
auf  einander  bezogenen  Cirnndgcbildcn  (riinktreilie)  Strahlbiischel) 
von  der  relativen  Lage  ihrer  Träger, 

44.  Beziehen  wir  irgend  zwei  Strahlbüscliel  mit  endlichem  Mittelpunkt 
perspectivisch  auf  einander  durch  die  unendlich  entfernte  Gerade,  so  dass 
je  zwei  entsprechende  Strahlen  parallel  sind,  so  lehrt  die  Anschauung,  dass 
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der  einem  beliebigen  Drehsinn  des  einen  Büschels  in  dem  anderen  (No.  6,10) 
entsprechende  stets  diesem  gleich  ist*),  wir  mögen  die  Kennzeichnung  jedes 
der  beiden  in  jedem  ebenen  Strahlbüschel  (No.  1)  möglichen  Bewegungs- 
sinne an  sich  auf  die  in  der  ,, Entwickelung  der  Abhängigkeit  geometrischer 
Gestalten“  von  S teiner  auf  pag.  46  oder  auf  die  in  der  „Theorie  der  Kegel- 
schnitte“ von  Herrn  Schroeter  in  §.  4,  pag.  3 angegebenen  Wei.se  ausfüh- 
ren; jede  dieser  Methoden  ist  nur  auf  Strahlbüschel  mit  endlichem  Mittel* 
punkt  und  auf  jedes  solche  Strahlbüschel  anw'endbar,  also  jedesmal  und  nur 
dann,  wenn  beim  Uebergange  des  laufenden  Strahles  aus  einer  Lage  in  die. 
nächstfolgende  eine  eigentliche  Drehung  stattfindet,  welche  ihrem  Begriffe 
nach  das  Vorhandensein  eines  endlichen  Punktes  als  festen  Drehungscent- 
rums voraussetzt. 

c)  Die  unendlich  entfernte  Gerade  hat  daher,  wie  sie  durch 
ihre  Lage  vor  allen  anderen  Geraden  der  Ebene  ausgezeichnet  ist,  die  in 
No.  32  von  der  Geraden  angenommene  ausgezeichnete  Eigfen- 
Rchaft,  dass  demselben  lii  chtungssin  n in  ihr  in  allen  Strahl- 
büscheln mit  endlichem  Mittelpunkt  derselben  Ebene  der 
gle  i che  D re  h sin  n entsp  r ich  t,  und  umgekehrt.  Daher  erhalten  wir 
aus  No.  30,  31,  wenn  wir  eine  der  beliebigen  Geraden  uns  durch  g ^ 

vertreten  denken,  folgende  Sätze: 

b.  Sind  irgend  zwei  Strahlbüschel  a , mit  endlichem 
Mittelpunkt  auf  eine  endliche  Gerade  g^  derselben  Ebene, 

w' eiche  keinem  derselben  als  Strahl  angehört,  perspectivisch 
bezogen, 

1.  so  sind  die  einem  beliebigen  Richtungssinne  vongr^ent- 

sprechenden  Drehsinne  in  a^*  u n d e i n a n d c r g 1 e i c h , wenn  die 

P ini  k t e u n sich  auf  derselben  H a 1 b e b e n e in  Bezug  auf 
g^  befinden,  und  entgegengesetzt,  wenn  auf  verschiedenen, 

2.  soistdere  ine  m Dreh  sinn  deseinenBüscliels  ira  anderen 
entsprechende  ihm  gleich,  wenn  der  beiden  Büscheln  gemein- 


schaftliche Strahl  ^.  = a’  von  o.  in  einem  Punkte  der  Strecke 

l Q • a 

ihm  entgegengesetzt,  wenn  von  g^  in  einem  Punkt 

der  Strecke  getroffen  w’ird  (No.  36e). 

c)  Werden  zwei  S t r a h 1 b ü s c h e 1 derselben  Ebene  mit  end- 
lichen Mittelpunkten  a^,  jeder  von  einem  seiner  Strahlen 


l 

resp.  a 


und 


in  beliebigem  Drehsinn  beschrieben,  so  bewe- 


gensich in  jeder  Geraden  der  Ebene,  welche  den  Strahls^  in 


Schroeter,  Theorie  der  Kegelsclmitte  1867.  §.  lOc. 
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einem  Punkte  der  Strecke  schneidet,  auch  auf  der  un- 

endlich entfernten  Geraden,  die  den  Strahlen  und  «^ent- 
sprechenden Punkte  in  gleichem  Richtungssinn,  wenn  die 
Str ablküsch el  in  gleichem,  in  en tgegenges etztem  Ri chtungs- 
sinne,  wenn  die  Strahlbüschel  in  entgegengesetztem  Dreh- 
sinne durchlaufen  werden,  und  umgekehrt;  aufjeder  Geraden 

jedoch,  welche  den  Strahl  in  einem  Pu  nktder  Strecke  3^^  * 

schneidet,  bewegen  sich  die  den  Strahlen  und  entspre- 
chenden Punkte  in  gleich emRichtungssinne,  wenndieStrahl- 
büschel  in  entgegengesetztem,  in  entgegengesetztem  Rich- 
tungssinne, wenn  die  Strahlbüschel  in  gleichem  Drehsinne 
durch  laufen  werden,  undumgekehrt.  Betreffs  der  Geraden,  welche 

durch  einen  der  Punkte  a , 3^  gehen,  vergl.  No.  30c,  31  d,  436. 

d)  Lassen  wir  cinenPu n kt  einebeliebiggelegeneend- 

1 i c h e P u n k t r e i h e <7^  in  einem  b e s t i m m t e n S i n n e s t e t i g d u r c h - 

lauf  en, 

1.  so  müssen  die  mit  g^  perspecti  vischen  Strahlen  aller 
Strahlbüschel,  deren  Mittelpunkte  endliche,  ausserhalb 
gelegene  Punkte  derselben  Halb  ebene  in  Bezug  auf  sind, 
ihre  Büschel  in  gleichem  Drehsinne  durchlaufen; 

2.  diemitg^perspcctivischenStrahlenallerStrahlbüschel, 

deren  Mittelpunkte  endliche,  ausserhalb  gelegene  Punkte 

der  anderen  Halbebene  in  Bezug  auf gr  sind,  müssen  ihre  BU- 

sc  hei  ebenfalls  in  unter  sich  gleichem,  aber  dem  der  anderen 
entgegengesetzten  Drehsinne  beschreiben. 

3.  Beim  Uebergange  des  dem  Punkte  g^  entsprechenden  Strahles 

eines  der  Büschel,  deren  Mittelpunkte  in  den  die  Halbebenen  begrenzenden 
Geraden  liegen,  aus  einer  Lage  in  die  nächstfolgende  müsste  so- 

wohl eine  Drehung  in  dem  einen,  wie  eine  im  entgegengesetzten  Sinne 
erfolgen,  es  erfolgt  dalicr  gar  keine  eigentliche  Drehung,  sondern  nur  eine 
Verschiebung. 

■}■  Der  mit  g^  perspectivische  Strahl  jedes  Strahlbüschels,  dessen 
Mittelpunkt  in  der  Geraden  ÜPgt,  fällt  in  diese  Gerade  und  behält  diese 
Lage  bei,  so  lange  nicht  g^  seinen  Mittelpunkt  deckt  (No.  27  , 30c,  31  d); 

j"|‘  der  mit  g^  perspectivische  Strahl  jedes  Strahlbüschels,  dessen 
Mittelpunkt  in  liegt,  ein  unendlich  entfernter  Punkt  ist,  (jedes  Parallel- 
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strablbüschels)  beschreibt  sein  Büschel  in  einem  von  dem  Kiclitungssinne 
von  abhängigen  und  mit  demselben  sich  ändernden  (No.  0)  Bewegungs- 
sinn, der  aber  keinem  und  jedem  der  beiden  Drehsinne  eines  Strahlbüschela 
mit  endlichem  Mittelpunkt  gleichgesetzt  werden  kann  (No.  32)’^). 

e)  Denken  wir  uns  demnach,  alle  Strahlbiischel  mit  endli- 
chem Mittelpunkt  werden  jeder  von  einem  seiner  Strahlen  in 
gleichem  Drehsinne  durchlaufen,  so  ertheilen  alle  Strahl-' 
büscbel,  deren  Mittelpunkte  endliche  Punkte  derselben  Halb- 
ebene in  Bezug  auf  eine  beliebige  in  dieser  Ebene  befindliche 
Gerade  Pj  sind,  dem  mit  dem  laufendenStrahlaufgr^perspecti- 

vi8chenPunktedenselbenBewegungssinn,alloStrahlbü8chel, 
deren  Mittelpunkte  endliche  Punkte  der  zweiten  Tlalbebene 
sind  in  Bezug  auf  den  entgegengesetzten  Bewegungssinn; 


und  es  giebt  keinen  einzigen  Strahlbüschel,  dessen  Mittelpunkt  ein  endlicher 
ausserhalb  gelegener  Punkt  der  einen  Ilalbebene  in  Bezug  auf  und 

welcher,  in  demselben  Sinne  J beschrieben,  auf  g^  denselben  Bowegungssinn 

hervorriefe,  als  die  StrahlbUschel , deren  Mittelpunkte  Punkte  der  anderen 
Halbebene  sind. 

Der  dem  laufenden  Strahl  eines  Strahlbüschels,  dessen 
Mittelpunkt  in  jTg  liegt,  auf  g^  entsprechende  Punkt  verharrt 

in  der  Lage  des  Mittelpunktes,  so  lange  nicht  der  laufende 
Strahl  mit^g  zusammen  fällt. 

Dieser  Satz  enthält  den  in  No.  44«  als  speciellen  Fall. 

/)  Mit  Berücksichtigung  von  No.  34,  35«,  e folgt  aus  No.  44c  oder  ans 
36  c und  44  c: 

Werden  zwei  Strahlbüschel  derselben  Ebene  mit  endli- 


chen Mittelpunkten  a , 8^  jeder  von  einem  seiner  Strahlen 
r e s p.  fl^,  .9^  v 0 n dem  beiden  Büscheln  g c m e i n s c h a f 1 1 i c h e n S t r a h l 
= aus  stetig  einmal  durchlaufen,  so  beschreiben  je  ein 

Halbstrahlvona^und  cinervonü^,  w eich  ein  der  Lage  «^  einen 


*)  Anmerkung.  Die  Bezeichnung  „Drehsinn“  im  engeren  Sinne  darf  daher 
rechtmässig  auch  nur  bei  Strahlbiischcln  mit  endlichem  Mittelpunkt  angewendet 
werden;  im  Allgemeinen  aber  haben -wir  den  Bewegungssinn  eines  jeden  Strahl- 
büschels „Drehsinn“  genannt  im  Gegensatz  zu  dem  Bewegungssinn  in  einer  I’unkt- 
reihe,  dem  Richtungssinn,  weil  die  Bedingung  eines  festen  Mittelpunktes  schon  in 
dem  Begriff  des  Strahlbüschels  (No.  I , 5j  entlialten  ist  und  die  Strahlen  eines 
Parallelstrahlbüschcls , wenn  auch  keinen  gcmeiiischnftliehen , endlichen  Mittel- 
punkt, so  doch  was  wir  einen  unendlich  entfernten  Punkt  ueuiicn  (die  Richtung) 
gemeinschaftlich  haben. 

Zeilschrifl  f.  Mathematik  u.  I‘h>aik.  Xlit,  4. 
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Punkt  der  Strecke  getneiuscliaftlicli  haben,  dieselbe 

Halbebene  inBezugaufs®,  wenn  dicBüschel  ingleichem,  ver- 


schiedene Ualbebenen,  wenn  sie  in  entgegengesetztem  Dreh- 

sinnebeschriebenwerden;jeeinlIalbstrahlvon«^aberundei- 

n e r V o n w e 1 c h e i n d e r L a g e k e i n e n P u n k t d e r S t r e c k e 

gemeinschaftlich  haben,  beschreiben  verschiedene  Halb- 
ebenen, wenn  d i e B ü s c h o l i n g 1 e i c h c rn  , dieselbe  H a 1 b e b e n e , 
wenn  sie  in  entgegengesetztem  Drehsinn  durchlaufen  werden, 
und  umgekehrt  (No.  lotj). 

gl)  Wir  heben  hervor,  dass,  wie  sehr  auch  die  Untersuchung  in  No.  32 
darauf  hinweist,  dass  die  dort  von  der  Geraden  angenommene  Eigenschaft 

thatsHchlich  bei  der  unendlich  entfernten  Geraden  g^  stattfindet,  dies 
doch  dadurch  nicht  bewiesen  ist  und  der  Satz  am  Anfänge  von  No.  44  als 
ein  Erfahrungssatz  aus  der  Anschauung  entnommen  ist,  wie  dies  auch  in 
der  ,, Systematischen  Entwickelung  der  Abhängigkeit  geometrischer  Gestal- 
ten“ pag.  52  und  der  „Theorie  der  Kegelschnitte“  §.  19c  pag.  79  geschehen. 

Aus  der  Vergleichung  von  No.  32  und  44  bis  44  <i*  mit  der  Anschauung 
gebt  aber  hervor,  dass  dieser  Satz  mit  den  auf  die  Voraussetzungen  des 
§.  1 allein  sich  stützenden  früheren  Untersuchungen  im  vollsten  Einklänge 
steht. 

Ä)  Wollten  wir  in  ähnlicher  Weise  den  Richtungssinn  in  zwei  beliebi- 
gen geraden  Punktreihen  der  Ebene  an  sich,  d.  i.  ohne  Rücksicht  auf  ein 
.Strahlbüschel  vergleichen,  so  würde  eine  No.  32  ganz  analoge  Untersuchung 
als  Bedingung  erkennen  lassen  das  Vorhandensein  eines  Strahlbüschels  in 
der  Ebene,  welcher  die  ausgezeichnete  h3igenschaft  besässe,  dass  einem 
und  demselben  Drehsinn  in  ihm  in  allen  nicht  mit  ihm  perspectivischen 
Geraden  der  Ebene  derselbe  Richtungssinn  entspreche,  oder  von  dem  wir 
dies  annehmen  wollten.  Ein  solcher  Strahlbüschel  müsste  aber  aus  dem 
in  No.  32c  angegebenen  Grunde  durch  seine  Lage  ausgezeichnet  sein  vor 
allen  übrigen.  Der  Strahlbüschel  mit  endlichem  Mittelpunkt  giebt  es  un- 
endlich viele,  die  sich  an  sich  keiner  von  dom  anderen  unterscheiden  lassen, 
und  Strahlbüschel  mit  unendlich  entferntem  Mittelpunkt  giebt  es  auch  un- 
endlich viele,  die  sich  keiner  von  dem  anderen  unterscheiden  lassen,  und 
einen  ausgezeichneten  Punkt  wie  jede  endliche  Gerade  besitzt  die  unend- 
lich entfernte  Gerade  nicht.  Da  wir  also  keinen  einzig  und  allein  von  allen 
übrigen  sich  unterscheidenden  Strahlbüschel  kennen , so  können  wir  nicht 
allgemein  den  Richtungssinn  einer  Geraden  mit  dem  einer  anderen  an  sich 
vergleichen,  sondern  nur  in  Rücksicht  atif  ein  oder  mehrere  Strahlbüschel 
von  gewisser  Lage*). 


V.  Standt,  Heiträge  zur  Geometrie  der  Lage,  erstes  Heft,  No  49. 
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45.  a)  Bewegen  wir,  nachdem  der  Strahl  in  dem  ebenen  Strahl- 
büschel einen  Winkel  . in  demselben  Drehsinn  ^ von  an  stetig 

durchlaufen , den  Mittelpunkt  auf  dem  beliebig  gewählten  Strahl  in 
einem  und  demselben  Sinne  so  theilt  er  in  jeder  seiner  Lagen  den  Strahl 
in  zwei  Hnlbstrahlen , die  wir  nach  dem  Princip  von  No.  J5«  mit 
dj!^^  bezeichnen.  Denken  wir  uns  nuns^injeder  Lage  vong^indemsel- 


V 

nn 


ben  Sinne  J von  an  den  Büschel  weiter  durchlaufend,  so  beschreibt  nach 

• Q ' V 

No.  15^und  44/"  der  von  der  Anfangslage  ausgehende  Halbstrahl  ^ 

stets  eine  und  dieselbe  der  Ilalbebenen  in  Bezug  auf. dervonder  An- 

° w {v\v) 

fangslago  g^^  ausgehende  Halbstrahl  g^^  stets  die  andere 

= (''«■•g'-  N»-  3»)- 

b)  Während  s**  den  Winkel  s^..,  , beschrieben,  beschrieb  der  ihm  auf 

(tlv)  » 

jeder  Geraden  g , welche  nicht  den  Punkt  g^  enthält,  entsprechende  Punkt 

eine  Strecke  in  bestimmtem  Richtungssinne  P . Wenn  nun 

'Z  ’ X 

nachdem  g^  in  eine  beliebige  Lage  g^j  gerückt,  seinen  Büschel  in  demsel- 
ben Sinne  von  der  Lage  an  weiter  beschreibt,  so  durchläuft  der  ihm 

p O V 

auf  irgend  einer  Geraden  g^,  welche  nicht  den  Punkt  g^  enthält,  entspre- 
chende I’nnkt  in  demselben  Sinne  P^,  in  welchem  er  die  Strecke 
durchlaufen,  weiter  die  Strecke  wenn  die  neue  Lage  g^j  von  g^  mit 

der  ursprünglichen,  die  wir  mitg^^  bezeichnen  wollen,  auf  derselben  Halb- 
ebene in  Bezug  auf  g^  sich  heöndet  (nach  No,  44 e);  sobald  aber,  sei  es  da- 
durch, dass  g^  die  Gerade oder  die  Gerade  überschritten,  die  neue 


Lage  g^J  sich  nicht  mehr  mit  g^^,  auf  derselben  Halbebene  befindet,  be- 
schreibt der  Punkt  in  dein  entgegengesetzten  Richtnngssinne  zunächst 


dieselbe  Strecke  g 


= ö 


Rückt  der  Punkt  g^  in  die  miig^  perspectivische  Lage  g^|,  so  verharrt 

der  dem  Strahl  entsprechende  Punkt  in  dieser  Lago  = 

Rückt  der  Punkt  g^  in  die  Lage  des  unendlich  entfernten  Punktes  von 

22* 
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8^0,.,  so  IjCsst  sich  der  Drehsinn  von  nicht  mehr  mit  dom  des  Büschels 

V V® 

8®  vergleichen ; der  dem  Strahl  entsprechende  Punkt  g . kann  daher 
mit  gleichem  Recht  in  demselben  Sinne  die  Strecke 

entgegengesetzten  Sinne  die  Strecke  beschreiben. 

c)  Eine  Aenderung  des  Bewegungssinncs  von  findet 
demnach  statt: 

1.  w e n n 8^  die  G o r a d c </,  überschreitet, 

5 . • ^ 

2.  wenn  8^  die  Gerade  g ^ überschreitet, 

3.  wenn  den  Drehsinn  a n d e v t (No.  6). 

Da,  wo  gleichzeitig  zwei  dieser  Fälle  auftreten,  hebt  eine  Aenderung 
die  andere  auf;  so  durch  Combination  der  Fälle  1 und  2,  wenn  die  Ge- 
rade g ^ in  ihrem  unendlich  entfernten  Punkte  schneidet  (vergl.  No.  16  und 
44 e)  oder  g^  mit  g ^ zusammenfällt  (vergl.  44«),  8^  also  gleichzeitig  sowohl 

den  Punkt  8^^  als  den  Punkt  8^gp  überschreitet;  bei  solcher  Lage  von 
resp'.  g^  wird  daher  der  Bewegungssinn  von  nicht  geändert,  welche  Lage 

auch  der  Punkt  8^  auf  der  Geraden  haben  mag,  so  lange  der  Strahl 
in  demselben  Drehsinne  sich  bewegt;  es  geht  aber  bei  der  ersten  Combina- 
tion gemäss  No.  35e  der  Punkt  auf  den  anderen  Halbstrahl  von  über. 

d)  Andererseits  denken  wir  uns  den  Mittelpunkt  des  Strahlbüschels 
fest,  drehen  aber,  nachdem  der  Punkt  g^  auf  der  Geraden  g^  eine  Strecke 

^(^1*')  demselben  Richtungssinne  von  g^  an  durchlaufen,  <lie  Gerade 
I 5 6 

g^  um  den  beliebig  gewählten  I^unkt  g^  in  einem  und  demselben  Drehsinno 
d und  durchläuft  der  Punkt  g^  auf  der  Geraden  in  irgend  einer  neuen 

Lage  die  andere  Strecke  "i  demselben  Richtungssinne  so  be- 

schreibt auch  in  demselben  Drehsinn  d weiter  den  Winkel  sf  , wenn 

9 (v|i)’ 

( V I 

der  Halbstrahl  g^^  (die  Bezeichnung  bezogen  auf  den  Richtungssinn  P ^ 
auf  derselben  llalbebene  in  Bezug  auf  liegt,  als  der  Halbstrahl 
der  ursprünglichen  Lage  g^^  von  g^  (No.  35,  38«,  37);  sobald  aber  dadurch, 
dass  den  Punkt  8^  überschreitet,  die  Ualbstrahlen  g^*jj  und  g|*^J  auf 
entgegengesetzten  Halbebenen  in  Bezug  atif  oder  was  dasselbe  ist  (No.  34) 
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nnd  derselben  UalbebtMie  sieb  beßndeu,  beschreibt  der 

Strahl  in  dem  entgegengesetzten  Drehsinn  zunächst  wieder  den  Win- 

kel  (No.  16).  Dies  Kriterium  gilt  zufolge  No.  10,  wenn 

der  Mittelpunkt  des  Strahlbüschels  ein  unendlich  entfernter  Punkt,  wie  wenn 
er  ein  endlicher  Punkt  ist. 

Eine  Ae n der ung  des  Bewegungssinnes  von  5^  findet  dem- 
nach stets  und  nur  statt,  wenn 

1.  den  Punkt  überschreitet,  sei  es,  dass  in  der  initd^ 

p e r 8 p e c t i V i 8 c h e n L a g o d e m II  a I b s t V a h 1 g^*^j  oder  dem 

(v—ck) 

ilalbstrahl  g^^^  angeh ort, 

2.  g^  den  Richtnngssinn  ändert  (No.  6). 

In  einer  Combiuation  zweier  Fälle  findet  keine  Aeuderung  des  Dreh- 
siuno8  von  8tatt. 

e)  Mit  Rücksicht  auf  No.  38«,  15e,  39c,  44d, c,  45  können  wir 
vorstehende  Sätze  auch  f olgend  o rm  assen  aussprechen: 


Lassen  wir,  nachdem«^  in 
dem  ebenen  S t r a h 1 b ü s c h e 1 
im  Sinne  ^ den  Winkel  ,, 
also  der  auf  der  Geraden  g ^ 
ihm  entsprechende  Punkt  g^ 

im  Sinne  P die  Strecke 

beschrieben,  den  Mittelpunkt 

in  einem  und  demselben 
Richtungssinne  P^von  der  ur- 

3 p r ü n g 1 i c h e n L ag e a n den 

Strahls^  durchlaufen,  und  in 

jeder  neuen  Lage  von 

den  Strahl  in  demselben 

Drehsinn//  v o n .f  ^ a n w e i t e r 
e V 

bewegen,  so  bewegt  sich 
der  Punktg  auf  g , je  nach- 

d e in , bezogen  auf  den  R i c h - 


Lassen  wir,  nachdem  der 
Punkt  g^  auf  der  Geraden  g 

im  Sinne  die  Strecke  ^ , 

also  der  in  einem  Büschel 

entsprechende  Strahl  im 

Sinne//  d e n W i n k e 1 , , b e - 

schrieben,  die  Gerade  <7^  in 

einem  und  demselben  Dreh- 
sinne //^  von  der  ursprüngli- 

c b e n L a g e jr , Q a u s d e n B U s c b e 1 

y 

g^  dureb laufen,  und  in  jeder 

neuen  Lage  g von  g^  den 
Punkt  g ^ in  demselben  Rieh- 
t u n g s s i n n P ^ von  g^  an  sich 
weiter  bewegen,  so  bewegt 
sich  (i e r S t r a b 1 im  B ü s c b c I 
je  nacbdein,  bezogen  auf 
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tungssinn  den  Sltrabl 

iueiuomPunktdesHalbatrah- 
oder  scbuei- 

det, 

in  demselben  Ric b tungs- 
sinn P^  weiter,  so  lange auch 

in  Bezug  auf  die  neue  Lage 
9 j G * ....  1.  1 Jf 


^ t 


den  S t r a li  1 5'  in  einem 

V 


Punkt  dos  H a 1 b s t r a b 1 e 8 3 


(p|Qc) 

vi 


resp.  trifft, 

in  dem  ontgcgengesetz> 
teil  Sinne  P^,  wenn  den 

Strahl  in  einem  Punkt  des 

V 

II  a 1 b s t r a b 1 e s r e s p. 

scb neidet, 

gar  nicht,  wenn^^  mitjg^j 
porspectiviscb  liegt. 


den  Drehsinn  J der  Punkte^ 

y 

ff 

in  Bezug  auf  sich  auf  der 

Halbebene  9|'{*^der 

befindet, 

in  demselben  Drehsinn 
weiter,  so  lange  auch 
in  Bezug  auf  die  neue  Lage 
g^jj  sich  auf  der  Halbcbeno 

9(^|^)77  rosp-  befindet, 

in  dem  entgegengesetz- 
te n D r e b s i n ii  , w e u n s i c li 

Q 

a u f d 0 r H a 1 b e b e 11  e j r e 8 p. 
gar  nicht,  wenn  mit  g^ 

9 

perspectiviscb  liegt. 


f)  Als  Zusatz  zu  dem  Satz  rechts  gehört  Folgendes: 

Befindet  sich  der  Punkt  3^  auf  der  Halbebono 

muss,  wenn  g^  im  Sinne  den  Büschel  bis  zur  Lage  beschreibt, 

in  dieser  Lago  nach  No.  35«  und  39  der  lialbstrahl  ' denselben  trefl'eii, 
also  die  Lago  g^*’^  haben.  Der  auf  irgend  einer  Geraden  g^ 

der  Ebene,  welche  g^  = g^^  in  einem  endlichen  von  g^  verschiedenen 


• t 


Punkto  g^  = g^Q  des  Halbstrahles  und  in  einem  Punkt  =9^ 

g 9 ^ ^ Tr 

der  endlichen  Strecke  schneidet,  entsprechende  Punkt  muss  daher 

/ t Qig  t 

nach  No.  35c  die  endliche  Strecke  a ^ ' von  an  durchlaufen.  Wenn 

nun  der  Strahl  6’^  im  Sinne  J von  an  den  Büschel  durchläuft,  so 

9 » 

trifft  er  (No.  35)  mit  demselben  lialbstrahl,  welcher  in  der  Anfangslage 
^(^^1  ®)  (ijßpuni^te  g^ssö^nnd  g^^^  cntluältund  die  llalbebenoij|^|^^*^  beschreibt, 


’ip 


in  welcher  die  llalhstrahlo.n  = g^*^o*^ von  g^^  und  von  g^xnh 
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allen  ihren  Punkten  Hegen  (No.  34/>*),  auch  den  Funkt 

entsprechende  Punkt  muss  daher  vong^  an  (No.  35 e)  die  endliche  Strecke 

durchlaufen,  also  dieselbe,  wie  der  dein  Strahl  entsprechende 

Punkt,  aber  von  dem  anderen  Grenzpunkt  aus,  also  nach  No.  17  in  entgegen- 
gesetztem Richtungssinne. 

Die  beiden  Dreh  sinne  ^ und  ^ si  nd  d ah  er  n ach  N o.  Ile 

y Q 

eiuand  er  gleich. 

B e f i n d e t s i c h der  Punkt  a b e r a u f d e r II  a 1 b e b e n e ^ 

bezogen  auf  den  Drehsinn  ^ , so  deckt  der  Ilalbstrahl  wenn  g 

y 9 o 

das  erste  Mal  in  die  Lage  kommt,  den  Ilalbstrahl  der  auf  d 

eraden 

Strecke  welche  den  unendlich  entfernten  Punkt  entliKlt,  der  dem 

Strahl  entsprechende  Punkt  beschreibt  wieder  die  Strecke  von 

au,  bewegt  sich  also  nach  No.  17  in  demselben  Richtungssinne;  in  diesem 

Falle  sind  die  beiden  Drehsinne  J und  J nacli  No.  44r  ent- 

y Q 

gegen  gesetzt. 


er- 


selben  Geraden  entsprechende  Punkt  beschreibt  daher  nach  No.  35 <?  die 


(Fortsetzung  folgt.) 


X. 

t 

Ueber  die  developpabele  Fläche,  welche  zwei  gegebenen 

Flächen  umschrieben  ist. 

Von 

Dr,  A.  P^NNEPER, 

ausserordentliche»  IVIitg'Hod  der  Gesellschaft  der  Wissenschaften 

zu  Götting'en. 


L 

Die  Glcichnugen  der  beiden  gegebenen  FlUclien  auf  ein  orthogonales 
Coordinatcnsysteni  bezogen  seien  f(x,  y,  r)  = 0 und  y,  2)  = 0,  oder 

kürzer  f=0  und  f^=.0.  Der  Punkt  (.r,  f/,  2)  der  Flüche  /'=0  möge  mit 
dem  Punkte  (.r,,  y, , 2,)  der  Fläclie  ^=0,  dieselbe  berührende  Ebene  haben. 
Sind  «,  6,  c die  Winkel,  welche  die  Normale  zur  Fläche  f~0  im  Punkje 
2)  den  Coordinatenaxen  bildet,  haben  6,,  r,  analoge  Bedeu- 
tungen für  den  Punkt  (.r,,  y,,  2,)  der  Fläche  ^=0,  so  finden  bekanntlich 
folgende  Gleichungen  statt: 


Die  Gleichungen  der  berührenden  Ebenen  in  den  Punkten  (r,  y,  :)  «m-l 
(•^1,  y,i  -i) 

(.Y — .r)  füSrt  + ( }' — y)  cosb-{-(Z  — 2)  cosc~0, 

( .V  — a*, ) cos r/|  -p  ( 1'  — y^)  cos  -j-  — z)cos  c^  =0. 

Sollen  diese  Gleichungen  identisch  sein,  so  müssen  folgende  Kelafionen 
stattfinden : 

cos  (I  — cos  u I , . cos  b = cos  b , , Cos  c — cos  c, , 

•>  ) 

X ros  o-\-y  cos  b-\-z  rosc—x,  cosa^  -j-i/t  cos  />,  -j--i  ctis  r,. 

Setzt  man  ; 

it)  xcosa-\-y cosb-^z  cosc^^p,  x^roS(l,-\-!/^cosb^■^z^cosCf~-p^ 
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so  geben  die  Gleiclmngen  2)  und  3)  in  Verbindung  mit  /’=0  und  fi  -~0 
ein  System  von  sechs  Gleichungen,  welclicn  zufolge  rr,  y,  z und  a:,,  y,, 
als  Functionen  von  p angesehen  werden  können.  LJtsst  inan  p variiren,  so 
erhält  man  auf  jeder  der  beiden  Flächen  eine  Curve,  längs  welcher  die- 
selben gleiche  berührende  Fbenen  in  zwei  entsprechenden  Punkten  haben. 
Die  Enveloppe  dieser  berührenden  Ebenen  isb  die  developpabele  Fläche, 
w'clche  den  beiden  Flächen  f=0  und  f,  =0  gleichzeitig  umschrieben  ist.  Es 
soll  vorausgesetzt  werden , dass  in  den  Gleichungen  3)  p nicht  constant  ist 
infolge  einer  der  Gleichungen  f=0  oder  /i=0,  ein  Umstand,  welcher  statt- 
findet, wenn  eine  der  gegebenen  Flächen  die  Parallelfläche  einer  Kegel- 
tläche  oder  eine  Kugclflächc  ist.  Der  erste  Fall  ist  überhaupt  aus- 
zuschliessen , der  Fall  einer  Kugelfiäche  ist  weiter  unten  besonders 
behandelt,  wobei  sich  herausstellt,  dass  die  allgemeinen  Gleichungen  ihre 
Gültigkeit  behalten. 

Die  Coordinaten  des  Punktes  der  Wcudecurve  der  devoloppabelen 

Fläche,  welcher  mit  den  Punkten  (a:,  y,  c)  und  (a*,,  //,,  ;,)  auf  derselben 

Geraden  liegt,  sind  durch  (§,  »/,  bezeichnet.  Zur  Bestimmung  von 

rj,  f dienen  die  Gleichungen: 

I eos  rt  + eos  />  + J eo.9  f = />, 

^ d nos  a d cos  h , d cos  c 

5-^ + =1, 

dp  op  Op 

^ cos  (t  cos  b , cos  c 


Berücksichtigt  man,  dass: 

cos  a - — pco6‘&  - — \-cosc  — =0, 
dp  dp  dp 


I 1 A 

cosot  h coscx  = 0, 


^ dp 


dp 


so  geben  die  Gleichungen  3)  nach  p differentiirt: 

dcosa  dcosh  dcosc 

— = 1. 


dp 


dp 


dp 


d cos  fix  , dcosh, 
hyi— + 


dp 


dp 


dp 

d cos  c, 
dp 


1, 


oder  auch  wegen  2); 

dcosd  dcosh  dcosc  dcosa,  dcosh,  dcosc 

" Tr  ' "»T = ~sjr Tr + “är  ^ 

Diese  Gleichungen  in  Verbindung  mit: 

d cos  a , d cos  h d cos  c 

COSU-^ l-t’OiO  — r f-f05C  — 0 

dp  dp  dp 


geben : 


„ I 


D 


d cos  a 
dp 


d cos  h 

~dir 


i) 


dcosc 

~dT 


= (:  — r,)  cos  h — {tj—  y,)  cos  c, 
= (.r  - .r,)  fo.s’c  — (;  — r,)  cosa, 

— (.V  — i/i  ) ** ‘^1  ) 
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wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

6)  == 


cos  ff, 

cos  by 

cos  c 

y. 

^ • 

^1» 

y^y 

Mittelst  der  Gleicliungeu  5)  geht  die  zweite  Glcicliung  4)  über  in: 

7)  [(^— J,)c096 (y Vl)  ^ + [(-f  -- .t’i)  C05C  — (C  —?j)C05  ff]  y 

4-  [(y~yil  po.s-ff  — (jr  — a-j)cos/y]f=Z>. 

Wegen  der  Gleichungen  2)  geben  die  Gleichungen  3)  subtrahirt: 

8)  (j: — a*,)  cosa  -f  (y  — Vi)  cosb-\-  (z  — c,)  cosc=.0. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  9)  folgt: 


d cos  a 

d cosb 

d cos  C ; 

dp 

dp 

dp 

y. 

a:„ 

yi. 

*1  . 

(.r  — (y  — i 

D 

+ [ar(a--j-,)-Fy(y-y,)  + z(z- 

(1.  i. 

wegen  3)  und  8): 

d Cos  ff 

d cosb 

d cosc 

dp  ’ 

dp 

dp 

X, 

y> 

X,y 

y^y 

Analog  findet  man  mit 

Hülfe 

+ (;co6-c=y ; 

d COS  ff 

d cosb 

dcosc 

dp  ’ 

dp  ’ 

dp 

X'—a'yy 

y — Viy 

^ <» 

«-i 

[x  cos  ff  + y ^ “1"  * <*05  c] 


==  — ^ |> -a:,)*  + (y— y,)*+(s  -2t)’]. 


= — ^ [( A*  — ‘^*1  )*+  (y  — yi )*  + (5  — :t )*]. 


Difterentiirt  mau  die  Gleichung  7)  nach  y,  wobei  f als  Constanten  an- 
zusehen  sind,  so  zeigen  die  beiden  zuletzt  entwickelten  Gleichungen,  dass 
auf  beiden  Seiten  der  Term  : 

^ [(a’— .ri)*+(y— yi)*  + (2  — 2i)*] 

wegfällt,  es  bleibt  dann: 

y) 


dx 

dy 

dz 

dx^ 

dPi 

dz, 

w 

dp^ 

dp 

dp' 

dp' 

dp 

cos  ff. 

cos  by 

cos  c 

cos  ff, 

cos  by 

cos  c 

1— ‘’'l. 

v—yty 

J-, 

v-yy 

C-2 

Durch  die  vorstehende  Gleichung,  die  Gleichung  7)  und  ^ co5  « -J- co.v  6 
-|-Jcosc=y  sind  »/,  J bestimmt.  Es  bleibt  noch  übrig,  die  Differeutial- 
rfjuotienten  von  ;r,y,  z und  a:,,  y,,  c,  nach  p auf  einfache  Weise  darzustellen. 
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Da  die  drei  Punkte  (|,  ^),  (o;,  y,  z)  uud  (a:,,  y,,  ?,)  auf  dcrselbeu 

Geraden  liegen,  so  kann  man  setzen: 

V — !/  _ 


oder: 

10) 


1= 


^ V 2/i  t 

® — y—fjyi 

7}  = - 


=y 


— y- 


C = -, 

1 -r/ 


1-y ' ' i-y ’ 

Mittelst  dieser  Gleichungen  wird  die  erste  Gleichung  4)  und  die  Gleichung  7) 
identisch.  Die  Gleichung  9)  geht  über  in: 


dx 

dy 

/N 

oz 

dx. 

dy, 

dz^ 

ä^’ 

dp' 

dp 

1 

dp^ 

dp 

cos  rt, 

cos  by 

cosc 

COSUy 

cos  by 

cosc 

X Xfy 

y—Vi^ 

r— z, 

1 

X — X,y 

y—yu 

**  — ^ 

li) 


Die  Quantität  y,  bestimmt  durch  die  Gleichung  11),  hat  eine  sehr  ein- 
fache geometrische  Bedeutung,  wie  gleich  gezeigt  werden  soll. 

Differentiirt  man  cos  a,  cos  cos  c,  welche  Functionen  von  .x’,  y,  z sind, 
nach  py  so  folgt: 


d cos  a 
dp 

d cos  a 
dx 

dx 

dp 

+ 

d cos  a 
dp 

djL 

dp 

+ 

d cos  a 

^dT' 

dz 

dp' 

d cos  b 

d cos  b 

dx 

+ 

d cos  b 

dy 

+ 

d cos  b dz 

dp 

dx 

dp 

dy 

dp 

dz 

dp' 

d cos  c 

d cos  c 

dx 

d cos  c 

dy 

1 

d cos  c 

dz 

dp 

dx 

dp 

dy 

dp 

T 

dz 

dp 

Setzt  man  diese  Werthe  von 

d cos  a d cos  b ’ d cos  c 
■ dp  ^ dp  ' dp 

in  die  Gleichungen: 

d cos  a dcosb  , dcosc  dcosu  dcosh  dcosc 

^P  dp  dp  * dp  dp  ^ dp 

nimmt  zu  denselben  noch  die  Gleichung: 

I I 

tos  a ■—  -f-  cos  b cos  c — =-=  Ü, 

cp  cp  dp 

so  erhält  mau  zur  Bestimmung  von 

djc  dtj  dz 

dp^  dp'  dp 

folgende  Gleichungen: 

dcosu  dcosb  dcosc\  dx  / dcosu  . dcosb  dcosc\do 
, / dcosu  , dcosb  . dcosc\  dz 

,,w 

u dcosu  j dcosb  dcosc\dx  f dcosu  dcosb  dcosc\  du 

IV'  -ä:r+"'^+-~j~)ä7+ -^)4 


\ 


/ dcosu  dcosb  , dcosc\dz 

+ V'  ar +'^' ^ -ar)^  = '' 
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dx  , 

cos  a - — -f-  cos  w — + cos  c — = 0. 

(^p  dp  dp 

Sind  R\  die  beiden  Ilauptkrümimingshalbmesser  der  Fläche /'=0 
iin  Punkte  (.r,  y,  j),  so  hat  man  für  das  Product  dcrsclhcn  die  Gleichung: 

0 


13) 


cos  a, 

cos  b, 

cosc, 

d cos  a 

dcos  b 

dcosc 

dx  ’ 

dx 

dx  ^ 

d cos  a 

d cosb 

dcosc 

dp 

dy 

dy 

dcosa 

dcosb 

dcos  c 

dz  ’ 

dz  ’ 

~dT' 

cosa 
cos  b 
cos  c 


1_ 


R'R 


WegtMi  der  Gleichungen  1)  lässt  sich  die  vorstehende  Gleichung  auch 
schreiben: 


.V  [©'+  ©T 


df 

df 

df 

0 

dx' 

dy' 

dz' 

dV 

d^f 

df 

dx'  dx  d y 

dx  dz' 

d X 

d^f 

dV 

dV 

df 

dxdy'  dy^' 

dy  dz' 

dy 

d^f 

d*f 

d^f 

df 

dx  dz'  dy  dz' 

di*’ 

dz 

der  G 

leichu 

ng  13) 

mit  der  folgenden; 

cos  a 

Cosb 

cosc 

0 

X 

y 

0 

= />,• 

a', 

y\ 

*1 

0 

0 

0 

0 

1 

dass  d 

as  Product  d 

er 

beiden  Determinanten 

der  Determinante  des  Systems  12)  ist  in  Beziehung  auf 

dx  dxj  dt 
dp'  dp'  dp 

als  Unhekatinte,  der  gemeinschaftliche  Nenuer  derselben  ist  also  einfach 
crleich  

Zur  Abkürzung  setze  man : 

15)  ^j(.r  — + — y,)*-f-(c  — c,)*]=r^,  • 

. d cos  n . .d  ctxs  h . d cos  c 


, . d cosa  , , /d  cos  b . _ d cos  c 

(x-a:,) 


9’J 

COS 

'ä7 


du 


~ LJ, 
^ M J, 
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dcosa,  dcosbf  .dcosCf 


d cos  />, 


dXf 


dxi 


dcosüt  dcosbi  .dcosc,  „ ^ 


^Vx 


^Ui 


.dcosa^  dcosbi  , . , 3cosc,  ^ 

Schreibt  man  die  Gleichung  8)  auf  folgende  Weise: 

K=*>- 

so  erhält  man  mittelst  der  vorstehenden  Gleichung  und  der  Gleii  hiingon  l) 
ans  16)  für  Z,  J/,  i\T  auch  nachstehende  Wcrthe: 


XV 


d^f 


av 


av 


dy 


K^— ^i)  ^^Äz  + iy~-y\)^Ä-^  + ^^  — ^x)  \zt  = N/i.H, 


dx  dz 


dy  dz 


dy  dz 

d2l 

dz^ 


Durch  die  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte  (x,  y,  z),  (a:,,  y,,  z,)  und  die 
Normale  zur  Fläche  f==0  ini  Punkte  (a:,  y,  z)  werde  eine  Ebene  gelegt 
und  der  Krümmungshalbmesser  des  Normalschnittes  im  Punkte  (a%  y,  z) 
durch  Ä bezeichnet.  Für  R hat  man  bekanntlich  die  Gleichung: 


18) 


= (ar  — .r,)*  |^  + (y  -y)*  + (y-y.)  ^ ^ 


ay* 


az* 


a*/ 


aar  ay 


+ 2(a'  — a:,)  (r  - ?,)  ^ + 2 (y— y,)  (z  — z,) 


ay 

'dy  dz’ 


Wegen  der  Gleichungen  17)  lässt  sich  die  Gleichung  18)  auf  folgende 
Form  bringen : 

19)  (a;  — aTj)Z  + (y  — y,)/W+ (J~t,)  A=-^. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  14)  und  18)  a:,,  y,,  z,  statt  .r,  y,  z,  s 

mögen  Ä'  und  R übergehen  in  Ä',  /?",  und  7?,. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  16)  erhält  man  aus  12): 

( ^=(cosb.N — cos c.  31)  R' R" 


328  lieber  die  devcloppabele  Fläche,  welche  zwei  gegebenen  Flächen 


Wegen  cos  ros  n,  cosh^  = cosh^  cos  Cy—cosc  hat  man  analog: 

= (r<>.9  h cos  c . /»/,)  Ii\  R'\  — , 

= (cos  c . — cos  (I  . N^)  R\  ä", 

= (ros  a . cos  b . L.)  R\  R'\ 
dp  D 

Substituirt  man  die  Worthe  der  Differentialqnotienten  ans  den  Gleichungen 
20)  und  21)  in  die  Gleicliung  11),  so  folgt  wegen  (.r  — .r, ) coä « -f- (y  — y\)cosb 
-\-{z  — z^)cosc  = Q‘. 

} (a' — aTj ) A -}- (y — y , ) yV-f  ( r — JT, ) iV  j /?' /?" 

=y  j(a—a, )/,,+(//— y,)jV,4-(c  — 2, )A’,|A',  R'\  , 
d.  i.  wegen  10)  und  der  analogen  Gleichung  für  ff, : ' 

^ ^ • R R\  ff  ", ' 

Durch  die  vorstehende  Gleichung  ist  q in  Function  von  a,  y,  z und  aj,  y,,  z, 
bestimmt.  Die  Gleichungen  10),  22)  in  Verbindung  mit/'=0,  fi  — 0 und 


aA 

da'i 

aA 

ay, 

aA 

ac, 

»/■'  . ..  _L.  - 

O 1”^!  - 1 a 

^ •.1'  j ^ y \ V z ^ 

IL 

' aA 

df  , cf  df 

dx 

ay 

dz 

d X ^ cy  dz 

geben  ein  System  von  nenn  Gleichungen;  eliminirt  man  a,  y,  j,  a, , yj , r, 
zwischen  denselben,  so  erhält  man  drei  Gleichungen  zwischen  ^ und  q, 
welche  die  Coordinaten  §,  t/,  ^ eines  Punktes  der  Wendecurve  der  deve- 
loppabelen  Fläche  in  Function  der  Variabelen  q bestimmen. 

Das  Bogenelement  der  Wendecurve  sei  d.?,  ferner  q der  Krümmungs- 
halbmesser und  r der  'rorsionsradius.  Da  nun 

/ l d s\}  fdcos(i\}  cos /de OS c^ 

W \ d;)  / \ dp  ) \ dp  ) ^ 

so  geben  die  Gleiclmngen  5)  nach  8)  und  15): 

. l d s zi 

23)  — 

7'  dp  1) 

Aus  den  Gleichungen  20)  findet  man  mittelst  9)  und  19) 

dz  dy 

= /?'  fl"  -^  |( t (.r  — .r , ) + ü/ (y  — 1/ 1 ) + iV ( ; — : , ) { rns n = ^eosti. 


folglich : 


('/— ,'/i) 


I,r  äyr  = 17  ( -fl fl,-  j " 


d(y-y,)  J^/R'  R"  R\  R'\ 
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Diese  Gleichung  und  zwei  analoge  Gleicliungen  geben : 

V;?  J J ^\dp  J ) ~^  U;>  J ^ \ ^ / 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  aber  • Nimmt  man  die  Qua- 

\ Q opj 

dratwurzel  positiv,  so  folgt: 

±?i_  * /Ä'Ä" 

Q dp~  D \“ß 

oder,  wenn  man  die  vorstehende  Gleichung  durch  die  Gleichung  23)  dividirt; 

24)  ' 

Q Ä Ä,  ■ 

Die  Bogenelemente  der  Contactcurven  der  developpabelen  Fläche  mit  den 
1*  lächen  f=0  und  /*,  =0  seien  da  und  , ferner  <p  und  (p^  die  Winkel, 
welche  die  bemerkten  Curven  mit  der  Verbindungslinie  der  Punkte  (.r,  y,  z) 
(^n  ^i)  bilden.  Die  Gleichungen  20)  geben; 

&7= 0’+ (I?) + S)’= (^'  ^)*  * 

— (Lcosa-i-A/cos//-{-  Acoscyf , 

cos  m fizfi  4.  ?^4_  IT-IL  — 

dp  /J  d p J dp  J d p 


D * 


ar, , y— y,,  ? — 2, 
rosa,  cosb,  cosc 
L,  yV,  iV 

Mittelst  der  Gleichung  19)  leitet  man  ans  den  vorslelienden  Gleichungen 
leicht  die  folgenden  ab ; 


25) 

Ebenso  folgt; 


da  R’R'J 

stn  w ~= . 

dp  R Z)  ’ 


26)  sm  q>.  = — ? 1 — 

^ dp  R,  f) 


Es  ist  offenbar; 


.r— Xj,  y— y, , 2 — 2, 
cos  a , cos  h , cos  c 
L,  M,  IS 

y— ,Vi4 

cos  Oj  cos  bj  cos  c 

Z,  yV,  A, 


= ~cot^. 


= ~coi(p^ 


dxd.r.  dt/dp,  dzdzf  .dada 

dp  dp  dp  dp  dp  dp~^^^^^  ^'^dpdp 

~{\+coicpcotcpy)  sin  <p sin  gt>,  , 

dp  dp 


oder-nacb  25)  und  26) 
27) 


d_x  ^ ^ dy^  d z dzy 

dp  dp  dp  dp  dp  dp 


= ( 1 + cot  tp  cot  <jp, ) 


R'R"  R\R'\fjy 


R 


R,  Uy* 
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Substituirt  mau  in 


für  I,  ^ ihre  VVerthe  aus  10),  so  folgt  nach  2o)  und  21): 

( 


S)'I 


a:— .r,. 

y-/7i> 

- ‘■1 

+ 2 

cosa, 

Cüsb, 

cosc 

L, 

lil, 

N 

X a'i 

y-yi. 

z — z 

-2 

cos  a , 

cosb, 

cosc 

■1^1 1 

M,, 

A’i 

R'  R”  1 d 
^ 


L> 


l — V i — (/ 


n\R'\  1 

q r ^ 


D 


1 — q dp  1 — q’ 


Wegen  der  Gleicliungen  25),  26)  und  27)  wird  die  vorstehende  Gleichung 
einfacher; 

1 /a  A»  \d  1 , 1 l , q R\R'\  , (* 


+ 


1 


1 i 7?  7?' 


R\  R‘\ 


(l-y)*  7)*  ) 7?  7?, 


In  dieser  Gleichung  verschwindet  nach  22)  das  zweite  Quadrat  auf  der  {ech- 
ten Seite,  man  hat  also  einfach: 


1.  I ./?'  R"  ^ q R\  ir\  d 

-|_  ^ — cotcp-  -, : — j, — 


dp  dp  1 — q ' \—q  R D 


1 — q R^  D 


oder  auch  nach  25)  und  20) 


28) 


1 


cas  (p  da  q cos (p,  d a^ 
+ . 5 


d s ^ d 

dp  dpi  — q^i—qdp  1 — q dq' 


Diese  Gleichung  lässt  sich  noch  weiter  vereinfachen.  Die  Differenz  der 
beiden  Gleichungen: 

.r  — .r, a.r  , y — Vidy,z  — z.dz  da 

-T-  ä^+ 


giebt: 


iLzf'  ^-1.  I 

d dp  d dp 


— r,  a^i 


dJ 


d a 


dp 


da, 

:cosq)- cos  (p, 

d p dp 


Mittelst  dieser  Gleichung  lässt  sich  die  Gleichung  28)  auf  eine,  der  folgenden 
Formen  bringen: 


29) 


d s d q d ^ da 

=5  ^ f-eos<p  — , 

dp  dpi  — q dp 

ds,  d d ^ da, 

dp- 
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Aus  den  vorhergehenden  Entwickelungen  lassen  sich  einige  bemerkens- 
werthe  Sätze  ableiten.  Zufolge  der  Gleichungen  lO)  ist  q das  Verhältniss 
der  Distanzen  der  Punkte  (a;,  y,  z),  (.r, , y, , Zy)  vom  Punkte  , {;).  Mit- 
telst der  Gleichung  22)  folgt: 

Ist  eine  developpabele  Fläche  zwei  Flächen  umschrieben , so  ver- 
halten sich  die  Distanzen  zweier  Punkte  der  Borührungscurven, 
welche  derselben  Generatrix  angehören,  vom  entsprechenden 
Punkte  der  Wendccurve,  wie  die  Producte  der  llauptkrümmungs- 
halbmesser  in  diesen  Punkten,  dividirt  durch  die  Krümmungs- 
halbmesser der  Nonnalschnittc,  welche  durch  ihre  Verbindungs- 
linie gehen.  ■ 

Aus  den  Gleichungen  5),  20)  und  25)  folgt: 


dx 

d z 

dp' 

dp' 

dp 

dcosn 

d cos  b 

d cos  c 

__  J 

dp  ^ 

dp  ’ 

dp 

~ D 

COSüy 

cos  b f 

cosc 

da 

'dp’ 


Ist  nun  co5(p=0,  so  genügt  die  Berührungscurve  der  Fläche  /'=0  der 
DiflFerentialgleichung  der  Krümmungslinien  und  umgekehrt.  Setzt  man: 


so  ist  nach  10)  t=— — « Für  giebt  die  erste  Gleichung  29):  ^ = 1| 

oder  /— /o=^  — ^0»  wo  ^'^erth  von  / ist,  welcher  dem  Werthe  Sg  von 

s entspricht.  Aus  dem  Vorstehenden  folgt  unmittelbar; 

Berührt  eine  developpabele  Fläche  eine  beliebige  Fläche  längs 
einer  Krümmungslinie,  so  ist  die  Differenz  zweier  Geueratricen, 
begrenzt  durch  die  Wendecurve  und  die  Contactcurve,  gleich  dem 
zwischen  ihnen  liegenden  Bogen  der  Wendecurve. 

Berührt  eine  developpabele  Fläche  zwei  Flächen  in  Krüm- 
mnngslinien,  so  ist  die  Distanz  zwischen  zw'ei  entsprechenden 
Punkten  der  Berührungscurven  constant. 


II. 

Die  in  I angewandte  Methode  erfordert  einige  Modiücationen  für  den 
Fall,  dass  eine  der  gegebenen  Flächen  eine  Kugelfläche  ist.  Setzt  man: 

1)  a:*,-|-y*,-f 
so  ist : 

2)  Xx—kcosa,  y^—kcosb^  r,=/rcosc; 

3)  yy,-f  rj,  = A*. 

Diese  Gleichnngen  und  /’=0  gestatten  es,  je  fünf  der  Quantitäten  .r,  y,  z, 
^1 » 1 *1  als  Functionen  der  sechsten  anzusehen,  oder  besser,  man  kann 
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,die  sämmtlichen  Coordinaten  als  Functionen  einer  Variabelen  ansehen,  für 
welche  inan  z.  B.  den  Bogen  der  Berührungscurve  der  developpabelen  Fläche 
mit  der  Kugelfläche  nehmen  kann.  Diese  unabhängige  Variabele  werde 

durch  T bezeichnet  und  zur  Abkürzung  gesetzt  -;^=x\  etc.  Die 

dr  dl 

Gleichungen  l)  und  2)  geben: 

4)  a-,  ar'.-f  y,  y -f-c,  j'=  0. 

Mittelst  dieser  Gleichungen  und  2)  folgt: 

5)  . a:ar',+yy  i+c2',=0. 

Bezeichnet  g eine  Unbestimmte,  so  erhält  man  aus  2),  4)  und  5): 

’ , , dcosa  , . 

Xt=k-^=g(zyt—Zty),'  . 


ö) 


dt 

I , , d cos  0 , . 

[y \=k——  = g{xz^  — x^  z), 
ot 

, , dcosc  . V 

Zx  — k — — ^g{y  .r,  — y,  x). 

0 X 


Ist  wieder  J:)  der  Punkt  der  Wendecurve,  welcher  mit  den  Punkten 

(^1  y»  z)  und  (ar, , y,,  z,)  auf  derselben  Geraden  liegt,  so  hat  man  zur  Be- 
stimmung von  tj,  f die  Gleichungen: 

i^^'ri-vyt-h^z,=k^, 

Die  zweite  der  vorstehenden  Gleichungen  geht  wegen  0)  über  in : 


= 0, 


i ^ y 

Vy 

h"’ 

y. 

1 x^ , 

Uly 

welche  Gleichung  selbstverständlich  ist.  Setzt  man: 
8) 


^ x — gxt  .__y  — y*/t  — 

§ ; — , y ^ _ 1 s 


l-q 


l-q  ’ 


i—q 

SO  giebt  die  dritte  Gleichung  7): 

9)  xx\-\-yy'\  + zz\  = q{x^  x\  +f/,  y”,  + z,  z",). 

Die  Gleichungen; 

xx\+ y y\-\-zz\~0,  x^  .r,  + y ,y\  + z^z\=0 

nach  T differentürt  geben: 

scx't-\-yy'\-)rzz'\=—(xx\+y'y\-\-z'  z, ) , 
.T,  x\  +y,  y",  + z,  z",  =— (a:'*,  +?/*,  -f- z\). 

Die  Gleichung  9)  lässt  sich  also  auch  schreiben : 

Q C^'*i  4- y'\  4- '2*t ) = + y v\  + 

d.  i.  nach  1),  3)  und  6): 
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io5 


g k*  (a*  4-  y * -f.  r*  — Ä*)  g = 


, y , 

Vty 

a?,  y, 


Um  aus  dieser  Gleichung  x\y\  z zu  eliminiren,  wird  es  am  einfachsten 
sein,  die  rechts  stehende  Determinante  mit  derjenigen  zu  multipliciren,  wel- 
che das  reciproke  Product  der  beiden  Hauptkrümmungshalhmesser  der  Flä- 
che /'=0  im  Punkte  darstellt.  Die  in  I,  13)  gegebene  Gleichung 

lässt  sich  leicht  auf  folgende  Form  bringen ; 


cos  Oy  cosbf  cosc. 


0 


n) 


dcosa 

dcosa 

d cos  a 

cosa 

dx  ’ 

^y  ’ 

dz  ’ 

dcosb 

dcosb. 

dcosb 

cosb 

dx  ’ 

ay  ’ 

dz  ’ 

dcosc 

d cosc 

dcosc 

cosc 

dx  * 

dy  ’ 

dz  ' 

1 

Wii"' 


Die  vorstehende  Gleichung  werde  mit  der  folgenden  niultiplicirt: 


12) 


y 


2,  0 


> yi « ® 


X. 


0 


x\ 

y\ 

a,’| , 

yn 

X, 

y> 

0,  0,  0,  1 

Nach  den  Gleichungen  1),  2),  3)  und  6)  ist: 

cosa.x'-^cosb.y'-\-cosc  .z'—O^ 


. dcosa  , , dcosa  , , dcosa 

sc  — Vy  — h« 


dcosa  g 


dx  ' ^ dy  ' dz 
xcosa~{-ycosb-\-  zcosc—x^  cosa^\^y^  cosb-\-z^  cosc=k. 

Wendet  man  diese  Gleichungen  an  und  ersetzt  in  dem  Product  der  Gleich- 
ungen 11)  und  12)  die  vier  Elemente  der  let:;^en  Horizontal-  oder  Ver- 

CC  f/  z 

ticalreihe  0,  cosa^  cosb,  cosc  durch  0,  so  folgt; 

A rC  k ^ 


_1 

ww 


X 


y 


SCt  J J/i » 

Xf  y,  z 


J_ 

9^ 


, - ( , . dcosa  . , - dcosb  , . dcosc 

= (^-a;i)  Ka;-«,)  + (y_y,)  4.  (z_  z,) 


+ (-  — ^i) 


-H  (y-yi)  I (a^-a:,)  + (y-y.) 

+ (^  - g|)  I (a^  - a^t)  " + (y  - y I ) +(:-:,) 


dx 

dcosb 

^y 

d cos  h 


dx  I 
dcosc  I 

dcosc  I 


dz  ■ dz  ' ''  dz  i 

Diese  Gleichung  durch 

(a: - a;, )» 4- (y  - y ,)* -K z - * , = (x’ 4- y" + 

23* 
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dividirt,  giebt: 


X , y 

y 
y 


> J/l  > 


1 


d.  i nach  10): 


— Ar*) 

R'JT'  1 


R k ’ 


' R k ' 

wo  R dieselbe  Bedeutung  wie  in  I)  hat.  Aus  dem  Vorstehenden  folgt,  dass 
die  in  I)  aufgestellten  Gleichungen  10)  und  22)  fUr  die  Kugelfläche  gültig 
bleiben,  d.  h.  wenn  R\  = R'\  — R^—k  ist.  Haben  r,  s,  o,  a,  und 

dieselben  Bedeutungen  wie  in  I),  so  tindH  man  aus  den  Gleichungen  1), 
3)  und  10): 

l ds  . do 


14) 


— ^ = 
r ox 


d X 


= kgJ, 


15) 


17) 


Die  Gleichung  13)  nach  x differentiirt,  giebt: 

xx' -{-yy -{-zz' 
d X /i 

Die  Gleichung  10)  quadrirt,  giebt  mit  Rücksicht  auf  4),  13)  und  15): 

16)  + . 

Aus  6)  und  10)  findet  man  leicht: 

X x\-\-y  y\  -yz  z\~{kgJYq, 

+y'*i  + « *t  = ^)*- 

Mittelst  der  Gleichungen  15),  10)  und  17)  lässt  sich  zwischen  p,  r und  s eine 
bemerkenswerthe  Gleichung  darstcllen.  Zufolge  dieser  Gleichungen 
findet  man: 

(7 1;) '= ? }(*'--^)'+ (|£)1  = 

Setzt  man  also : « 

— ^=Äi/(l--«), 

Q OX 

m 

SO  folgt  mittelst  der  ersten  Gleichung  14) : 

Q \ /d 


18) 


r k l — q 

Mittelst  der  Gleichungen  15),  16)  und  17)  geben  die  Gleichungen  8): 


oder: 


3 5 1 — q‘ 
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Eliniiuirt  mau zwischen  der  vorstehenden  Gleichung  und  der  Gleich- 

l — fj 

uug  18),  so  folgt: 

^ ^ 1 

dr  k k * 


oder  integrirt : 


wo  h eine  Constante  ist.  Durch  diese  Gleichung  ist  die  kürzeste  Linie 
einer  KegelflÄche  charakterisirt*).  Aus  dein  Vorstehenden  folgt; 

Die  Wendecurve  einer  developpabelen  Flüche,  welche  eine  Kugel- 
flüche berührt,  ist  die  kürzeste  Linie  einer  Kegelflücho. 

Ist  (.V,  r,  Z)  ein  Punkt  der  developpabelen  Flüche,  welche  der  Flüche  /'=0 
und  einer  Kugelfläche  umschrieben  ist,  bezeichnet  man  durch  v die  Distanz 
der  beiden  Punkte  (A',  F,  Z)  und  (a:,,  y,,  c,),  so  Anden  die  Gleichungen  statt: 


A'=.Tj-|-y 


y=t/t+v: 


y—yt 


Ist  p eine  Constante,  so  hat  man  für  einen  Punkt  (.F,,  F,,  Z,)  der  Parallel- 
fläche: 

X|  = Xi  1;  —pcosa^ 

yi=Vi  + v--^  - pcosb, 

Z,=5Ci-|-y  — pcosc. 


Nun  ist  nach  2)  co5«=y > cosb=~,  co5c=^,  nimmt  man  also  in  den 

KHK 


Ui 


vorstehenden  Gleichungen  p=k^  so  folgt; 


.r,  ^ F^  ^ z, 

y—yi  2— 

Die  Elimination  von  a*,  y,  c,  .Ti,  y,,  zwischen  diesen  Gleichungen,  den 
Gleichungen  1),  2),  3)  und  der  Gleichung  /'=0  giebt  offenbar  ein  Resultat 
von  der  Form: 


was  die  Gleichung  einer  Kegelflücho  ist,  welche  den  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  (Mittelpunkt  der  Kugelfläche)  zur  Spitze  hat.  Hieraus  er- 
giebt  sich: 


*)  Der  Beweis  dieses  SaUes  ist  in  den  „Bemerkungen  Uber  Raumeurven“ 
gegeben , welche  ein  Supplement  zu  II  bilden. 
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Eiue  beliebige  developpabele  Fläche,  welche  einer  Kugcifläcbe 
umschrieben  ist,  ist  die  Parallclfläclie  einer  Kegolfläcbc,  welche 
den  Mittelpunkt  der  Kugelfläche  zur  Spitze  hat. 

Um  eine  einfache  Anwendung  der  vorhergehenden  Entwickelungen 
zu  geben,  seien  die  Gleichungen  der  beiden  Flächen  /'=0  und  /'i=0,  re- 
spcctive : 


19) 

Wegen 
flndet  man 

oder : 

20) 


J+-ß  + -c-'’  ~7  + T + -cr 


dx  dy  dz  dxi  dtjx  oz^ 


^x^  d x'  dy^  dy^  dzi  dz^ 

— Ä-  — 1l  " _ 

A 6’  6’,  ' 


Diese  Gleichungen  in  Verbindung  mit: 


x—yxt  y—fjfji 

- — r»  V= 


geben; 

21) 


l-q  ’ 


1-y  ’ ^ 1“? 


li,  yi  = i/i, 

wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 


'A—qA^^'  B — C—qC^^' 

Die  Substitution  der  Werthe  von  x,  y , r,  a*, , y, , Zj  aus  21)  in  19)  giebt; 

23)  ^ ^ V.  + = 1 , -h  I*.  + n\  + C,  = 1 etc. 

Es  ist  ferner  : 

R'R"  _ ABC 

R^  _ A /?  "^  C 

R i)*  t (v  yp*  1 ^i)* 

. .4,  ’’’  Rx  ^ i'x 

oder  wegen  21)  und  23): 

t’  + „>  4-  f I 

^^7  «'  + T’''+T'ä:,-i 

T"  ^ 1 + V f + ~ ? I — 1 


C, 
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^ s>  -r  ^ fl  1 


./■  ■ > , C*  ' ' 

Bestimmt  man  aus  dieser  Gleichung  und  tlen  Gleiclmngeu  23)  die 
VVortho  von  $*,,  iy®„  f*,,  setzt  darauf  für  |,,  1/,,  f,  ihre  Worthe  aus  22)  ein, 
so  ergeben  sich  für  f folgende  Gleicliungen: 

(/?-ff,)(C-6’)  (A-qA\^ 

^ i^AB,-A,B){^AC,-A,C)\  1-y  / ’ 

iA^^,)dC-C,)  _ (B-qB,Y 

^ lBÄ^-B^AXßCt-BtC)\  l-q  /’ 


{A-A,){B-B,) 
(CAt-CiA)(CBi  — C\  B) 


m)- 


Nimmt  man  A^  B,  C positiv,  A'^B'^C^  (evner  A^  = B^=C^=ky  Ay>k  >.5, 
so  ist  ein  Punkt  (|,  J)  der  Wendecurvo  der  developpabelen  Fläche, 
welche  den  beiden  Flächen  : 

rc*  »/*  2* 

t+b+c'='’ 

umschrieben  ist,  durch  folgende  Gleichungen  bestimmt: 

- {^.i-b){a-c)\T=Y ) ’ 


24) 


- '(:4=:5)(ß3^)VT=7J  ’ 
irv-  ßQ-cy 


B C 

wo  — — • l^i®  developpabele  Fläche  ist  die  Parallelfläche  für  die 

k k 


constante  Distanz  }/l<  zur  Kegelfläche : 

y* 


A — k k—B'^k—C' 


Aus  den  Gleichungen  24)  findet  man : 


1 


dq  oq  (1—7)5 


s » 


Q 9q 


r (>-'/) 


y\{A-kq)(l>-k,/)(C.~kqy 


\ds  /(  jA-k)(B-k){C-k)  I 

r dq  \{A-kq'){B-kq)iC-kq)\  I 
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III. 


Sind  die  beiden  Flächen  f=0  und  /*,  =0  zwei  Flächen  zweiten  Gra- 
des, so  lässt  sich  die  Gleichung  der  umschriebenen  developpabelen  Fläche 
am  einfachsten  ausführen,  wenn  statt  der  Funktcoordinaten  sogenannte 
tetraedrische  Coordinaten  zu  Grunde  gelegt  werden.  Man  kann  bekannt- 
lich das  Fuudamentaltetracder  so  wählen,  dass  die  Ecken  desselben,  in 

• * * 

Beziehung  auf  jede  der  gegebenen  Flächen,  die  Polo  der  gegenüberliegen- 
den Seitenebenen  sind.  Die  auszuführenden  Rechnungen  entsprechen  dann 
dem  einfachsten  Fall  für  Funktcoordinaten,  wenn  nämlich  die  beiden  Flä- 
chen concentrisch  sind  und  ihre  Hauptachsen  gleiche  Richtungen  haben. 
Die  Reduction  zweier  homogenen  Functionen  zweiten  Grades  mittelst  einer 
linearen  Substitution  auf  ihre  einfachsten  Formen,  in  welchen  die  Productc 
ungleicher  Variabelen  nicht  enthalten  sind,  ist  schon  mehrfach  ausgeführt; 
der  grösseren  Uebcrsichtlichkoit  wegen  sind  im  Nachstehenden  nur  die 
Entwickelungen  der  bemerkten  Reduction  ausgeführt,  unter  Hihzufügung 
einiger  neuen  Relationen,  welche  für  den  vorliegenden  Zweck  erforder- 
lich sind. 

Seien  Fund  Q zwei  homogene  Functionen  zweiten  Grades  der«  Varia- 
belen so  dass: 


r = n 5=:n 

l)  P=  2^  £ ^r,s^r^s> 

r=l  s=l  r=l  i=l 

WO  allgemein  a,-,s  = fis,r  und  b,.^f—bg^r  ist.  Mittelst  der  Substitution: 

^ i>  1 1 "F I ^2  “F  • • • • Cn,  1 a.',,—  Q y i , 

^*1 » 2 ~F  ^*2 ) 2^2  “F  • • • • "F  n ~~  2 ’ 


2) 


^ I )«  “F  ^*2>n  a'2  "F  • • • • "F  ^fii  H n — P 

lassen  sich  Fund  O als  Functionen  von  auf  folgende  Art  dar- 

stellcn:  • 

j F=("iZ/*i  + «2y%+ 

^ ) 0 = (f\  + ^2  + . . . • + f'n  t/u)  p*. 

Substituirt  man  in  die  Gleichungen  3)  für  O ihre  Werthe  ;uis  1)  und  die 
Wcithe  von  (»yppy*, p//,iHUs2),  .so  ergeben  sich  die  «(«-f  1)  Gleich- 

ungen : 

"V  I ^*r>2  ^*<>1  *F  ^'^2  ^'/‘i2  ^*•■''2  “F  • • • • “F  ^rj/l  ^ r»  * 1 

j e j “f-  ^2  ^ >’>2  s»2  ”F  • • • • *F'  ^ rj;i  ^ Sylt  ■”  ry  S y 

WO  r,  6-  alle  ganzen  Zahhui  von  1 bis  « durchlaufen.  Von  den  «*  Coefti- 
eienten  <'r,,  der  Substitution  2)  und  den  2«  (Quantitäten  «j,  . . . , 

bleiben  « unbcstiinint , eine  UnbestiinmtlM'it , welche  sich  leicht 

4/ 

aufhebeii  lässt,  wenn  , . . . . statt  y,....y„  gesetzt  wird.  Es  soll  vur- 

l'(ty  I'  «n 

ausgesetzt  werden,  dass  keine  der  Determinanten: 
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^1,1  > ®l,n 

*1,1  > 

*l,n 

5) 

II 

<*»i,  1 1 ®n, « 

*n,  I » 

*n,n 

verschwindet.  Üurch  C werde  die  folgende  Determinante  bezeichnet: 

Cl,  1 Cl,n 


ö) 


C. 


• I t’n.l  ^'n,n 

In  den  Determinanten  C seien  respective  «r,*,  /3r,*>  y»-, i die  Factoreu 

von  Or,sy  ^r,st  ^r,f 

Die  Determinante  C mit  cti,«/* multiplicirt,  giebt: 

t»  • • • • ^1»  n 

^*1  n ^uti  • • • • ^?»n 


7) 


— — 0|  ^2  • • • 


' ^n»  I»  t’  • • • • n 

Bildet  man  das  Product  mit  der  Gleichung  6),  so  ist  nach  4)  die  linke 
Seite  des  Products  gleich  ^4,  »die  rechte  Seite  gleich  o, «, . . . rtnC*.  Man  er- 
hält so  die  beiden  Gleichungen: 

8)  A=a^a^...anC^^  ^=/>,  6,  . . . 

Multiplicirt  man  die  erste  Gleichung  4)  mit  b,n^  die  zweite  mit  bildet  die 
Differenz  der  Producte , so  folgt: 

/=  n 

. ^ bff,  Ql  ) Cr,t  Cs^t=^(ltnbr,s 

t=I 

. Für  s = l,2,  ...n  ergeben  sich  hieraus  die  Gleichungen: 

Cr,tC\,t  = Ombr,\  —b„ar,ij 

^ ^r, I <^2,<  ~ (hu^r,2  2» 

^ ^r,t  ^n,t  n 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  rosp.  mit  y2,ni)  ...  yn.m»  bildet  die 

Summe  der  Producte,  berücksichtigt: 

• ^ 
yi,w  «-'l,*  + . ..  + y»,m  Cn,t  = 0 , t 

SO  folgt: 

(^»1  1 ^r,  0 Y^t”*  ~h  * * * ”h  y«,  m t) , 

o<ler  — = j gesetzt: 
b/n 

^r,  1 l)  yi,»/i  ~1“  . . • “P  (*  <^r,  n)  Yn,m  ~ 

Setzt  man  hierin  r=l,2,  ...n,  so  ergiebt  sich  für  yi.m  ...  y«,m  ßin  Sy- 
stem von  n Gleichungen,  dessen  Determinante  verschwinden  muss,  da  nicht 
gleichzeitig  yi,n» . . . . yn,«  verschwinden  können.  Hieraus  folgt: 

26,,!  ^^1 1 1 I ^ b^,2  ^1 1 2 » ...  ^ 1 n ~~  > rt 

Z 62, 1 ^2’  I » * 2 ^2*  2 > • ’ • ^ ^^21  n ^^2>  n 


= 0 
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oder; 

») 
wo ; 

10) 


Z?  C" —/>  Z" -f  (— 1)"- ' y Z H- (— l)"y^  = 0, 


r—n 


p — £ (<*i>r^pr  r r)  > 

r=I 
r=  n 

<1=  £ (^^i>raur+^2»r  + • + ^n»  r d/,,r)' 

Bezeichnet  man  tlie  Wurzeln  der  obigen  Gleichung  in  z durch 
so  hat  man  bekanntlich: 

1.1.  .1  V 


+‘fl  = 


B ’ 


“ + — + •••+  7"~T‘ 


Z>, 


Da  nun  allgemein  z = ~.  so  sind  die  Wurzeln  von  9)  ...  Hier- 

h„,  b,  bi  bn 

aus  folgt: 

n) 


I 1 . P • V , _L  q 

I.  ^ 1.  • • • • I r r>  » I _ “l"  • • ■ • ^ A* 


bn  B rt,  rt, 


fl„  A 


Multiplicirt  man  die  Gleichung: 


<^1111 

^IJXI 

^li  n 

ji  ii 

^r—  iix  1 

^r—  11  n 

0, 

1» 

0 

^r-4-  11 1 1 

^V+  |1  XI 

^r4- 1) « 

^ni  1 1 

^’ni  X 1 

^’n»  n 

— yr>  5 


mit  der  Gleichung  7),  so  folgt  nach  4):^ 


12) 


"li  1 

"|1  X 

"i  1 n 

"r  — 1 1 1 

• 

"r— iix 

"r-iin 

1 X 

^-r  > X 

^ni  X 

"r+  ii  1 

"r+iix 

"r+ii  n 

"«)  1 

"ni  X 

"wi  n 

Os—ci,(i,,..a„Cyr,s. 


Die  links  stehende  Determinante  ergiebt  sich  aus  A,  wenn  die  Elemente 
«r,n  «r,2  •••"rin  ersetzt  werdcii  durch  e,,,,  . . . c„,,.  Hieraus  folgt: 

("n  I , j“f-  «r> 2 ^21 X “!“•■•  “h  ®^r  1 n e„,,)  = n,  Cyrix« 

A 

Wegen  «, r/2...«„C=  uud  ar,s  = <x,,r  lasst  sich  die  vorstehende  Gleichung 

f / 

auch  schreiben: 


13) 


"x("ii  r e,,i-j‘"2ir^2ix  ■}■•  • • 4"  ^'^nir^nix)  ~ "77  yrix* 


Multiplicirt  man  die  Gleichungen  2)  respective  mit  u,  Cr,|,rf, c, ^/ntV,n 
bildet  die  Summe  der  l’roducte , so  folgt  nach  l) 

g Cr  1 1 y,  4“"j  Cr  ,2  i/2  4"  • • • 4"  "«  1 n Vn)  = a’i  "r  1 1 4"  ^^2  " ’2  4"  • • • 4"  -^'n  "r  i m 
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<1.  i. : 

14) 

Mittelst  dieser  Gleichung  folgt; 

15) 


OXr  szz\ 


f=n 

Q ^ (^sVs  (ßt  j r M 4"  ßsir  ^tis  4~  • • • 4"  ßtiyr  )♦ 


ß 


Analog  wie  die  Gleichung  13)  findet  mau: 

ißlir^lis"^ ßtir^tix  4“  • • • 4" ßnyr^  m)  ~ “TT  Yr^t' 
Die  Gleichung  15)  geht  hierdurch  über  in ; 

■*fs  »'r  "< 

f'ür  r=l,  2,...«  ergobeD  sich  hieraus  die  u Gleichungen  : 

1 *r  Ä ^ ^ ^ ' v"  "■ 


rf=i 

•=n 


6’  1=1  ht 
ß <=” 


/tR  —n 

^^Jr"dxs~^~c 

T^.  . d P . d P d P 

Diese  Gleichungen  resp.  mit  — , ...  4- — raultiplicirt  und  ad- 

OX^  ox„ 

dirt,  geben  nach  14): 

'=»  dP  / dP  dP  gp\ 

^pl=n5=n 

Da  in  der  Doppelsummo  rechts  nur  die  Terme  übrig  bleiben,  für  welche 
s = t ist,  so  folgt: 


lö) 


5=n  „2^ 


r = n t=n  dP  d P « 

r = l t=t  OXf  OXf  j = l 0, 


Auf  analoge  Weise  folgt: 

'="  dQ  dQ 


D) 


£ar,s'~-~  = Q*x4£  '^y\. 

r-\  * = | dXr  dXs  ^ - » »• 


j = l «.t 


IV. 

Seien  y, , y,,  y,,  y^  vier  homogene,  lineare  Functionen  der  vier  Varia- 
bein x,=x,  x,=y^  Xf=zz  und  x^.  Die  Gleichungen  P=0  und  0=0  zweier 
b lachen  zweiten  Grades  lassen  sich  auf  folgende  Formen  bringen: 
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«1  y*i + f'r  y\ + «3  = o , 

bl  y\  + bt  y\  + y\  + bt  y\  = 0. 
Zur  Vereinfachung  werde  im  Folgenden  gesetzt: 

Berührt  die  Ebene: 

2)  , 2Jvy  = 0 

jede  der  Flächen  1),  so  finden  die  Relationen  statt: 


3) 


= 0, 

a 


Von  den  vier  Parametern  y,,  yj,  Vs,  der  Gleichung  2)  sind  nur  drei  ar- 
biträr, da  dieselbe  durch  einen  der  Parameter  dividirt  nur  drei  beliebige 
Constanten  enthält.  Die  Gleichungen  2)  und  3)  bleiben  ungeändert,  wenn 

y 

allgemein  v ersetzt  wird  durch  — , wo  c*  (y*, -p y**  + % + *’<*)  = 1 genommen 

c 

werden  kann,  so  dass,  unbeschadet  der  Allgemeinheit: 

4)  Zv*  = 1 

sein  möge.  Die  vier  Parameter  v,jVg,Vg,Vi  der  Gleichungen  2),  3)  und  4) 
werden  als  Functionen  einer  Variabelen  u angesehen.  Differenziirt  man 
unter  dieser  Voraussetzung  die  Gleichung  2)  nach  u,  so  ist  das  Resultat  der 
Elimination  von  u zwischen  der  Gleichung  2)  und  der  folgenden : 

V _ dv 

5)  = 

die  Gleichung  der  dcveloppabelcn  Fläche,  welche  die  beiden  Flächen  1) 
gleichzeitig  berührt.  Die  Gleichungen  3)  und  4)  nach  u differentiirt  geben: 

, ^y 

- y 5—  = 0, 

du 


ö) 


7) 


d V 

Z——=0, 
a du 

d V 
du 

= 0, 

jen  5)  und  6)  folgt 

• 

Uly 

y*. 

!/i 

Vi 

yt 

«1’ 

«8  ’ 

"4 

y« 

^ ’ 

t’s 

y4 

b, 

yi, 

y3» 

yi 

= 0. 


Eliminirt  man  t’i,  y*,  »'3,  zwischen  den  Gleichungen  2) , 3),  4)  und  7),’ so 
ist  das  Resultat  der  Elimination  die  Gleichung  der  developpabelen  Fläche. 
Die  Gleichung  7)  lässt  sich  durch  vier  Gleichungen  von  folgender  Form  er- 
setzen : 

l/r—^ h + yyr, 

«r  br 

für  r— I,  2,  3,  4;  A,  p,  v sind  drei  Unbestimmte.  Multiplicirt  man  diese  Gleich- 
ung mit  i’r,  setzt  darauf  r=  1,  2,  3,  4,  addirt  die  Producte,  so  folgt  nach 
2)  und  3):  v=0.  Man  hat  also: 
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oder  mit  Weglassung  des 


Index : 


Setzt  man  diesen  Werth  von  v in  die  Gleichungen  3),  so  gehen  dieselben 
über  in; 


Multiplicirt  man  die  erste  Gleichung  9)  mit  A,  die  zweite  mit  p,  so  giebt 
ihre  Summe: 

y* 

JO) 

a'^  b 


Die  Gleichungen  9)  folgen  respective  durch  Differentiation  der  Gleichung 
10)  nach  A und  Hieraus  folgt,  dass  die  Discriminante  der  Gleichung  10) 
gleich  Null  gesetzt,  die  gesuchte  Gleichung  der  Fläche  ist. 

Die  Gleichung  10)  vollständig  entwickelt  ist: 


11) 


A> 


(«.  H-".  y\ + ",  y't + 

{(lf  + ^ ("• 

— T—  V*  + — V*  4-  — w*  M*  M 

- (^y’i  + + -y’.)} 

\«i  ««  «8  Ö4  /) 


+ 


^2  ^3  ^4 


(^1  y\ + y ** + ^8  y*8 + ^4  y*4) = o. 


Zur  Bestimmung  der  Wendecurve  dienen  die  Gleichungen : 

2:py  = 0,  2:y|^  = 0,  2’y|-^  = 0. 

du  ^ otr 

Die  beiden  ersten  Gleichungen  6)  und  die  Gleichung  5)  nach  u differentiirt, 
geben : 
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Multiplicirt  man  die  erste  Gleichung  mit  A,  die  zweite  mit  p,  die  dritte  mit 
— 1 und  bildet  die  Summe,  so  folgt; 

1 li? + ■^(  t)  (I^) = “• 

Da  nun  nach  8)  allgemein  so  reducirt  sich  die  vorstehende 

Gleichung  auf: 

Bedeutet  //  eine  Unbestimmte,  so  geben  die  Gleichungen  6): 


du 


Bildet  man  das  Product  der  beiden  rechts  stehenden  Determinanten,  so 
folgt: 


Vty 

»'s» 

o,»;„ 

«8  »'s» 

Vt 

»'s 

üi_ 

1 

»'s» 

»'s» 

»'4 

«t 

«8 

«4 

■ “ 

l't 

bt' 

»’s 

b,' 

»^4 

/'4 

0,0,04 

«t 

■JT*'»’ 

bt 

«8 

-j-l's» 

bs 

"4 

\-v\ 


_v\ 

a/  b. 


„ a , ffj  , y ^ 


oder  entwickelt: 

Diese  Gleichung  und  drei  analoge  Gleichungen  geben  , mit  Rücksicht  auf  3) 
und  4) : 

l /a  p\*  « « * 

Auf  ganz  ähnliche  Weise  folgt: 

Mittelst  der  beiden  letzten  Gleichungen  geht  die  Gleichung  12)  über  in  . 

«,«,«304  0 

d.  i.  nach  8); 


13) 


bf  b^  />4  o 


A ^ y*  I V y — 

a.a^UgO^  b*  bjtfb^b^  u*  + “)* 


0. 
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Nun  ist: 


a 

T^ 


y 


(4H)' 


= Zatf  — 2XS 


y 


T’^y 


fl  / A 


«/> 


(v+i) 


Diese  Gleichung  reducirt  sich  nach  Oj  und  10)  einfach  auf: 

rt  w*  1 

E—-^- — . = -Y-Suy’. 


ö* 


(4h- f)' 


Mittelst  dieser  Gleichung  und 


v’  1 

.*  A* 


“(tH)’ 

lässt  sich  die  Gleichung  13)  auf  folgende  Weise  schreiben: 


oder  entwickelt: 
14) 


A*  fl* 

r Zay^-\ ^ 

fl,  «,cf,a^ 


2;^»y*  = o, 


A» 


(«1  y\ + <'t  y*2 + «3  »*8 + «1  y®4) 


+ 


r (*i  y*i + **  + ^8  y *8 + *4 


Öj  ftj  ^8  ^4 

Durch  diese  Gleichung  und  die  Gleichungen  9)  ist  die  Wendecurve  bestimmt. 
Nimmt  man  in  den  Gleichungen  1),3),8),  10),  11)  und  16)  von  III  « = 4, 
so  kann  man  in  den  Gleichungen  11)  und  14)  von  IV  unmittelbar  statt  der 
tetraedrischen  Coordinaten  die  gewöhnlichen  Punktcoordinaten  einführen. 
Man  gelangt  dann  zu  folgendem  Resultat. 

In  den  beiden  homogenen  Functionen : 

r = 4 4=4  r=4  4 = 4 

P ' — £ £(t fff  oCfXf , Q — £ £bff  f XfXf , 

r=l  4=1  r=l  *=1 

sei  allgemein  «r,*=«4»r>  ^r?4  = ^4?r.  Bezeichnet  «r, 4 den  Factor  von  a,.,, 
in  Af  ßrys  den  Factor  von  &r,4  in  wo- 


«0  4 

1 

P = 

*01» 

^.4 

«411» 

«4>  4 

^4’  1» 

setzt  man: 


A= 


r = 4 8=4 

p = £ £affgßffjf  y = ££  bff  f ctffSf 
r=l  4=1 


4P,  ££ßry  4 


40,  = ££(t^^s 


do  BQ 

dXf  dx,^ 


dXf dxg ’ 

so  ist  die  Discriminanto  der  Gleichung: 

PPA*+(P/>-P,)AV  + (Ory-0.)Afi»  + ^0#i’  = 0 
gleich  Null  gesetzt,  die  Gleichung  der  developpabelen  Fläche,  welche  den 
beiden  Flächen  P=0  und  0=0  umschrieben  ist.  Die  Gleichung  der  Fläche 


ist  also  das  Resultat  der  Elimination  von  — zwischen  den  Gleichungen : 

#* 


346  üeber  die  developpabele  Fläche  etc.  Von  Dr.  Enneper. 

{Pp-P^)X^-{.2{Og-0,)kp+ZJQ(i*  = O. 

Für  die  Wendecurve  tritt  zu  den  vorstehenden  Gleichungen  noch  die  fol- 
gende : 

BPX^-\-AQp^  = 0. 

Durch  Ausführung  der  angegebenen  Elimination  ergiebt  sich  als  Gleichung 
der  Fläche:  * 

{Pp-P,y{Qg^0^y-4AQ{Pp-P,Y-4BP{Qg-Q,y 
-27  {ABP0y-\-l8ABPQ{Pp-P,){0g-0,)  = O, 

Die  Wendecurve  ist  durch  die  beiden  folgenden  Gleichungen  bestimmt: 

iPp-P,y  = ZBPiQg-Q,), 

= 3^0  (iV-i’i). 

Die  durch  /’,  und  f),  bezeichneten  Functionen  haben  eine  sehr  einfache 
geometrische  Bedeutung,  es  ist  nämlich  P^—0  die  Gleichung  der  reciproken 
Polarfläche  der  Fläche  Q=0  in  Beziehung  auf  die  Fläche  P=0.  Analoge 
Bedeutung  hat  die  Gleichung  i)i=0. 


♦ 
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XV.  Mittheilnngen  aut  Thomson  and  Tait,  treatise  on  natnral  philo- 
sophy.  Oxford  1867. 

Inhalt  des  Stückes,  den  ein  Kegel  von  sehr  geringer  Oeff- 
nung  aus  einer  Kugelfläche  herausschneidet.  Es  sei  £ der  Inhalt 
eines  sehr  kleinen  Stückes  der  Kugelfläche  (d.  h.  eines  Stückes,  wovon 
jeder  Theil  dem  Punkt  E sehr  nahe  liegt)  und 
welches  durch  einen  Kegel,  der  P zur  Spitze 
hat,  aus  der  Kugelfläche  herausgeschnitten 
wird.  Die  sehr  kleine  OefTnung  dieses  Ke- 
gels sei  co;  so  gross  ist  also  das  Stück,  wel- 
ches er  aus  einer  Kugel  schneidet,  deren 
Mittelpunkt  mit  seiner  Spitze  znsammenfällt . 
und  deren  Radius  die  Einheit  ist.  Aus  einer 
Kugel,  deren  Mittelpunkt  P und  deren  Radius 
Pf  ist,  würde  jener  Kegel  das  Stück  oPf* 
schneiden.  Dieses  Stück  ist  die  orthogonale  Projection  dos  Elementes  f, 
and  weil  der  Winkel  zwischen  beiden  Kugelstücken  = PEC  ist,  so  hat  mau 

E=^oiPE*:cos  PEC  = '^-^^^X, 

EE'  ’ . 

wenn  n — CE  den  Radius  der  Kugel  bezeichnet. 

Die  Anziehung  einer  homogenen  Kiigclschalc  auf  einen 
ausserhalb  gole-  


genen  Punkt  ist 
dieselbe,  als  ob 
die  Masse  der 
Schale  im  Mittel- 
punkt derselben 
concentrirt  wäre. 
Es  sei  C der  Mittel- 
pttUktdersehrdünnen 
Kugelschale,  P der 
ausserhalb  gelegene 
Punkt  und  J ein 


/ 


I 


C‘ 


./ 


- 1 > P 


ZeiUrhrirt  f.  Maiheiiialik  ti.  IMiyxik.  \lll,  4. 
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Punkt  auf  PT,  so  dass  CJ'.CA  — CA'.CP.  Fornor  soi  dio  ganze  Kngolschale 
in  Paare  von  Kleraenten  zerlegt,  die  durch  einen  Dojipelkegel  mit  der 
Spitze  J herausgeschnitten  werden.  H und  U'  seien  die  Inhalte  zweier 
solcher  Elemente,  dem  Kegel  mit  der  Oeflnung  w entsprechend.  Dann  ist 


nach  dem  Ohigem 


Bezeichnet  man  mit  q dio  überall  gleiche  Dichtigkeit  der  Schale,  so 
sind  di»*  .Anzij'hungen  »ler  beiden  Elemente  //  und  //'  auf  P bezüglich 


Oi 


JIV 


cos  C//J'  ^ cos 


0) 


.///'’ 


Aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  CPU  und  C UJ  ^oV^\,LC  P H—LC  U J 


und 


ni _ CI! _ a 

HP~irp~  CP' 

Gleicherweise  folgt  aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  PCU'  und 
r //' dass  L CPir  = L CH'J  und 

JH'  CH'  a 


HP  CP  CP 

Die  Ausdrücke  für  die  Anziehungen  der  Elemente  //  und  U'  auf  P 
gehen  durch  diese  Substitutionen  über  in 


w 


to 


^ cos  C/U'  C1‘'^  ^cosCIl'J  ' CP^' 

Weil  Dreieck  H'CJf  gleichschenklig  ist  und  die  Winkel  CPU  und 
CPU'  bezüglich  gleich  C U 3 und  CH' 3 sind,  so  sind  diese  Ausdrücke  gleich 
und  geben  eine  Hesultirenile  in  der  Richtung  PC^  deren  Grösse 

e» 

2 (o  p . — — 

CP^ 

Um  die  ganze  von  dor  Schale  auf  den  Punkt  P ausgeübte  Kraft  zu* 

finden,  wird  die  ganze  Schale  durch  Doppelkegel,  deren  Spitzen  in  ./liegen, 

in  entsprechende  Elemente  zerlegt  Dio  Resultirende  je  zweier  Elemente 
* 

ist  2w".  Q— — j-jUnd  liegt  in  der  Richtung  PC.  Da  2.’2ro  gleich  der  Oberfläche 

der  mit  dem  Radius  1 um  7 beschriebenen  Kugolfläche,  also=47i  ist,  so  hat 
man  als  Ausdruck  der  ganzen  von  der  Kugelschale  auf  Pausgeübten  Kraft 

Duisburg,  3.  Mai  18(W.  Dr.  W.  Kuumme, 

Oherlelirer  an  der  Realsclinle. 


XVL  Auflösung  einer  Aufgabe  von  Prinz  A.  Boncompagni,  die  Summe 
von  Cnbikzahlen  betreffend.  V^>n  Dr.  lyunwio  Matthfesskn  in  Husum. 

Im  IX.  Jahrgange  der  Zeitschrift  wurde  die  Aufgabe  mitgelheilt:  Die 
ganzen  Zahlenwerthe  der  Grössen  .r,  n,  r zu  bestimmen,  welche  die  Summe 
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4-  (.-c  + O*  + (^  + + + [‘f  + (/J  — 1)  /f 

zu  einer  Cubikzahl  machen. 

Inzwischen  ist  nach  einem  im  XI.  Bande  pag.  248  n.  f]g.  von  Professor 
Canto  r in  Heidelberg  gegebenen  Referat  im  Jahre  1800  von  Angelo  (i  e - 
nucchi  der  päpstlichen Academia  de' nuovi  Lincoi  eine  Abhandlung  vorge- 
leg(,  worin  er  Auflösungen  der  unbestimmten  Gleichungen 

+ (jr  + ry  + (jt  4-  2/)*  + 4-  [j  4-  _ 1)  rf  = t/ 

und  J-’4_  (x-p,)»4.(j-|_2/’)3  4- 4- 

giebt.  Genocclii  wendet  dabei  das  bekannte  Verfahren  an,  aus  bereits 
entdeckten  Werthen  der  Unbekannten  neue  Wurzeln  zu  erfinden.  Auge- . 
bichts  des  bekannten  Beispiels 

3»  ^ 43  ^ 5*  _ ßs 

hat  es  nu.T  keine  Schwierigkeit  für  ;i=3  neue  Wertlie  von  .t* , r und  y zu 
bestimmen.  Da  aber  auch  für  n andere  ganze  Zahlenwertbe  verlangt  wer- 
den, indessen  aus  dem  Referate  von  Professor  Cantor  nicht  zu  ersehen 
ist,  wie  Genocchi  zu  anderen  Zahlenwerthen  dieser  Grösse  gelangt,  so 
will  ich  hier  mein  Verfahren  mittheilen.  Man  kann  nämlich  ausgelien  von 


folgenden  identischen  Gleichungen: 

fp  4"  1*  = U 

(— 1)’4- l*4-3’  — :P  w = 3 

( — 0’  + 4"  I’  + = 2*  — 4 

(— 3)®4-  (-  1)*4-  P4-3’4-fP  = 5’  n=:r) 


(—  '>y  4-  (_  1)3  4-  (P  4- 1»  + 2*  4-  3®  = 3®*  H = f) 

u.  s.  w. 

Mittelst  dieser  Gleicliungon  ist  man  nun  im  Stande,  eine  beliebige 
Anzahl  von  Zahlen  zu  finden , welche  eine  arithmetische  Progression  bil- 
den und  deren  Cubensumme  wieder  eine  Kubikzalil  ist,  sowie  umgekehrt 
eine  jede  Cubikzahl  in  eine  beliebige  Anzahl  anderer  Cubikzahlen  zu  ver- 
wandeln, deren  Basen  eine  arithmetische  Progression  bilden. 

Die  Summe  der  gegebenen  Reihe  ist  nämlich 

n | .r*  -p  («  — 1 ) r;r  -p 

Dividirt  man  die  Gleichung  durch  r®  und  setzt  x:r  = i^  = 
stituirt  ausserdem  ti  — 1 = f , so  erhält  man 

Aus  den  oben  angeführten  spociellen  Beispielen  folgt  nnn,  dass  die 
Summe  der  Reihe  ein  Cubus  wird,  wenn 

1)  ;j  = 2/)  = 3,  a • = — (2/>4- 1),  r=2,  y = 2p4-3, 

2)  /i  = 2/>4-4,  a-  = — (p4-l),  r=l,  y = /)4-2 
ist.  Fügt  mau  hinzu  die  speciellen  Fälle 

3®  4-  4®  -P  5®  = 0® 

( — 2/  4-  (—  1/  4- 1)®  4- 1"  -P  2®  4-  3'  4-  F + ==  b" , 
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so  ist  die  Summe  ein  Ciibus,  wenn 

3) -  ;t  = 3,’  x = 3,  r=l,  y = 0, 

4)  « = 8,  X — — 2,  r=l,  //  — 0. 

Setzt  man  + — l)r  = z,  so  kann  die  Summe  offenbar  noeli  ein 

Cubus  werden,  wenn  n eine  beliebige  gerade  oder  ungerade  Zaid  und 
z = r = 1 ist,  also  : 


2 — 71  n 


Zu  der  Auflösung  3*  + 4*  -+■  5*  = 6*  g<?l'''ugt  man,  wenn  man 
« = 8,  r=J,  2 = 1-1- f/,  y = 4 + M 
setzt.  Hieraus  ergiebt  sich  die  Bedingung  i/  = 2 und  y = (5,  .r  — — 2.  Es 
ist  also  die  Auflösung 

(—  2)’  + (—  ))*  0*  + l’  + 2*  + 3»  4-  4»  + 5*  = ü®, 

welche  die  ersterc  involvirt. 

Zu  der  schönen  Auflösung 

ll»+  12»+  13*4-  14®  = 20* 

gelangt  man , wenn  man  « = 4,  r = l,z=l+n  setzt.  Dann  ist 

»’=  I (1  + «)  1(1  + «)’  + =»  + »“+ 1“'+ 

Setzt  mau  y = 2 + /JU,  so  erhält  man  die  Bcdingnngsgleichungen  der 
Kationalität 


, 3 — I2y* 

p^l-,  u = also  y = 20,  ,T=  II. 

Was  den  Fall  n = 2 anbetrifft,  so  bemerkt  schon  Euler  in  seinen 
Schriften,  dass  es  unmöglich  sei,  zwei  Cubikzahlen  anzngeben , deren 
Summe  wieder  einen  Gubus  gäbe.  Also  wäre  das  Beispiel  0*  + w*  = m*  die 
einzige  Lösung.  Dann  kann  natürlich  auch  n=l  sein.  Dass  man  im  Stande 
ist,  auf  diese  Art  Cubikzahlen  in  die  Summe  beliebig  vieler  anderer 
(hibikzahlen  zu  verwandeln,  deren  Basen  in  arithmetischer  Progression 
stehen,  ersieht  man  aus  folgender  Zusammenstellung: 

351120» 

= 0*  + 351120» 

= 1755G0»  + 234080»  + 202000» 

= 103110’  + 210072»  + 228228»  + 245784» 

= 183540»  + 103014»  + 204288»  + 214002»  + 225030* 

= 132210»  + 153824»  + 175408»  + BHi002»  + 218570»  + 240KK)» 

= 01245»  +117150»+  143055»  + 108900»  + 194805»  + 220770»  + 24607.5» 

= 58520»  + 85090»  + 1 12800»  + 140030»  + 107200»  + 191370»  + 221540»  + 248700». 


XVII.  Zur  Oeschiohte  der  Erfindung  der  elektrischen  Telegraphie. 

Abbe  Moigno  theilt  in  „ Les  Mondes“  tome  XV,  livr.  14,  pag.  561 
mit:  Cantu  habe  von  Mailand  an  den  Administrator  des  historischen  In- 
stituts, Itcnzi,  eine  Mittheilung  über  den  Anthcil  Alexander  Volt a’s  an 
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der  Erfindung  der  elektrischen  Telegraphie  gelangen  lassen.  Cantu  sagt, 
dass  Volta  zuerst  daran  gedacht  habe,  Signale  auf  grosso  Entfernungen 
mittels  eines  auf  hölzernen  Pfühlen  ausgespannten  Drahtes  zu  befördern. 
Als  Beweis  dafür  wird  ein  von  Volta  an  den  Professor  Barletti  am  15. 
April  1777  geschriebener  Brief  mitgetheilt.  Bis  auf  Weiteres  scheint  mir 
aber  dieser  Beweis  durchaus  ungenügend,  weil  erstens  in  dem  Briefe  zwar 
von  der  Möglichkeit,  von  Como  aus  in  Mailnud  eine  elektrische  Pistole  zu 
lösen,  die  Rede  ist,  nicht  aber  von  einer  Verwerthung  dieser  Möglichkeit 
für  telegraphische  Zwecke,  und  weil  zweitens  bereits  aus  den  Jahren  1753 
und  1774  Vorschläge  zu  elektrischen  Telegraphen  bekannt  sind. 

Die  betreffende  Stelle  des  Briefes  von  Volta  giebt  Moigno  mit  fol- 
genden Worten  wieder:  Je  ne  sais  a cumbien  de  milles  un  fil  de  fer  lendii  stir  Ic 
sol  des  champs  ou  dein  rotilc^  replie  en  arriere  oh  irnversanl  un  canal  d'eau,  con- 
duirail  t elinccllc  suivunl  Ic  parcuurs  indique.  Mais  je  prevois  que  dans  un  Ircs- 
lang  voyage  sur  In  terre  humide  ou  ä travers  Ics  caux  courantSy  ils  s'etablirnil 
bientöt  une  communication  qui  devierait  le  cours  du  feu  electrique  sepnre  du 
crochet  de  la  bouteille  pour  retnurner  au  fand.  Mai,  si  le  fil  de  fer  elait  soulenu 
a une  certaine  elevation  nu-dessus  du  sol  par  des  poteaux  en  bois  plantes  de  di- 
siance  ä distance,  par  exemple  de  Cöme  d Milan,  et  inlerrompu  seulement  dans 
ce  der  nie  r Heu  par  man  pistolet,  qu'il  continudt  et  vint  cnfin  plonger  dans  un  ca- 
nal de  navigation , qui  communique  uvec  mon  lac  de  Cöme,  je  ne  crois  pas  im- 
possible  de  faire  parlir  mon  pistolet  d Milan,  avec  une  banne  bouteille  de  Leyde 
chargee  par  moi  d Cöme. 

Dagegen  wurde  aus  „Scots  Magazine^'^  (Bd.  XV,  S.  78)  zuerst  von  dem 
Glasgower  Journal  „The  Common  Weallh*'"  in  der  Nummer  vom  21.  Februar 
1854  ein  Brief  mitgetheilt,  welcher  nach  der  französischen  Uebersetzung  im 
„Cosmos,  revue  encycloped’que"^  (IV>7)  auch  in  die  Zeitschrift  des  deutsch- 
österreichischen Telegraphen- Vereins  (I,91)uberging ; derselbe  ist  von  Ken* 
frew  am  7.  Februar  1753  dalirt  und  mit  C.M.  unterzeichnet,  was  man  für  die 
Anfangsbuchstaben  des  Schotten  Charles  Marsh  all  hält  (vgl.  Du  Mon- 
cel,  truile  de  telegr.  electr.  p.  304).  In  diesem  Briefe  wird  vorgeschlagcm, 
für  jeden  Buchstaben  einen  Draht  mittels  Glas  oder  Harzkitt  isolirt  an  feste 
Träger  zu  befestigen  und  am  Ende  mit  einer  Kugel  zn  versehen,  welche 
nach  dem  Elcktrisiren  einen  auf  Papier  geschriebenen  Buchstaben  anziehen 
sollte;  oder  man  sollte  anstatt  dieser  Buchstaben  Glocken  von  verschiede- 
ner Grösse  nehmen  und  auf  diese  den  elektrischen  Funken  überspringen 
lassen.  Zur  besseren  Isolation  könne  man  auch  die  Drähte  ihrer  ganzen 
Länge  nach  mit  einer  dünnen  Lage  von  llolzkitt  überziehen. 

Aehnlich  war  bekanntlich  der  1774  von  Lesage  in  Genf  gemachte 
Vorschlag,  mittels  an  den  Drähten  angebrachter  Hollunderinarkkügelchen 
zu  telegraphiren. 

Schliesslich  möge  noch  eine  Notiz  (in  „Comples  rcndus*\  L.WI,  1109) 
Erwähnung  finden,  in  welcher  die  erste  Idee  zu  einem  magnetischen  Tele- 
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giaphen  in  das  Jahr  J036  verlegt  wird;  dieselbe  scheint  sich  aber  auf*  eleu 
in  Daniel  Schwenter’s  mathematisch  • philosophischen  Erquickstunden 
(Nürnberg  1030)  enthaltenen,  damals  und  auch  jetzt  nocli  unausführbaren 
V'orschlag  zu  beziehen,  welchen  auch  Du b‘(Anwemlung  des  Elektromagnet 
tismus  S.  272)  aus  Poggendorff’s  Aunalen  (82,  335)  uiittlndlt. 

Eduakd  Zetzsch e. 


XVni.  Ueber  den  Aufsatz  von  Dr.  Grelle:  „Lineare  Construction  des 
Punktepaares,  welches  zu  zwei  gegebenen  Punktepaaren  gleichzeitig  har- 
monisch ist“  (Seite  HS  laufenden  Jahrganges).  Die  vom  Verfasser  behan- 
delle  Aufgabe  ist  augenscheinlich  unmöglich  lösbar;  denn  das  Resultat  sind 
zwei  Punkte,  demnach  bestimmen  sich  diese  durcli  eine  quadratische  Glei- 
chung,  und  diese  letztere  kann  nie  linear  lösbar  sein.  — Die  Folgerungen 
des  Aufsatzes  sind  richtig  bis  Seite  150  unten,  wo  der  Verfasser  sagt:  ,, Ver- 
fährt nian  demnach  mit  den  Paaren  u^v  und  p,  q ebenso,  wie  vorhin  mit  r,  s 
und  /;,  5^,  ...  so  ist  i...  festgelegt.“  Hier  hat  der  Verfasser  übersehen,  dass 
dieses  i ein  anderes  auf  der  neuen  Linie  ist,  als  das  vorhergehende  (die 
beiden  i liegen  auf  einer  Geraden,  welche  durch  a geht).  Selbstverstäud- 
lich  sind  auch  die  folgenden  Aufgaben  nicht  linear  zu  lösen. 

Perl  in.  Dr.  H.  Hertzer, 

Lehrer  an  der  Oewerbeakademie. 


XIX.  Das  Carpi-Främium  Wir  w-imschen  unsere  Leser  auch  dieses 
.lahr  wieder  mit  der  Preisfrage  bekannt  zu  machen,  an  deren  Lösung  die 
päpstliche  Akademie  der  Nuovi  Lincci  in  Rom  die  Ertheilung  das  Carpi 
Pr.ämiums  von  1000  Lires  knüft.  Der  Gegenstand  der  Bearbeitung,  welche 
bekauntlich  in  italienischer,  lateinischer  oder  französischer  Sprache  abge- 
fasst, spätestens  am  31.  Üctober  18oO  der  Akademie  übergeben  sein  muss, 
und  welcher  der  Name  des  Verfassers  in  mit  einem  Motto  zu  versehenden 
geschlossenen  Couvert  beizuliegen  hat,  ist 

„Die  Vergleichung  der  Ebbe-  und  Fluthverhältnisse  der 
haujjtsächlichsten  Häfen  an  der  italienischen  Küste,  die  Prüfung 
und  Erklärung  «Icr  dabei  auftretenden  Unterschiede.“ 
Mathematische  Erörterungen  im  Anschluss  an  die  Untersuchungen  von 
La  place  über  den  Gegenstand  sind  dringend  empfohlen;  zum  Mindesten 
eine  klare  Darstellung  der  Schwierigkeiten , welche  einer  mathematischen 
Behandlung  entgegenstehen.  Das  experimentelle  Material  muss  aus  ofti- 
ciellen  C^ucllcn  geschöpft  sein. 
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XX.  Erklärung  in  Betreff  der  Abhandlung  des  Herrn  Dr.  v.  Brach 
ftber  die  cubischen  Kegelschnitte.  Geg<‘niibpr  den  Angriffen,  welche  unser 
College  Dr.  t.  Drncli  durch  seine  Schrift  über  die  cnbischen  Kegel- 
schnitte sich  zugezogen  hst,  fühlen  wir  uns  zu  folgender  Erkl;irung  ver- 
anlasst. 

Nachdem  im  Eingänge  jener  Schrift  ]\I  Ö bi  u s , C h a sl  es , Se  i d e w i t z, 
Schröter,  Cremona  als  diejenigen  bezeichnet  worden  sind,  durch 
welche  die  Theorie  der  cubischen  Kegelschnitte  entstanden  und  ansge- 
bildet ist,  fahrt  Drach  fort: 

„Mit  Rücksicht  darauf,  dass  einerseits  synthetische  Betrachtungen 
„nicht  Jedermann  angenehm  sind  und  aiidererseits  die  analytische  Hehand- 
„ lung  C r e in  o 11  a’s  ausserhalb  seines  Vaterlandes  weniger  bekanntsein  mag, 
„dürfte  vielleicht  nachfolgende  Zusanimenstelinng  der  hauptsilchlicbston 
„ Eigenthümlichkeiten  der  Kauincui  vcn  dritter  Ordnuivg,  welche  zugleich 
„einen  Beitrag  liefert  zu  der  immer  innigeren  Verschmelzung  der  neueren 
„analytischen  und  synthetischen  Geometrie,  sowie  zu  einer  Theorie  der 
„algebraischen  Raumeurven  überhaupt,  niclit  unerwünscht  sein  und  die 
„Aufmerksamkeit  in  etwas  höherem  Grade  auf  jene  Curven  hinlenken, 
„deren  Bedeutung  für  die  Mechanik  schon  von  Möbius  und  Chasles  er- 
,,k.‘innt  wurde  und  denen  möglicher  Weise  für  die  weitere  Entwickelung 
„mancher  mechanischer  uinl  physikalischer  Untersuchungen  eine  nicht 
„unbedeutendere Rollo  zugctbeilt  sein  mag,  als  den  ebenen  Curven  und  den 
„Oberflächen  zweiter  Ordnung.“ 

In  der  Schrift  selbst  suclit  Dracli  die  Untersuchungen  der  genannten 
Autoren  so  gut  als  möglich  zu  benutzen,  um  eine  Darstellung  zu  liefern, 
durch  welche  dem  Leser  ein  bequemer  Zugang  eröffnet  werden  soll  in  das 
Innere  der  in  Rede  stehenden  Theorie. 

Wenn  Drach  in  seiner  Schrift  zuweilen  Untersuchungen  von  Cre- 
moua  fast  wörtlich  wiedergiebt,  so  können  wir  hierin  nur  eine  Aner- 
kennung der  Vortrefflichkeit  derselben  erblicken,  und  können  überhaupt 
nicht  zugeben,  dass,  nachdem  die  von  ihm  benutzten  Quellen  in  der  Ein- 
leitung einmal  genannt  waren,  der  Verfasser  ancli  im  weiteren  V^erlanfo  der 
Schrift  zu  fortwährenden  Cifationon  verpflichtet  gewesen  wäre. 

Allerdings , einräumen  müssen  wir,  dass  das  Verfahren  unseres  Col- 
legen  Drach  ein  etwas  unvorsichtiges  gewesen  ist.  Denn  jeder  Leser 
wird,  sobald  er  in  der  Einleitung  einen  so  glänzenden  Namen  wie  Cremona 
gefunden  hat,  ein  Vorurtheil  fassen  zu  Gunsten  Cremona’s,  und  jeden  be- 
liebigen Theil  der  Schrift  von  vornherein  mehr  geneigt  sein,  als  ein  Werk 
Cremona’s  denn  als  ein  Weik  Drach’s  anzusehen.  Und  Avas  wohl  zu  be- 
achten ist,  jeder  Leser  wird  fast  unwillkürlich  sämmtliche  gute  Partieen 
der  Schrift  auf  Rechnung  Cre  in  on  a’s,  hingegen  die  weniger  gelungenen 
oder  gar  fehlerhaften  Partieen  derselben  auf  Rechnung  Drach’s  setzen. 
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Unvor-siclitig  ist  es  also  allerdings,  dass  Dracli  nicht  Schritt  für 
Schrift  angcgoben  hat,  in  >vie  weit  die  einzelnen  Betrachtnngen  von  Cre- 
inonn  oder  von  ihm  selbst  herrühren.  Aber  es  ist  eine  Unvorsichtigkeit, 
durch  welche  Cremona  in  keinerlei  Weise  geschädigt  w-erden  kann,  eine 
Unvorsichtigkeit,  durch  welche  nur  Drach  selbst  in  üble  Lage  kommen 
konnte. 

Jedenfalls  dürfte  nicht  zu  bestreiten  sein,  dass  Drach  sich  um  das 
grössere  Publicum  ein  anerkcnnenswerthes  Verdienst  erworben,  indem  er 
die  Aufmerksamkeit  desselben  auf  die  schätzbaren  Untersuchungen  Cre- 
mona’s  geleitet  hat. 

O.  Hesse. 

A.  Clebsch. 

C.  Neumank. 
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Fortsetzung  (siebe  viertes  Heft). 


Zweiter  Abschnitt. 

Kmmme  ebene  Pnnktreiben  und  ebenes  Strahlbüschel,  ebenes  Tangenten* 
büschel  nnd  gerade  Ponktreihe  in  perspectivischer  Lage. 

* 

§.  10.  Allgemeine  Definition  und  Erzeiigungsweise  Ton  Curren. 

46.  a)  Denken  wir  uns  einen  Punkt  g aus  der  Lage  auf  einer  Ge- 
raden in  die  Lage  eines  der  ihm  benachbarten  Punkte  gerückt,  etwa  in 

die  Lage  von  dann  eine  Gerade  s aus  der  Lnge  in  der  Ebene  0 um 
den  Punkt  in  die  Lage  eines  der  dem  Strahl  .9^  benachbarten  Strahlen 
des  ebenen  Strahlbüschels  g , etwa  in  die  Lage  gedreht,  dann  g auf  der  Ge- 
raden aus  der  Lage  3^  in  die  eines  derbeiden  benachbarten  Punkte  gerückt, 
etwa  nach  g , s um  den  Punkt  g in  derselben  Ebene  @ aus  der  Lage  in 
die  eines  der  beiden  im  Büschel  g benachbarten  Strahlen  gedreht  u.  s.  f., 

so  entsteht  eine  stetige  ebene  Curve*);  an  welchen  Begriff  wir  jedoch 
die  Bedingung  knüpfen , dass  g und  s in  wenigstens  zwei  aufeinander  fol- 
genden Lagen  denselben  Richtungs-  resp.  Drehsinn  beibehalto**).  Jede  der 
Geraden  s^,  s^...  . . verbindet  zwei  aufeinander  folgende Curvenpunkte, 

resp.  g®  g\  g^  g^  g^  g^  ...  g^  g’^  ...  und  jeder  der  Punkte  g^  g^  ...  g^  ...  ist 
der  Schnittpunkt  zweier  aufeinander  folgender  Tangenten  resp.  .9  .9  , s ... 

0 1 Im 

. 

ft)  Kommt  cs  vor,  dass,  wenn  s in  eine  Lage  .9^^  und  der  zugehörige  der 

1 -f- 1 

Punkte  g in  die  Lage  g gelangt  sind,  der  Winkel,  um  welchen  nun  s 


*)  Vgl.  Cr  emona,  Introduzione  ad  ma  teoria  yeomctrica  detle  curve  piane  No.  23; 
V.  Staudt,  Oeometrie  der  Lage  No.  2,  21, 

••)  Siehe  die  Anmerkung  zu  No.  50ft*. ' 

Ztltichrifl  f.  Mkthtruktik  a.  Physik.  XIV,  6.  ok 
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sich  dreht,  gleich  Null  ist,  also  g auf  der  Geraden  an  die  Stelle  eines 
der  Nachbarclemeute  von  , etwag^"^^  rücken  muss,  dass  Jf  ferner 

diese  Lage  beibehält  und  nur  g in  die  dem  g'  ‘ benachbarte  Lage 

rückt  u.  s.  f.,  bis  g zu  einem  Punkt  g^^^  der  Geraden  gelangt,  um 
welchen  sich  s aus  der  Lage  in  die  eines  der  Nachbarelemente  des  Bü- 
schels g^  dreht;  oder  kommt  es  andererseits  vor,  dass,  wenn  g in  die 
Lage  eines  Punktes  g^  und  s in  die  Lage  gekommen , s aus  der  Lage 

in  die  darauffolgende  u.  s.  f.  übergeht,  ohne  dass  g aus  der  Lage  g^  rückt, 

l 

bis  s in  eine  Lage  s'  gelangt,  auf  welchem  Strahl  g aus  der  Lage  g 

A -t' 

in  eine  benachbarte  rückt,  s aber  in  seinen  sämmtlichen  Lagen  in  derselben 
Ebene  0 liegt,  so  neunen  wir  eine  solche  Curve  eine  ebene  gebrochene 
Curve,  eine  stetige  ebene  gebrochene  Curve,  wenn  weder  g in 

der  Punktfolge  von  g^~^'  bis  g^  * incl.,  noch  s in  der  Strahlenfolge 

von  bis  Bewegungssinn  ändert. 


47.  Zur  Erzeugung  einer  ebenen  Curve  nahmen  wir  die  sämmtlichen 
in  g , g ...g^...  befindlichen  ebenen  Strahlbüschol  in  einer  und  derselben 
Ebene  liegend  an.  Denken  wir  uns  jedoch,  nachdem  g in  den  dem  g^  benach- 
barten Punkt  g^  und  s von  nach  gerückt,  die  Ebene  <S  aus  der  Lage 
('s  s ')  = 0**  in  die  der  einen  der  0*^  benachbarten  Ebenen  des  Ebenen- 

0 K 

büscheis  gedreht,  etwa  in  die  Lage  0\  dann  g von  g^  auf  der  Geraden 
nach  g und  s aus  der  in  die  des  einen  seiner  Nachbarstrahlen  in  dem 
der  Ebene  0 zugehörigen  Strahlbüschel  g , s gedreht  und  nun  wieder  die 

Ebene  0 aus  der  Lage  in  die  der  einen  ihrer  Nachbarebenen  im  Ebe- 
nenbüschel  gedreht,  etwa  in  die  Lage  0 , und  nachdem  g von  g auf  in 

die  folgende  Lage  g gerückt,  in  dem  der  Ebene  0 zugehörigen  Strahlbü- 
schel  g die  Gerade  s aus  der  Lage  in  die  des  einen  der  Nachbarstrahlen, 
’s  gedreht  u.  s.  f. , so  entsteht  eine  gewöhnliche  stetige  Raumeurve, 
sobald  wir  die  Bedingung  erfüllen,'  dass,  wenn  g in  irgend  einer  Lage  s^ 

r • 

der  Geraden  s den  Kichtungssinn  oder  s in  irgend  einer  Lage  g^  von  g den 

Drehsinn  oder  © in  irgend  einer  Lage  s von,  s den  Drehsinn  ändern , die 

« 

beweglichen  Elemente  g,‘ s,  0 den  jedesmaligen  neuen  Richtungs-  resp. 
Drehsinn  wenigstens  in  zwei  aufeinanderfolgenden  liagen  beibehalten. 
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g®,  g*  u.  s.  f. , andererseits  u.  s.  f.,  u.s.  f.  nennen 

wir  aufeinanderfolgende  Elemente  der  Raumeurve. 

Den  Inbegriff  der  Bewegung,  welche  die  drei  Elemente  g,  s,  © aus- 


führen, wenn  sie  resp.  aus  einer  Lage  5^,  ©^  in  die  darauffolgende 

resp.  ©^"^^  übergehen,  nennen  wir  eine  Bowegungsein- 

heit.  Verändern  in  einer  Aufeinanderfolge  von  Bewegungseinheiten  eines 
oder  zwei  der  Elemente  g,  s,  © ihre  Lage  nicht,  so  erhalten  wir  eine  ge- 
brochene stetige  Raumeurve;  wir  stellen  aber  auch  hier  die  Bedin- 
gung, dass,  so  länge  in  einer  Aufeinanderfolge  von  Bewegungseinheiten 
dieselben  zwei  der  Elemente  g,  s,  © ihre  Lage  nicht  ändern,  das  dritte  den 
Richtungs-  resp.  Drehsinn  nicht  ändern  darf,*’-und  dass,  so  lange  eines  und 
dasselbe  der  Elemente  g,  s seine  Lage  nicht  verändert,  die  anderen  beiden 
ihren  Bewegungssinn  nicht  ändern  dürfen. 

o)  Besteht  zwischen  den  Ortsveränderungen  der  Elemente  g,  Sj  © 
einer  Bewegungseinheit  und  den  Bewegungseinheiten  unter  sich  ein  Gesetz, 
so  heisst  die  Cur ve  eine  g e s e t z m ä s s i g e , im  anderen  F alle  eine  gesetz- 
lose. 

Gelangen  nach  einer  Aufeinanderfolge  von  Bewegungseinheiten  die 


Elemente  g,  s,  © resp.  aus  den  Lagen  g^,  5^^,  ©^  in  die  Anfangslage  resp. 

g^,  ©^  und  fallen  sie  in  den  folgenden  Bewegungseinheiten 

JIH“3 

(gs©)  u.  s.  f.  resp.  mit  den  gleichartigen  Elementen  der  Bewegungs- 

einheiten  (gs©)  , (gs©)  u.  s.  f.  zusammen,  so  heisst  die  Curve  eine  ge- 
schlosseneCurve. 

b)  1.  Verändert  während  des  ganzen  Verlaufes  der  Curve  die  Ebene  © 
ihre  Lage  nicht,  so  erhalten  wir  eine  stetige  ebene  Curve;  verändert 
während  des  ganzen  Verlaufes  der  Curve  s seine  Lage  nicht,  so  entsteht 
ein  EbenenbUschol,  dessen  Bewegungseinheiten  aus  den  zwei  beweg-  « 
liehen  Elementen  g und  © bestehen , und  verändert  während  des  ganzen 
Verlaufes  der  Curve  g seine  Lago  nicht,  so  hüllen  die  Elemente  s und  © 
einen  Kegel  ein.  Bleiben  während  des  ganzen  Verlaufes  der  Curve  s und 
g fest,  so  entsteht  ein  Ebenenbüschel,  dessen  Bovegungseinhoiten  nur 
aus  dem  einen  Element  © bestehen;  bleiben  © und  g fest,  so  entsteht  ein 
ebener  Strahlbüschel  und  bleiben  © und  s fest,  einegoradePunkt- 
reihe  als  specielle  Fälle  der  allgemeinen  Curve. 

2.  Sind  nie  während  des  ganzen  Verlaufes  einei^in  der  angegebenen 
Weise  erzeugten,  stetigen,  gebrochenen  geschlossene^  Raumeurve  alle  drei 
Elemente  der  Bew’egungseiuheiten  in  Bewegung,  Svenn  diese  aus  einer 
Lage  in  die  nächstfolgende  übergehen,  und  wechseln  stets  die  Aufeinander- 
folgen von  Bewegungseinbeiten,  in  denen  die  Gerade  s festbleibt,  während 

25* 
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§ und  @ in  der  angegebenen  Weise  stetig  ihre  Lage  verändern,  mit  solchen 
Aufeinanderfolgen  ab,  in  denen  die  Gerade  s stetig  ihre  Lage  verändert, 
während  ^ und  @ festbleiljcn,  so  entstellt  ein  läuiuliclies  und  wenn  die 
Ebene  stets  festblcibt,  ein  ebenes  Polygon  als  specicller  Fall  der 
allgemeinen,  stetigen,  gebrochq^ien  und  geschlossenen  Raumeurve. 

c)  Aus  dem  Vorhergehenden  folgt,  gemäss  den  in  § 1 gemachten  Vor- 
aussetzungen als  charakteristisches  Merkmal  aller  Curven, 
welche  auf  die  erwähnte  Art  erzeugt  gedacht  werden  können, 
dassjede  Bewegungsoinheit  nur  an  zwei  benachbarte  grenzt, 
so  dass,  wenn  die  eine  derselben  als  die  vor  hqj- geh  ende  be- 
zeichn etwird,  nur  eine  die  folgende  sein  kann,  und  dass  je- 
des der  Elemente  der  Bewegungseinheiten  (der  Curve)  nur  an 
zwei  gleichartige  grenzt,  derart,  dass,  wenn  das  eine  dersel- 
ben dasvorhergehendo,nur  eines  das  folgende  sein  kann,  die 
Curve  also  nur  in  zweierlei,  einander  entgegen  gesetzten  Be- 
wegungssinnen von  den  sie  bildenden  Bewegungseinheiten 
oder  deren  Elementen  beschrieben  worden  kann. 

Weiter  auf  die  Raurncurven  einzugehen,  entspricht  unserem  Zwecke 
nicht;  bis  hierher  glaubten  wir  aber  auch  auf  sie  unsere  Discussion  aus- 
dehnen zu  müssen,  um  die  allgemeine  Giltigkeit  der  angegebenen  Erzeu- 
gungsart der  Curven  und  damit  ihre  Berechtigung  und  ihre  Grenzen  zu  er- 
kennen (vergl.  No.  7ci). 

48.  Nachdem  in  dem  ersten  Abschnitt  die  speciellen  ebenen  stetigen 
Curven,  eine  oder  mehrere  gerade  Punktreihen  mit  einem  oder  mehreren 
ebenen  Strahlbüscheln  in  perspectivische  Beziehung  gebracht  und  die  in 
den  verschiedenen  Lagen  derselben  stattfindenden  und  die  jedesmalige 
Lage  charakterisirenden  Eigenschaften,  die  Abhängigkeit  der  Lage  und  des 
Bewegungssinnes  jedes  der  Elemente  von  der  Lage  und  dem  Bewegungs- 
sinn des  entsprechenden  erörtert,  wollen  wir  in  diesem  Abschnitt  die  all- 
^gemeinen  stetigen  ebenen  nicht  gebrochenen  Curven  in  ihren  Beziehungen 
zu  diesen  einfachsten  ebenen  stetigen  Curven  in  gleicher  Weise  unter- 
suchen und  im  Folgenden  unter  „Curve“  immer  eine  ebene  stetige  nicht 
gebrochene  Curve  verstehen,  welche  wir  uns  auf  die  in  No.  46  angegebene 
Art  erzeugt  denken  können. 

a)  Eine  solche  Curve  kann,  da  jede  ihrer  Bewogungseinhoiton  stets 
aus  zwei  Elementen,  Punkt  und  Gerade  besteht,  ihrer  Entstehung  gemäss 
(No.  46  und  47c)  sowohl  als  eine  continuirlichc  Aufeinanderfolge  von  Punk- 
ten, eine  krumme  Punktroihe,  wie  als  eine  continuirliche  Aufeinander- 
folge von  Strahlen,  ein  Tangentenbüschel  angesehen  werden.  Jeder 
Punkt  der  Curve  erscheint  als  der  Mittelpunkt  eines  ebenen  Strahlbüschels, 
welcher  zwei  aufeinanderfolgende  Strahlen  mit  der  Curve,  d.  i.  ihrem  Tan- 
gentenbüschel gemeinschaftlich  hat,  und  jede  Tangente  der  Curve  als  eine 
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gerade  Puuktreihe,  welche  zwei  aufeinanderfolgende  Punkte  mit  der  Curve 
gemeinschaftlich  bat. 

b)  Den  Voraussetzungen  in  No.  2 und  3 zufolge  oder  nach  No.  5 ent- 
spricht 


jedem  Punkt  der  Curve  in  jedem  | 
Strahlbüschel  der  Ebene,  mit  des- 
sen Mittelpunkt  er  nicht  zusammen- 
fällt,  ein  und  nur  ein  Strahl,  welcher 
mit  ihm  perspectivisch  liegt;  in  dem- 
jenigen Strahlbüschel  aber,  dessen 
Mittelpunkt  mit  ihm  identisch  ist, 
entsprechen  ihm  alle  Strahlen ; 

jo  zwei  von  einander  verschiede- 
nen aufeinanderfolgenden  Punkten 

der  Curve  entsprechen 
injedem  derStrahlbüschel  derEbcnc, 
deren  Mittelpunkte  ausserhalb  der 
beiden  gemeinschaftlichen  Tangente 
s liegen,  zwei  aufeinanderfolgende 

von  einander  verschiedene  Strahlen; 

in  jedem  der  Strahlbüschel  der 
Ebene,  deren  Mittelpunkte  die  von 

verschiedenen  Punkte 
von  s sind,  ein  und  derselbe  (zwei 

71 

% 

zusammenfallende)  Strahl,  nämlich 
die  beide  verbindende  Tangente 

in  jedem  der  beiden  Strahlbüschel, 

7t 

deren  Mittelpunkte  die  Punkto  3 

und  selbst  sind,  die  Tangente 

s , der  beiden  gemeinschaftliche 

Strahl,  und  alle  übrigen  Büschel- 
strahlen. 


jeder  Tangente  der  Curve  auf  jeder 
geraden  Punktreihe  der  Ebene,  de- 
ren Träger  nicht  mit  ihr  zusammen- 
fällt, ein  und  nur  ein  Punkt,  welcher 
mit  ihr  perspectivisch  liegt;  auf  der- 
jenigen Punktreihe  aber,  deren  Trä- 
ger mit  ihr  identisch  ist,  entsprechen 
ihr  alle  Punkte; 

je  zwei  von  einander  verschiedenen 
aufeinanderfolgenden  Tangenten 
i’  ^TT  Curve  entsprechen 

aufjeder  dergeradenPunktreihen  der 
Ebene,  welche  nicht  den  beiden  ge- 

meinschaftlichen  PunktiJ  enthalten, 
zwei  aufeinanderfolgende  von  ein- 
ander verschiedene  Punkte; 

auf  jeder  der  Punktreihen,  welche 
den  beiden  gemeinschaftlichen  Punkt 

enthalten,  aber  mit  keiner  der- 
selben zusammenfallen,  ein  und  der- 
selbe(zweizusammenfallcnde)Punkt, 

7t 

nämlich  der  Curvenpunkt  g ; 

auf  jeder  der  beiden  Punktreiheu, 
deren  Träger  diese  beiden  Tangen-^ 

7t 

ton  selbst  sind,  der  Curvenpunkt  I , 
welcher  beiden  gemeinschaftlich  ist, 
und  alle  übrigen  Punkte  der  Ge- 
raden. 


JJ.  11.  Gewöhnliche  cmlliche  (JiirYciieleiuente. 

J.  Allgemeine  Bestimmungen. 

49.  Bewegen  wir  eine  Gerade  so,  dass  sie  in  einem  bestimmten 

Sinne  A'  der  Reihe  nach  die  Lago  der  Tangenten  .v  einer  ebenen  stetigen 
Curve  S einnimmt,  von  irgend  einer  ihrer  Tangenten  an,  welche  wir  mit 
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bczeiclmen  wollen,  und  rücke  ein  Punkt  auf  der  Geraden  in  jeder 

ihrer  Lagen  so  fort,  dass  er  der  Reihe  nach  die  Punkte  der  Curve  von 

an  deckt,  das  heisst  also,  lassen  wir  die  Gerade  s im  Sinne  2!  von  s an 

(/  o 

den  Tangcntenbüschel  und  zugleich  den  Punkt  von  an  die  krumme 
Punktreihe  S durchlaufen,  so  wird  zufolge  No.  46  und  14 durch  die  Be* 
Stimmung  des  Bewegungssinnes  2^  auf  jeder  der  Tangenten  s der  Curve  ein 
gewisser  Richtungs-  und  in  jedem  der  Büschel  3 ein  gewisser  Drehsinn  be- 
zeichnet, welche  jeder  gleichzeitig  mit  27  in  den  entgegengesetzten  über- 
gehen. 

a)  Wir  nehmen  nun  vorläufig  an,  die  Curve  S habe  in  den  nächsten  A. 

im  Sinne  27  auf  resp.  folgenden  Tangenten  5^  ...  und  Punkten 

welche  das  Curvenstück  bilden,  die  Eigenschaft,  ' 

1.  dass  diese  Tangenten  von  5^°^^  lauter  endliche  Gerade,  welche  sich 
sämmtlich  nur  in  endlichen  Punkten  schneiden , so  dass  also  auch 

die  A + l Curvenpunkte  ä von  lauter  endliche  Punkte  sind, 

• 2.  dass  beim  Uebergang  aus  jeder  der  ersten  k Tangenten  von 

in  die  iin  Sinne  27  folgende  eine  Drehung  in  demselben  Sinne 
J ausführe,  als  bei  dem  Uebergange  aus  der  Lage  in  die  5^, 

3.  dass  der  Punkt  , um  aus  der  Lage  irgend  eines  der  ersten  A Cur- 
venpunkte von  5^°^^  in  den  im  Sinne  27  folgenden  zu  gelangen,  auf 
der  mit  beiden  perspectivischen  Lage  von  sich  jedesmal  in  dem- 
selben Richtungssinn  P bewegen  muss,  der  auf  der  Geraden  in 

der  Anfangslage  derselben  durch  die  Bewegung  d§s  Punktes 

aus  der  Lage  in  die  e*  eindeutig  bezeichnet  ist  (No. 

Diese  Annahmen  sind  nach  No.  46  gestattet,  da  über  den  Werth  von  k 
nichts  bestimmt  ist. 

4 

h)  s^y  s^y  seien  irgend  fünf  im  Sinne  27  aufeinanderfolgende 

der  erwähnten  A -p  1 Tangenten  von  von  denen  die  ersten  vier  re.sp. 

die  Curvenpunkte  enthalten;  ,v  , s seien  irgend 

cc  p 

zwei  im  Sinne  27  aufeinanderfolgende  der  ^+1  'rangenten  von  .v  bis  s , 

Ci  3 3 

welche  resp.  die  Punkte  ß enthalten,  wobei  also  f joden  der 

Werthe  0,  1,  2,  ...  A — 2,  ß jeden  der  Werthe  1,2...^  — l haben  kann. 

c)  Befindet  sich  .v  in  der  Lage  einer  der  Tangenten  von  etwa 

s^y  SO  deckt  der  Halbstrahl  d.  i.  der  Ilalbstrahl,  welcher  mit  dem 
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Grenzpunkt  ^ als  Anfangspunkt  den  Richtungssinn  P angiebt  (No.  14«*), 
wenn  in  der  Lage  den  Halbstrahl  = und  wenn  in 

die  Lage  rückt,  den  Halbstrahl 

Sinne  £ auf  folgende  Lago  s^über,  ini  Büschel  im  Sinne  z/  sich  fort- 
bewegend, so  geht  nach  Voraussetzung  (No.  49«*)  der  Halbstrahl 
aus  der  Lage  ^he  Lage  über,  in  welcher  er  mit 

der  folgenden,  wenn  8^  aus  der  Lage  8^  in  die  8^  rückt,  ausser  diesen  bei- 
den  (Punkten)  8*^  und  8 alle  übrigen  Punkte  gemeinschaftlich  hat;  des- 
gleichen haben  die  Halbcbenon  8^?!^^  und  ausser  den  Punkten  der 

begrenzenden  Halbstrahlen,  d.  i.  ausser  den  Punkten  der  Geraden  und 
alle  übrigen  Punkte  gemeinschaftlich  (No.  17«,  39«).  Ebenso  haben  auch 

die  Halbstrahlen  8 *^  = 8l^^*^und  8?^^*^  = 8l^  ausser  den  Grenz- 

Sb  s s 

punkten  8^  und  8^  alle  übrigen  Punkte  und  die  Halbebenen  j) 

(T]  ~ — <jr\  ^ 

und  8)  , V ' alle  Punkte  ausser  denen  der  Geraden  s.  und  s gemeinschaft- 

(v\v)  t 

lieb;  folglich: 

Der  Schnittpunkt  irgend  einer 
Geraden  g mit  der  Tangente  s ge- 

JT  S 

hört  demnach,  wenn  er  ein  endlicher 

von  8^  und  §p  verschiedener  Punkt 

% 

ist,  demjenigen  der  beiden  Halb- 

strahlen  8^^^  8^^  welchem  er 

in  Bezug  auf  die  eine  der  beiden 

Lagen  8^  und  8^  von  8^  angehört, 
auch  in  Bezug  auf  die  andere  an. 


Der  Mittelpunkt  p irgend  eines 
Strahlbüschcls  gehört,  wenn  er  ein 
endlicher  ausserhalb  der  Geraden 
5^  und  gelegener  Punkt  der  Ebene 

ist,  derjenigen  der  beiden  Halbebe- 

non  welcher  er  in  Bezug  auf 

die  eine  der  beiden  Lagen  und  s 

° S V 

von  angehört,  auch  in  Bezug  auf 
die  andere  an. 


Wegen  der  Voraussetzungen  in  No.  49«  gilt,  was  hier  von  den  Punk- 
ten 8^  und  und  den  Tangenten  s und  s gesagt  ist,  von  jo  zwei  auf- 

o 7 

einanderfolgenden  Punkten  und  je  zwei  aufeinanderfolgenden  Tangenten 


des  Curvenstücks  S 


(Ol) 


/?.  Ein  nur  gewöhnliche  endliche  Elemente  enthaltendes 
C u r V 0 n 8 t ü c k und  c i n c g e r a d e P u n k t r e i h c. 

50,  Aus  No.  49f  und  45c  oder  36c*  und  45^  erhalten  wir  folgende  Sätze : 
fl)  1.  Da  die  Punkte  8 von  6’^  ' continuirlich  sich  aneinander  reihen, 
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und  lauter  endliche  1‘unkte  sind,  so  liegen  sie  in  Bezug  auf  jede 
Gerade,  welche  keinen  derselben*  enthält,  auf  derselben 
Halbebeue. 

2.  Es  folgen  daher,  während  dieGerade  von  an  stetig  im  Sinne 

£ das  Curvenstück  beschreibt  bis  die  mit  den  aufeinanderfolgen- 

den Lagen  derselben , d.  i.  mit  den  im  Sinne  aufeinanderfolgen- 
den Tangenten  von  auf  irgend  einer  Geraden  der 

Ebene,  welche  keinen  der  Punkte  ä von  enthält,  also 

auch  auf  perspectivischen  Punkte  stetig  in  demselben 
Richtungssinne  P aufeinander  und  bilden  auf  derselben  di 

Strecke 

3.  und  zwar  gehören,  wenn  9^^^^  den  unendlich  entfernten 
Punkt  von  g nicht  enthält,  diese  Punkte  entweder  sämmtlich 

TT 

dem  Halbstrahl  oder  sämmtlich  dem  Halb  strahl 

der  perspectivischen  Lagen  von  an.  Wenn  aber  die  Strecke 

den  unendlich  entfernten  Punkt  einmal  enthält,  also  q zu  einer 

der  Tangenten  von  parallel  ist,  so  gehören  (No.  35c)  die  den  Tan- 
genten . bis  entsprechenden  Punkte,  das  sind  die  Punkte  des 

Halbstrables  wenn  einer  derselben  indem  Halbstrahl ^ 

der  perspectivischen  Lago  von  s liegt,  sämmtlich  dem  Halbstrahl 

P • 

(g(e  ^ Tangenten  von  s bis  s.  entsprechenden  Punkte 

y A 

das  sind  die  Punkte  des  Halbstrahles  sämmtlich  dem  Halbstrahl 

° n 

^(p  Je|.  perspectivischen  Lagen  von  s ^ an  (vgl.  No.  52/'). 

h')  1.  Enthält  die  Gerade  <j  einen  der  Punkte  g von  g^ 


und  f ä 1 1 1 s i c ni  i t k e i n e r d e r 1’  a n g e n t e n von  6’^°  z u s a m in  e n , so  , 
liegen  die  beiden  Halbstrahlen  und  der  beiden  aufeinander- 

O 

folgenden  Tangenten  s und  , welche  sich  iin  Punkte  g^  schneiden,  nach 

° ° a p ’ 

No.  375  (für  ti  = 2)  auf  derselben  Halbebene  in  Bezug  auf  also  nach 

No. 315^  die  Halbstrahlen  g und  *^=  und  dem- 

« « P P 

(t  y 

nach  auch  die  Punkte  g und  g'  auf  entgegengesetzten  Ilalbebenen  in  Be- 
zug auf  p . Es  liegen  folglich,  wenn  g^  der  hin zi ge  Punkt  von 
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ist,  welchen  enthält,  die  Punkte  g*  bis  g**  auf  einer, 
diePunkteg^  bisg^  aufderanderenHalbebeneinBezugauf g^, 

2.  Der  Punkt  g^  gehört  dem  Halbstrahl  von  s und 

dem  Halbstrahl  — g^  von  an.  Mithin  folgen  die  mit 

PPP 

den  Tangenten  5^,  5^  9„  perspectivischen  Punkte  in 

demselbenHichtnngssinneP^  aufeinander, bildendieStrecke 
(ö**  “ und  gehören,  wenn  diese  den  unendlich  entfern- 


te« I») 


ten  Punkt  nicht  enthält,  sämmtlich  dem  Halbstrahl  der 

€t  ß ß 

perspectivischen  Lagen  von  an.  Im  Punkt  g^=  = 

len  die  mit  den  beiden  Tangenten  und  perspectivischen 

Punkte  zusammen  (vgl.  No.  30c,  31  d,  45 cj*).  Die  mit  den  Tangen- 
ten bis  s.  auf  ^ perspectivischen  Punkte  folgen  ebenfalls 

stetig  in  unter  sich  gleichem,  aber  dem  ersteren  entgegenge- 
setzten Richtungssinne  auf  einander,  bilden  die  Strecke 

bezogen  auf  den  Riebtungssinn  P^,  bezogen  auf  den  Sinn 

(vgl.  No.  16c),  und  gehören,  wenn  diese  den  unendlich  entfern- 
ten Punkt  nicht  enthält,  sämmflich  dem  Halbstrahl  g^^  der 
perspectivischen  Lagen  von  Ä^an.  Es  geht  also  der  dem  Strahl 

s^  auf  einer  Geraden  (/^  entsprechende  Punkt,  wenn  g^  diese 
überschreitet,  stets  von  dem  Halbstrahl  über  auf  den 

Halbstrahl  g'-  \ nie  umgekehrt. 


3.  Enthält  nun  aber  auch  eine  der  Strecken  oder  jede  derselben  ein- 
mal den  unendlich  entfernten  Punkt,  so  gehören  die  sämmtlichen  Punkte 

des  Theiles  der  ersten  Strecke  dem  Halbstrahl  die  des 

Theiles  g^^  (die  Bezeichnung  bezogen  auf  den  Riebtungssinn  P^)  der 
zweiten  Strecke  dem  Halbstrahl  g^^  folglich  (No. 35c,  50a’)  die  sämmt- 
lichen Punkte  des  Theiles  der  ersten  Strecke  dem  Halbstrahl  g^^ 


*)  Wie  dies  die  Annahme  in  No.  16c  begründet,  so  ist  andererseits  die  Be 

obachtung  von  No.  16c  bei  der  Erzeugung  von  Curven  auf  die  io  No.  46  angege- 
bene Weise  als  Bedingung  für  die  Stetigkeit  derselben  aufzustellen.  Vgl.  No.  516» 
und  No.  60. 
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und  die  des  Theiles  der  zweiten  Strecke  dem  Halbstrahl  der 

perspectivischen  Lagen  von  an  (vgl.  No.  52/'). 

4.  Geht  aber  die  Gerade  q nicht  blos  durch  den  Punkt  von 

sondern  noch  durch  einen  anderen,  g**,  ohne  aber  mit  einer  derTangenteu  s 
zusammenzufallen,  so  muss  der  der  l'angente  s auf  entsprechende  Punkt 

von  aus  den  unendlich  entfernten  Punkt  von  g überschreiten,  um  so 

n 

auf  den  Ilalbstrahl  von  5^  zu  gelangen,  ehe  er  nach 

kommt;  die  Strecke  g^^  welche  die  im  Sinne  P aufeinanderfolgenden 


den  im  Sinne  2J  geordneten  Tangenten  bis  entsprechenden  Punkte 
umfasst,  muss  daher  den  unendlich  entfernten  Punkt  enthalten,  d.  i.  eine 
der  Tangenten  von  s«  bis  s muss  zuo  parallel  sein.  Die  den 

P S TT  * 

Tangenten  bis  entsprechenden  Punkte  folgen  dann  von  9^=  aus 
wieder  im  Sinne  P aufeinander  und  gehören  dem  Halbstrabi  ’ der 


(oX) 


perspectivischen  Lagen  von  an. 

c)  1.  Fällt  die  Gerade  g mit  einer  der  Tangenten  von  S'^^  ' 5.  zu- 

sammen,  so  enthält  sie  zwei  aufeinanderfolgende  Curvenpunkte , welche 
sic,  den  einen  mit  der  vorhergehenden  Tangente  den  anderen  mit  der 

folgenden  Tangente  5^ gemeinschaftlich  hat.  Zufolge  No.  395,  c und  45a  lie- 
gen auf  der  Halbebcne  Halbstrahl  von  also 

unter  anderen  der  Punkt  B^  y und  der  Halbstrahl 

V n 


von  s 


-9 


also  unter  anderen  der  Punkt  ;g  . Hat  g=s  ausser  den  beiden  Punkten 

^ s 

und  keine  weiteren  mit  dem  Curvenstück  gemein,  so  müssen 

daher  die  I* unkte  B sämmtlich  auf  derselben  Halbebene  in  Be- 

zug  auf  S y nämlich  auf  der  Halbebene  liegen  (vgl.  No.öOe^). 

® VS  I S/ 

2.  Also  müssen  wegen  No.  44 e und  456  die  mit  den  übrigen  im  Sinne 
geordneten  Tangenten  auf  perspectivischen  Punkte  stetig  in  demselben 

Hichtungssinne  P^  aufeinanderfülgen,  und  zwar  müssen  (No.  49c),  da  ä** 

auf  dem  Ilalbstrahl  B^  aber  auf  dem  Halbstrahl  B^^  der  ent- 

£ tj 

sprechenden  Tangente  resp.  oder  s^  liegt,  die  den  Tangenten  von  bis 
s entsprechenden  Punkto  sämmtlich  dem  Ilalbstrahl  die  den  Tan- 

geilten  von  s bis  entsjuochenden  aber  sämmtlich  dem  Ilalbstrahl  b'^^  ^ 
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I OD 

der  porspectivischeu  Lagen  von  augehören.  Da  der  Ilalbstrabl 


von  der  der  Tangente  im  Sinne  2^  vorhergehenden,  und  der  Halb- 
strahl  von  5^,  der  auf  im  Sinne  27  folgenden  Tangente,  nach 

No.  15c  und  30^,  r,  45«  auf  der  Halbcbeno  liegen,  so  kann  der  der 

Tangente  auf  entsprechende,  dem  Punkt  = im  Sinne  vorher- 

S (t,  TJ  (t  00^ 

gehende  Punkt  nur  dem  Ilalbstrahl  ^ = ' angehorenj  das 

S t T7 

heisst,  die  Punkte  und  somit  die  mit  den  sämmtlichen 

Tangenten  5 von  ausser  a u f. persp  ec  tivischen  Punkte 

folgen  stetig  in  demselben  Richtungssinne  P aufeinander, 
welcher  durch  die  beiden  in  ihr  befindlichen  CuTven punkte 
und  denBewegungssinu  27  schon  bestimmt  ist. 

3.  Ferner  folgt  hieraus: 

Jeder  Schnittpunkt  zweier  Tangenten  gehört  dem  Ilalb- 
strahl der  einen,  der  im  Sinne  27  voran  geh  enden  und  dem 

Halbstrahl  der  anderen  an,  der  zweiten  im  Sinne  27. 

DerderlaufendenTangentc^^  auf  einer  festen  Tangente 

s.  entsprechende  Punkt  geht,  sobald  s die  Lago  voue  über- 

ö ^ a , 

schreitet,  stets  von  dem  Halbstrahl  über  auf  den  Halb- 

strahl 


4.  Sollte  nun  das  Ourvcnstück  S 


(oD 


mit  s.  ausser  den  Punkten  3 und 
f * 


noch  einen  Punkt  gemeinschaftlich  haben,  in  welchem  die  Gerade 

überschritte  oder  s zum  zweiten  Male  mit  s . zusammenfiele,  so  müsste 

Sc  S 

nach  No.  506*^  und  50c*  der  dem  Strahl  auf  entsprechende  Punkt 

den  unendlich  entfernten  Punkt  überschreiten,  was  gegen  Voraussetzung 
No.  49«*  ist.  . 


C.  Ein  nur  gewöhnliche  endliche  Elemente  enthaltendes 
. Curvenstück  und  ein  ebener  Strahlbüschel. 

51.  Aus  No.  49c  und  45e  oder  37 />  (für  « = 2)  und  45d  folgt  w'eiter: 
rt)l.  Beschreibt»^  vonjg^  anstetigimSinno27dasCurven- 
stück  ^^bisg^,  so  folgen  die  mit  den  aufeinanderfolgenden 
Lagen  von  , d.  i.  mit  den  im  Sinne  27  sich  stetig  aneinander- 
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reihenden  Punkten  von  in  einem  Strablbüschel  der 

Ebene,  durch  dessen  Mittelpunkt  keine  der  Tangenten  s von 

geht,  perspectivischen  Strahlen  stetig  in  demselben 
Drehsinne  aufeinander  und  bilden  in  demselben  den  Win- 

2.  Der  Punkt  Hegt  entweder  in  Bezug  auf  die  sämmt- 

lichen  Lagen  von  s auf  der  Halbebene  oder  in  Bezug 

Q (e  I C) 

(o  — OD^ 

auf  die  sämmtlichen  Tangenten  auf  der  Halbebene  g,,  . ’ 

® (elp) 

ersten  Falle  ist  nach  No.  45/  der  Drehsinn  J 

gl  eich  dem  dem  Bewegungssinn  ^^entsprechenden  Drehsinne 

Jvous  , ira*  zweiten  Falle  gleich  dem  dem  Drehsinn  J von  s 
9 9 

entgegengesetzten  Drehsinn. 

b)  1.  Liegt  der  Punkt  auf  einer  der  Tangenten  von 
etwas^,  und  fällt  er  mit  keinem  der  Curvenpunkte  von 
zusammen  und  befindet  er  sich  auf  dem  Halbstrahl  also 

auch  auf  dem  Halbstrahl  , so  gehört  er  der  Halbebene 

Bezug  auf  die  der  Lage  im  Sinne  27  vorhergehende 

Lage  s von  a'  und  der  Halbebene  ) iu  Bezug  auf  die  im 

Sinne  27  auf  folgende  Lage  von  s^an  (No.  15c,  396).  Ist  nun  die 

einzige  Tangente  von  welche  durch  den  Punkt  geht, 

sogehörtp^inBezugauf  alle  Lagen  von. f von*’  bis  5^  der- 
* ^ 

selben  Halbebene  j in  Bezug  auf  alle  Lagen  von 

s bis  5,  der  Halbcbene  an. 

V ^ {9—9)  \ (9  —9)J 

2.  Es  folgen  demnach  die  mit  den  Punkten  g*  bis  g^ 

perspectivischen  Strahlen  des  Büschels  p*^  in  demselben 
Drehsinne  d stetig  aufeinander  und  bilden  einen  Winkel 

Punkten  g^  und  g^  perspectivischen  Strah- 
len p fallen  in  dem  Strahl  zusammen:  die  mit  den  Punk- 
P y P 

ten  i/  bis  g perspectivischen  Strahlen  folgen  ebenfalls  in 
gleichem  Drehsinne  aufeinander,  aber  in  dem  dem  ersteren 
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ootgegengesotzten  und  bilden  den  Winkel  bezogen 

auf  den  Drehsinn  J , d.  i.  pJa  bezogen  auf  den  Drehsinn  J (vergl. 

<p  (p  i)  (f 

No.  16c,  sowie  die  Anmerkung  zu  No.  bOO*)]  dies  gilt  zufolge  No.  45d, 
p**"  mag  ein  endlicher  oder  der  unendlich  entfernte  Punkt  von 


s^sein.  Liegt  p*^auf  dem  Ilalbstrahlö^  so  ist  der  Dreh- 


sinn nach  No.  45/*  dem  Drehsinn  J von  stets  entgegenge- 
setzt, also  gleich  liegt  aber  auf  dem  Halbstrahl 
so  ist  der  Drehsinn  J dem  Drehsinn  von  $ stets  gleich, 

also  = J.  Ist  b ein  unendlich  entfernter  Punkt,  so  lässt  sich  der 
9 ^9 

Bewegungssinn  nicht  mit  J vergleichen. 

3.  Ist  daher  nicht  die  einzige  Tangente  von  welche  durch 

den  Punkt  geht,  sondern  geht  von  den  Tangenten  s bis  5.  noch  eine  s 

y ™ s 

durch  und  liegt  p^  auf  dem  Halbstrahl  folgen  die 

mit  den  Punkten  g von  bis  perspectivischen  Strahlen  von  p^  im 
Sinne  aufeinander,  die  den  Punkten  von  ig  bis  g entsprechenden 

im  Sinne  ^ (z/)  und  die  den  Punkten  g bis  ^ entsprechenden  im  Sinne 
J Der  Punkt  p^  muss  also,  wie  hieraus  folgt,  auf  der  Tangente 

dem  Halbstrahl  angehören  (vgl,  No.  50c’). 

c)  Fällt  der  Punkt  p^  mit  einem  der  Curvenpunkte,  8*^,  zu- 
sammen, so  gehen  durch  ihn  die  beiden  aufeinanderfolgenden  Tan- 
genten Sf,  und  , welche  ausser  ihm  noch  die  ihm  benachbarten  Punkte 

resp.  8^  und  8^  enthalten.  Der  Punkt  8*^  gehört  dem  Halbstrahl 

an , liegt  also  in  Bezug  auf  die  im  Sinne  27  vorhergehende  Tangente  s auf 

* 

der  Halbebene  er  gehört  ferner  dem  Halbstrahl 

an,  liegt  also  nach  No.  396  in  Bezug  auf  die  im  Sinne  27  folgende  Tangente 

auf  der  Halbebene  Isl  also  8*^  der  einzige  Curvenpunkt 

von  ^^welcherrait p*^z usammenfälltundsinddiebeidenauf- 
einanderfolgenden  Tangenten  und  die  einzigen  von 


welche  mit  p^perspectivisch  sind,  soliegtp^*=8^in  Be- 
zug auf  alle  Tangenten  ausser  5.unds  auf  der  Halbebene 

Die  den  Punkten  8°  bis  8^  im  Büschel  p^  entsprechenden  Strahlen 
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folgen  daher  nach  No.  45/*  im  Sinne  J stetig  aufeinander  und  ebenso  folgen 

'fr  X 

die  den  Punkten  3 bis  ^ entsprechenden  in  demselben  Sinne  z/  stetig 

i fr 

aufeinander.  Nun  sind  aber  die  den  Punkten  und  g entsprechenden 
Strahlen  die  im  Sinne  2J  der  Curve  also  im  Drehsinne  J des  Büschels 

aufeinanderfolgenden  Tangenten  s und  s , der  Punkt  dem 
Halbstrahl  dem  Halbstrahl  g^*^**^  angehörend;  es  folgen 

o ^ 

daher  die  den  sämmtlichen  Punkten  B von  5'  ^ im  Sinne  2? 

entsprechenden  Strahlen  des  Büschels  = stetig  im  Sinne 

z/  aufeinander,  und  ein  das  Büschel  B'  von  d^r  mitg  perspec- 

tivischen  Lage  an  im  Sinne  z/  durchlaufender  Strahl  trifft 

die  Punkteg  bis  mit  demselben,  die  Punkteg  bisg  mit 
dem  anderen  Halbs'trahl. 

Geht  durch  den  Punkt  B^  ausser  und  von  den  Tangenten  bis 

s,  noch  die  Tangente  5 , aber  keine  der  Tangenten  von  s bis  s.  und  geht 

b ^ ^ o 

durch  denselben  von  den  Tangenten  bis  noch  die  Tangente  aber 

keine  der  Tangenten  bis  so  gilt  das  von  den  sämmtlichen  Tangenten 

und  Punkten  von  in  No.  51c  Gesagte  nur  von  den  Tangenten  und 

Punkten  resp.  bis  und  g**  bis  g*.  Das  die  Tangenten  von  5^  bis 

und  von  s bis  s.,  sowie  die  Punkte  B°  bis  g**  und  von  g*  bis  g^  Betreffende 
I il 

folgt  theils  aus  No.  51  theils  durch  wiederholte  Anwendung  von  No.  51c, 

je  nachdem  p*^=g^  ein  von  g^,  g^und  von  g*,  g’*  verschiedener  Punkt  der 
Tangenten  und  ist  oder  mit  einem  derselben  zusammenfällt. 


D.  Beschaffenheit  eines  nur  gewöhnliche  endliche 
Elemente  enthaltenden  Curvenstückes. 

52.  a)  Aus  No.  50c®  ^ folgt: 

Ein  Curvcnstück  welches  den  in  No.  49«  angegebe- 

nen Bedingungen  genügt,  hat  die  Eigenschaft, 

1.  dass  alle  seine  Punkte  in  Bezug  auf  jede  seiner  Tan- 
genten auf  derselben  Haihebe  ne,  nämlich  fbe- 

(Pip) 

zogen  auf  den  Drehsinn  z/)  liegen; 

2.  dass  sich  in  einem  Punkte  nicht  mehr  als  zwei  Tan- 
genten von  S schneiden; 
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3.  dass  die  mit  irgend  einer  Tangente  von  p e r - 

spectivischen  Punkte  der  übrigen  eine  endliche 
Strecke  bilden,  welche  zugleich  die  beiden  die- 

ser Tangente  s^angehorigen  Curvenpunkte  0^  und  3*^ 
enthält. 

b')  1.  Die  Gerade  liegt  mit  den  Anfangspunkten  dieser  sämmtlichen 
Strecken  die  Gerade  mit  den  Endpunkten  derselben  perspectivisch. 

Bezeichnen  wir  den  Schnittpunkt  von  und  mit  3* , so  kann  mit  jeder 
dieser  Strecken,  da  sie  endlich  sind,  nur  ein  Theil  der  Strahlen  des  Bü- 
schels 3*  perspectivisch  liegen;  und  da  jede  derselben  zwei  Punkte  von 

enthält,  so  müssen  dieselben,  wie  die  Punkte  3 von  sämmtlich 

in  demjenigen  der  von  und  begrenzten  einfachen  Winkel  liegen , Avel- 

cher  den  beiden  Halbebenen 

und  welchen  wir  mit  3^^  bezeichnen  wollen. 

(ofi) 

2.  Da  durch  3*  keine  der  Tangenten  von  s bis  s.  geht  (N(u  52  a*), 
SO  hat  der  Punkt  3*  in  Bezug  auf  diese  die  Lage  von  in  No.  51«.  Jeder 
von«  und  s,  verschiedene  Strahl  des  Winkels  s?  welchem  der  ein- 

fache  Winkel  angehört,  muss  daher  einen  und  nur  einen  der  Punkte 

von  und  von  jeder  von  s und  s,  verschiedenen  Tangente  von 

O A ° 

einen  Punkt  der  endlichen  Strecke  3^°^^^  enthalten.  Daraus  folgt 

einerseits,  dass  der  den  Punkten  von  5^°^^  im  Büschel  3^  entspre- 

chende  Winkel  ...  CNo.  51c)  nur  einen  Theil  des  Büschels  3®  ausmachen 
(osD 

kann,  da  der  mit  dem  Büschel  3^  gemeinschaftliche  Strahl  s^=s*  ausser 

3^  keinen  Punkt  von  enthält , dass  alsoauf  einerGeraden  nicht 

mehr  als  zwei  Curvenpunkte  von  liegen  können, 

andererseits,  dass  die  mit  den  Tangenten  von  ^^^bis  perspectivischon 

Punkte  vou  = die  endliche  Strecke  30***^  in  der  Reihenfolge  von 

9 % O 

y ^ • y--. 

3*  bis  3*  erfüllen  (No.  506*)  und  die  mit  den  Tangenten  von  bis  5^perspec- 

tivischen  Punkte  dieselbe  Strecke  in  der  Reihenfolge  von  3^  bis  3^;  folglich  : 

3.  DieSchnittpunkte  derTangentcnmiteinandererfüllen 

das  von  den  Strecken  von  s , von  a.  und  dem  Cnr- 

0 ' 0 k 1 
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venstück  begrenzte,  dem  einfachen  Winkel  a u g e - 

hörige  Gebiet  der  Ebene  vollständig,  und  ausserhalb  dessel- 
ben giebt  es  keinen.  Von  jedem  Punkt  dieses  Gebietes  gilt  das  in 

No. 51 Gesagte.  Wir  bezeichnen  dies  Gebiet  durch  dasSymbol 
No.  52  c). 

c)  1.  Die  Strecken  der  Strahlen  s*  des  Winkels  s*  ...  enthal- 

C® 

ten  keinen  einzigen  Schnittpunkt  einer  Tangente,  daher  enthält  das 
von  den  Strecken  und  dem  Curvenstück  be- 

grenzte  dem  Winkel  angehörige  Gebiet  der  Ebene  nur 

Punkte,  welche  mit  keiner  der  Tangenten  von  perspec- 

t’i  visch  liegen,  also  die  Lage  von  in  No.  51«  haben,  und  wir  bezeich- 
nen dasselbe  mit  , .. 

(oij 

2.  Durch  die  unendlich  entfernte  Gerade  wird  das  Gebiet  in 

(oi) 

zwei  Theile  getheilt,  deren  einer  dem  den  beiden  Halbebenen 

ge™eioschaftlichen‘einfachen  Winkel  deren  anderer  dem  den 

beiden  Halbebenen  und  gemeinschaftlichen  einfachen  Win- 
kel angehort;  es  folgt  mit  Rücksicht  auf  No.  51a*,  dass  der  er- 

ster e Theil  alle  Pun  kte  der  Ebene  enthält,  welche  denHalb- 
ebeneu  in  Bezug  auf  die  säramtlichen  Tangenten  s von 

gemeinsam  sind  und  nur  solche,  der  andere  alle  Punkte 

der  Ebene,  welche  denllalbcbenen  8^^,  in  Bezug  auf  die 

(9le) 

sämmtlichen  Tangenten  s von  ^ gemeinsam  sind  und  nur 
solche,  was  auch  aus  No.  39a  und  45a  abgeleitet  werden  kann;  wir  be- 
zeichnen den  ersteren  Theil  mit  , den  zweiten  mit 


(®1^)' 


.0 

\®-A). 


3.  Jeder  Punkt  von  befindet  sich  mit  jedem  Curvenpunkt  von 

in  Bezug  auf  jede  der  Tangenten  von  mit  Ausnahme  der  beiden, 

welche  sich  in  letzterem  schneiden,  auf  derselben  Halbebene ; jeder  Punkt 

von  befindet  sich  mit  jedem  Curvenpunkt  von  in  Bezug  auf 

jede  Tangente  von  mit  Ausnahme  der  beiden,  welche  sich  in  letzte- 
rem schneiden,  auf  entgegengesetzten  Halbebenen  (No.  36c).  Jedem 
.0 


Punkt  von  ©”  ,,,  kehrt  daher  das  Curvenstück  in  seiner 
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o 

(0-A) 


g a u z e n A u s d e li  11  u ng  seine  conenve,  jedem  Punkt  von 
seine  convexe  Seite  zu.  Also: 

4.  Bewogt  sieh,  w Ji  h r c n d die  Element  e 3?.  u n d in  ei  n e m 

gewissen  Sinne  £ das  C u r v e n s t ü c k beschreiben,  welch e s 

den  in  No.  40//  angegebenen  Bedingungen  genügt,  der  mit 

perspecti  visclie  Strahl  eines  S trahlhüschels  dessen 

Mittelpunkt  ein  e n d 1 i c h e r P u n k t d e r E h e n e i s t , d u r c h ^v  e 1 - 

eben  keine  der  Tangenten  von  geht,  von  an  bis  ;/^  i n 

dem  Drelisin  ne  welchen  beim  Uebergange  aus  jeder  Lage 

in  die  im  Sinne  2^  folgende  hat,  so  kehrt  das  Curven  stück 
dem  Punkt  seine  c o n c a v e S e i t e zu,  und  umgekehrt;  bewegt 
sich  aber  der  mit  p e r s p e c t i v i s c h e Strahl  des  Büschels  p*^ 
von  bis  in  dem  dem  Sinne  ^ von  entgegengesetzten 

Sinnen/,  so  kehrt  d a s C u r v e n s t ü c k dem  Punkto  p*^  seine 

convexe  Seite  zu,  und  umgekehrt.  Im  crstcren  Falle  gehört  der 

Punkt  dem  Gebiet  0°  im  zweiten  dem  Gebiet  0°  an. 

^ (olÄ)  (o  — 

(i)  1.  Der  andere  Winkel  enthalt  (No.  IS  und  b2b')  die  Ergiin-  , 

zungsstrecken  sämmtlicher  Tangenten  von  zu  den  Strecken 

Strahl  dieses  AVinkcls  hat  (No.  lO)  die  Lage  der  Geraden 

(j  in  No.  50//;  die  mit  den  Tangenten  s von  5^°^^  auf  einem  solchen  Strahl 

perspcclivische  Strecke  enthält  folglich,  da  die  Grcuzjiunkte  in  den  Punkt 

Zusammenfällen  und  nach  No.  52ft*  jeder  ihrer  übrigen  Punkte  höchstens 

von  einer  der  Tangenten  von  getroflen  werden  kann,  alle  Punkte 

desselben  ausser  einmal , diesen  aber  zw'einial;  also  wird  der  Winkel 

von  den  Strecken  der  Tangenten  s von  derart 

t{oX)  Q 

stetig  erfüllt,  dass  durch  jeden  in  seinem  Gebiet  gelegenen 
Punkt  eine  und  nur  eine  der  T ange  nten  .<?  von  geht.  Wir 

bezeichnen  ihn  deshalb  mit0|^  ; jeder  in  seinem  Gebiet  befindliche  Punkt 

hat  die  Lage  von  p*^  in  No.  51  ^/*’  *. 


2.  Dieser  Winkel 

Q[ol) 


(o—  Qo)_ 


:0,  ,,  enthält  in  dem  mit  der  llalbebeue 
(oi) 


gZ  jy^lidrt  nach  No.  50e®  dem  Ilalbstrahl 
fo  ol  \ o 


(0|0)  ^(Oto)  (i_OD) 

von  .V  «nd  dem  Ilalbstrahl  ^ ^ ^ von  an)  gemeinschaftlichen  einfachen 

26 


o X 

Zeilschrifl  r.  Maih/>nintik  u . Physik,  XIV,  5. 


372  Die  projectivischen  Eigenschaften  der  gewöhnlichen  und 


Winkel  (No.  38«  und  45«)  von  jeder  Tangente  denjenigen  Theil  der  Strecke 
welcher  dem  Ilalbstrahl  *^aDgehÖrt,  in  dem  der  Ilalbebeue 

gemeinschaftlichen  einfachen  Winkel  (No.  37«)  den  ande- 
ren Theil,  welcher  dem  Halbstrahl  angehört;  den  ersteren  bezeich- 
nen wir  hiernach  i«it  den  anderen  mit 

3.  Aus  No.  516*  und  52 folgt: 

Jedem  Punkt  von  ©V  ,,  kehrt,  wenn  wir  allgemein  mit 

(O  — A)^  o f 

die  Tangente  bezeichnen,  mitwelcher  erperspectivisch  liegt^ 
nUmlichdem  Halbstrahl  ' angehörend,  das  Curvenstück 

S^° welches  die  der  Tangente  im  Sinne  E vorhergehenden 

Lagen  von  enthalt,  seine  convexe,  das  Curvenstück 
welches  die  auf  ^^im  Sinne  E folgenden  Lagen  von  enthält, 

seine  concave  Seite  zu;  jedem  Punkt  des  Gebietes  ©|^ ^ aber, 

der  auf  der  Tangentes^  liegt  und  also  dem  Halbstrahl 

angehört, kehrtdasCurvenstück  die  concave  und  d i e 

convexe  Seite  zu. 

c)  In  gleicher  Weise  folgt  aus  No.  516®,  526®,  c*: 

Jedem  Punkt  des  Gebietes  @ , ,,  kehrt,  wenn  wir  mit  und  s,  all- 

{oa)  PS 

gemein  die  beiden  Tangenten  von  bezeichnen,  welche  sich  in  dem- 
selben schneiden,  das  Curvenstück  seine  concave,  die  convexe 

und  wieder  die  concave  Seite  zu. 

/O  Beschreibens  und  0^  im  Sinne  das  Curvenstück 
so  ist,  so  lange  der  mit  irgend  einer  endlichen  Geraden  der 

Ebene  perspectivische  Punkt  8*  von  s^  dom  Halbstrahl  8^^ 

angchört,  der  Bewegungssinn  Pvon8^  gleic  h 8^^*,  dasheisst, 
der  Punkt  8^  entfernt  sich  (No.  8c)  von  dem  ihm  auf  entspre- 
chenden Punkte,  also  auchvon^r^;  so  lange  der  mit  perspec- 
tivische Punkt  von  s dem  Halbstrahl  angehört,  ist  der 

9 

BowogungssinnP  gleich  8^***,  das  heisst,  der  Punkt  8^  nähert 
sich  dem  ihm  auf  entsprechenden  Punkto,  also  auch  der 
Geraden  g (vgl.  No.  50). 
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53.  Dies  ist  das  Bild  , welches  ein  den  Bodingungeu  in  No.  49a  unter- 
worfenes Curveustück  einer  Curve  S der  Anschauung  bietet,  sowie 

die  Art  und  Weise,  in  welcher  sich  die  mit  den  Elementen  eines  solchen 
Curvcnstückes  in  irgend  einem  Strahlbüschel  oder  einer  geraden  Punktreihe 
der  Ebene  perspectivischen  Strahlen,  resp.  Punkte  an  einander  reihen ; diese 
Art  und  Weise.wird ,.  da  Uber  den  Wertli  von  A nichts  bestimmt  ist  und 
wie  aus  No.  50  und  51  hervorgeht,  nicht  geändert,  wenn  wir  uns  das  Curven- 

stück  fortgesetzt  denken  durch  andere  etc.,  welche  den- 

selben Bedingungen  genügen  und  bei  deren  Beschreibung  im  Sinne  £ s 

und  denselben  Dreh-  resp.  Kichtungssinn  ^ und  P haben,  als  bei  Be- 
schreibung von  Der  mit  der  laufenden  Tangentes^  auf  perspecti- 

vische  Punkt  durchläuft  zunächst  (No.  50t’®)  den  Ilalbstrahl  dom 

Halbstrahl  von  augehörend;  wenn  derselbe  in  die  Lage  , ent- 

sprechend der  Lage  s von  s gelangt,  so  gilt  auch  von  der  unendlich  ent- 

fernten  Geraden,  was  von  jedem  Strahl  des  Winkels  1“  No.  52 d‘ 

‘gesagt  ist;  der  eine  Theil  des  Gebietes  (No.  52c*)  wird  Null,  nämlich 

der  nicht  von  den  Curvenpuukteu  von  begrenzte.  Bis  hierher  ent- 

fernt sich  von  im  weiteren  Verlauf  der  Curve  geht  der  der  Tangente 

■ s auf  s entsprechende  Punkt  auf  den  Ilalbstrahl  *^von^  undg^^^*^ 

Q O ^ 0 0 

von  über,  nähert  sich  also  der  Punkt  der  Tangente  s^.  Erst  in  den  auf  5^ 

resp.  s folgenden  Lagen  kann  nach  No.  50f/*,c*  die  Gerades^  überschreiten 

oder  s mit  5 zusammenfallcn.  Das  Gebiet  ©,  . ist,  wenn  bis  zu  den 

9 o (ot) 

Lagen  & resp.  keine  dieser  beiden  Möglichkeiten  eingetreten,  durch  die 
Strecken  ist  der  Schnittpunkt  von  s und  s ) und 

das  Curvenstück  das  Gebiet  x = ^ durch  die  endlichen 

(or)  (o|t) 

Strecken  und  begrenzt,  und  also,  wenn  mit  zu- 

sammenfällt,  rings  von  dem  Curvenstück  eingescblossen. 


§,  12.  AuBgrczcichnete  Curveuelemente. 
y1.  AllgemeineBestiramungen. 

54.  a)  Um  nun  alle  möglichen  Weisen,  in  denen  ein  nach  No.  40  eine 
Curve  beschreibender  Punkt  oder  Tangente  in  die  folgende  Lago  übergehen 
kann,  ihren  Einfluss  auf  die  Beschaffenheit  der  Curve  und  die  Bewegung 

26* 
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der  mit  de.nselhcn  in  «len  iStrahlhüsclieln  und  geraden  I’nnktreihen  der 
Ebene  perspectiviseben  Strahlen  resp.  Punkte  zu  erkennen , stellen  wir  uns 

ein  Cnrvenstück  vor,  welches  die  Curvenpunkte  und 

d f £ ^ 

die  Tangenten  s .s  ...,s^,s  TNo.  46),  wo  ä =2  umfasst  und 

welches  der  Bedingung  (l)  in  No.  40«  in  allen  Elementen  von  bis  den 

Bedingungen  (2)  und  (3)  aber  in  allen  Elementen  von  bis  resp.  bis 

genügt;  dies  Curvenstück  denken  wir  uns  fortgesetzt  (nach  No.  40) 

durch  ein  zweites  welches^  die  Punkte  und  die  Tan- 

geilten  .v^,  s ^ umfassend,  für  sich  den  Bedingun 

gen  (2)  und  (3)  in  No.  40«  in  allen  Elementen  von  bis  resp.  ö bis  g , 
der  Bedingung  (l)  in  den  Elementen  von  bis  genügt;  so  jedoch  den- 
ken wir  uns  durch  fortgesetzt,  dass  die  das  ganze  Curvenstück 

in  dem  durch  die  Wahl  der  Elemente  .v  und  g**  zu  Anfangseleincnteu 

eindeutig  bestiuiinten  (No.  47  c,  14«*)  Bewegungssinne  2 durchlaufen<len 

^ • 

Elemente  und  beim  Uebergang  von  den  Elenienten  resp.  und  g , 
welche  eine  ganz  beliebige  endliche  oder  unendlich  entfernte  Lage  in  der 
Ebene  haben  können,  in  die  Lagen  .v^  und  g'  beliebig  den  Bewegungssinn 
beibehalten  oder  Undern  können,  den  sie  beim  Uebergang  von  jedem  Ele- 
ment von  in  die  Lage  des  im  Sinne  2 folgenden  haben;  Dem  Bo- 

wegungssinne  2 entspreche  in  dem  Theil  der  Drehsinn  z/  von  und 
der  Richtungssinn  P von  g^  auf  s . 


b)  Wir  bezeichnen 

die  Summe  aller  der  Strahl- 
büschel der  Ebene,  deren  Mittel- 
punkte ausserhalb  der  Tangente, 

liegen,  durch  das  Symbol  (^),  jeden 
derselben  durch  3; 

die  Summe  aller  der  Strahl- 
büschel, deren  l^Iittelpunkto  die  von 

den  Cnrvenjmnkten  auf  (g^)  ver- 

o 9 

schiedenen  Punkte  von  .v^sind,  mit 
[j^j,  jeden  derselben  durch  3**. 


die  Summe  aller  der  Geraden 

der  Ebene,  welche  nicht  durch  den 
y 

Punkt  g gehen,  durch  das  Symbol 
(c),  jede  derselben  durch  r; 


die  Summe  der  geraden  Punkt- 
reihen der  Ebene,  deren  Träger  die 
von  den  Tangenten,  welche  sich  in 

g schneiden  (-^pj  verschiedenen 

y 

Strahlen  des  Büschels  g sind,  mit 
[j^],  jede  derselben  durch  r^. 


Digltized  by  Google 


ausgezeichneten  Elemente  ebener  (^irven.  Von  Paul  ScnOLZ.  375 


Der  in  einem  der  Büsclicl  [3*^]  mit  ^ pcrspcctivischc  Strahl  ist  stets 
5^,  der  in  einem  der  Büschel  (3)  mit  ^ pcrspectivische  Strahl  kann  nie 
wohl  aber  eine  andere  der  Geraden  (.s^)  sein,  und  ist,  wenn  dies  nicht  der 
Fall,  stets  eine  der  Geraden  \z  1.  Jede  der  Geraden  \z  1 muss  daher  mit 

O-'  Q-‘ 

einem  Strahl  identisch  sein. 

Der  auf  einer  der  Geraden  mit  perspectivischo  Punkt  ist  stets 
der  auf  einer  der  Geraden  {z)  mit  s perspectivischo  Punkt  3 kann  mit 


einem  der  Punkte  [3^]  nur  zusammcnfallcn , wenn  mit  zusammenfällt, 

also  alle  Punkte  3*  mit  allen  Punkten  [3*^]  identisch  sind, 
c)  Jede  der  Geraden  [r^]  kann 

mit  der  Punktreihe  ausser 

höchstens  zw'ei  Punkte  gemeinschaft- 
lich haben,  einen  mit  den  wir 

mit  und  einen  mit  den  wir 

mit  bezeichnen  (No.  52  f>*). 

Jede  der  Geraden  (z)  kann  mit 

höchstens  vier  Punkte  gemein- 
schaftlich haben;  w'ir  bezeichnen 

von  den  beiden  dem  TheilS^°^  an- 
gchörigen  immer  denjenigen,  wel- 

eher  am  nächsten  ist,  mit  von 

den  beiden  dem  Theil  ange- 

hörigen  denjenigen , welcher  am 


Jeder  der  Strahlbüschel  [3  ] 

kann  mit  der  Tangentenfolgc 
ausser  höchstens  zwei  Strahlen 

gemeinschaftlich  haben,  einen  mit 

den  wir  mit  s , und  einen  mit 

’ ö’ 

. ut;u  wji  uiiL  ; 

l 


nächsten  ist,  mit 


den  wir  mit  s bezeichnen 

I 

(No.  52 rt*). 

Jeder  der  Strahlbüschcl  (3) 

kann  mit  höchstens  vier  Tan- 

genten gemeinschaftlich  haben;  wir 
bezeichnen  von  den  beiden  dem 

Theil  angehörigen  immer  die- 

jenige, welche  am  nächsten  ist, 

mit  s , von  den  beiden  dem  Theil 

angehörigen  diejenige,  welche 
s am  nächsten  ist,  mit  s . 


(i)  1.  Während  die  Elemente  A-  und  das  Curvenstück  von  resp. 

Q 

§ an  , also  im  Sinne  .2^  stetig  beschreiben,  bilden  die  auf  allen  Geraden 
der  Ebene  {(c),  [jJ,  (.v^)  (6'p|  und  in  allen  Strahlbüscheln  der  Ebene 
{(s)»  [j  perspectivischon  Punkte  und  Strahlen  eine  stetige 

Punktenfolge  ‘ 


o 

(ov)’ 


a 
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2.  Nach  den  Bestimmungen  in  c 
folgen  in  den  Strahlbiisclicln 
(j),  [3*^]  die  den  Punkten  von 

Ö bis  entsprechenden  Strahlen 
stetig  in  einem  und  demselben  Dreh- 
sinne auf  einander,  und  ein  die  Strah- 
lenfolge z.  resp,  zf  durchlau- 
fender  Strahl  trifft  die  Punkte  von 


S 


(«  D 


mit  demselben  Ilalbstrahl. 


Analoges  gilt  von  den  Punkten  von 
und  den  enlsj)iechenden  Strah- 
len. Im  Büschel  folgen  die  den 

s<äinmtlichcn  Punkten  von  ent- 

sprechenden Strahlen  in  demselben 
Sinne  (J)  auf  eitmnder,  bilden  nur 

einen  'Pheil  des  Büschels  ^‘’  und  der 

die  Strahlenfülge  s,  durchlau- 

° (oD 

feude  Strahl  trifft  die  Punkte  von 

S ^ alle  mit  demselben  Ilalbstrahl. 
Analoges  gilt  von  den  sammtlichen 

Punkten  von  und  den  in 

entsprechenden  Strahlen  (No.  ülc). 


folgen  auf  den  Geraden  (z), 
[z^]  die  den  Tangenten  von 
von  bis  entsprechenden  Punkte 

stetig  in  einem  und  demselben  Rich- 
tungssinne auf  einander,  und  in  Be- 
zug auf  jede  der  Geraden  (z),  [z^] 

fv 

liegen  die  Punkte  von  S'  auf 
derselben  Ilalbcbene.  Analoges 

gilt  von  den  Tangenten  von  S ' 
und  den  auf  denselben  befindlichen 
Curvenpunkten.  Auf  der  Geraden 
folgen  die  den  sammtlichen  Tan- 
genten von  entsprechenden 

Punkte  in  demselben  Sinne  auf  einan- 
der, bilden  nur  einen  Thcil  der 
Punktreihe  und  die  Punkte  von 

liegen  sümmtlich  auf  derselben 
llalbebene  in  Bezug  auf  s^.  Ana- 

loges  gilt  von  den  s<ämmtlichen  Tan- 
genten von  und  den  auf  den- 

selben befindlichen  Curvenpunkten 
(No.  50  c). 


55.  «)  Da  keiner  der  Punkte  (^)  oder  [j*^]  ndt  einem  Punkte  des  ihm 

{ct  f 

nach  No.  53c  zugehörigen  Curvonstückes  S''  ' ^ zusammenfällt  (höchstens 

CC  ß i 

die  Punkte  ö auf  und  g auf  ausgenommen),  so  können  nach 
No.  35c  und  25  (%  = !/«)  die  Punkte  von  von  dem  anderen  Ilalb- 
strahl des  die  Strahlcnfolge  z,  . in  den  Büscheln  (D,  durchlau- 

® (at)  (at)  vov' » 10  j 

fenden  Strahles  als  die  Punkte  von  nur,  wenn  ein  unendlich  ent- 

fernter Punkt,  getroffen  werden  und  auch  dann  nicht  immer. 

0)  Jeder  der  Punkte  (3),  | kann  als  auf  einer  Geraden  z liegend 
j^ngesehen  werden,  und  es  folgt  aus  No.  35«,  dass  in  allen  Büscheln  (j), 

iri  , deren  Mittelpunkte  in  einer  und  derselben  Geraden  z liegen,  die 
l^unktc  von  von  dem  anderen  oder  demselben  Ilalbstrahl 

des  die  Strahlenfol;;«’  z , resn.  , durchlaufenden  Strahles  getroffen 

® (atj  ^ (a  t)  ° 
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werden,  als  die  Punkte  von  5^^  je  nachdem  der  den  Curvenstücken 

und  (bezogen  auf  diese  Gerade  z)  gemeinschaftliche  Theil  vonS^^*^^auf 
der  anderen  oder  derselben  Halbebene  liegt  in  Bezug  auf  diese  Ge- 
rade, als  der  den  Curvenstücken  und  gemeinschaftliche  Theil  von 
und  dass  in  Bezug  auf  alle  Geraden  z,  welche  durch  einen  und  denselben 
der  Punkte  Q) , [3**]  gehen , die  Punkte  von  auf  der  anderen  oder 
derselben  Halbebene  liegen,  als  die  Punkte  von  , jo  nachdem  die 

und  5^^*^  (bezogen  auf  diesen  Punkt  3 oder  3^)  gemeinschaftlichen 
Curvenpunkte  von  dom  anderen  oder  demselben  Halbstrahl  des 
die  Strahlenfolge  resp.  in  diesem  Büschel  durchlaufenden  Strah- 
les getroffen  werden , als  die  und  gemeinschaftlichen  Punkte. 

Daraus  folgt  ferner: 

c)  Liegen  die  Punkte  in  Bezug  auf  eine  der  Geraden 
(z)  auf  derselben  oder  auf  der  entgegengesetzten  Halbebene 

fy  n 

als  die  Punkte  5 , so  liegen  sie  in  Bezuga  uf  alle  Gerade  (z) 

resp.  auf  derselben  oder  auf  der  entgegengesetzten  Halb- 

ebene  als  die  Punkte  5^^ 

d)  Werden  die  Punkto  in  einem  der  Büschel  (3),  [3®] 

von  demselben  oder  dem  entgegengesetzten  Halbstrahl  ge- 

troffen,  alsdio  Punkte  so  werden  sie  in  allen  Büscheln 

(3) , [3^]  von  demdieStrah  len  folge  z^^  r e s p.  d u r c h 1 a u f e n - 

den  Strahl  resp.  mit  demselben  oder  dem  entgegengesetzten 

Halhstrahl  getroffen , als  die  Punkte 

c)  Liegen  die  Punkte  in  Bezug  auf  eine  der  Geraden 

(z)  auf  derselben  oder  auf  der  entgegengesetzten  Halbebenc 

als  die  Punkte  5^^  so’ werden  die  Punkte  5^^*^  in  jedem  der 

Büschel  (3),  [3^]  von  dem  die  Strahlenfolge  2^^^^  res p.  durch - 

laufenden  Strahl  mit  demselben  resp.  dem  entgegengesetzten 

Ualbstrahl  getroffen,  als  die  Punkte  und  umgekehrt. 

f)  Die  Tangenten  («p,  welche  die  dem  Punkt  benachbarten  Curven- 
punkte enthalten,  sind  unmittelbar  aufeinanderfolgende  Strahlen  des  Büschels 

daher  folgt  aus  No.  37 d und  54 d*:  Liegen  die  Punkte  in  Be- 

t 

zug  auf  donmitg  perspectivischen  Strahl  einesder  Büschel 
(3)  (oder  in  Bezug  aufeine  derGeradeu  1.2^)  auf  derselben  oder 
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a u f d e r e ii t g e g e n g e s e t z t e u H a 1 h c b o u e a 1 s d i e P u u k t e so 

liegen  sie  in  Bezug  auf  den  in  jedem  der  Büsche)  (3),  deren 

Mittelpunkte  nicht  auf  einer  der  Geraden  (i’P  gelegen  sind,  dem  Punkte 

3’  ontsp  roch  enden  Strahl,  also  in  Bezug  auf  alle  Gerade 
resp.  auf  derselben  oder  auf  der  entgegengesetzten  Halb- 


,(y  t) 


ebene  als  die  Punkte  S 

Betreffs  der  Büschel  (3),  deren  Mittelpunkte  auf  den  Geraden  (s^) 
(ausser  .s’P  gelegen  sind,  vergleiche  No.  56rf. 

Gleichfalls  liegen  die  Punkto  in  Bezug  auf  den  in  jedem  der 

Büschel  [3^]  dem  Punkt  entsprechenden  Strahl  c®  = (No.  54 auf  der- 

(ft 

selben  oder  auf  der  entgegengesetzten  I laibebene  als  die  Punkte  S , je 
nachdem  das  Eine  oder  das  Andere  in  Bezug  auf  eines  der  Büschel  [3*^]  gilt. 

<7)  Je  nachdem  die  Punkto  6 in  Bezug  a u f d 0 n i u einem 

y 

d e r B ü s c h o 1 (3)  domPunkt  ö entsprechenden  Strahl  (oderin 
Bezug  aufein  oder  Geraden  [’^])»  ^mf  derselbe  11  oder  auf  der  ent- 
gegengesetzten llalbebene  liegen  als  die  Punkte  werden 

die  Punkte  von  dem  im  Büschel  die  S tr  a h 1 e n folge  sf  . 

^ (oy) 

d u r c h 1 a u f 0 u d e n S tr  ahl  resp.  mit  demselben  oder  dem  entge- 
gengesetzten Halbstrahl  getroffen,  als  die  Punkte  von 
(No.  35 rt,  !)4fP)  und  umgekehrt. 


/>,  Einfluss  der  ausgezeichneten  Elemente  eines  Curven- 
s t ü c k e s a u f d i c m i t d e m s e 1 b e n p e r s j)  e c t i v i s c h e n S t r a h 1 e n - und 
P u n k t e n fü  lg  e n ; (Jlassificirung  der  erstcron. 

50.  rt)  1.  Jedesmal,  wenn  in  den  Büscheln  (3),  [3*^],  die  den 

X t \ 

Punkten  von  6’'^  ' im  Sinne  2,'  entsprechenden  Strahlen  in  demselben 
Bowegungssi  nne  aufeinanderfolgen , als  die  den  Punkten  im 

Sinne  2^  entsprechenden,  also  resp.  der  Strahl  2^,  2°  in  diesen  Bü- 


scheln für  die  Strahlenfolge  resp.  2 ^ g ö h n 1 i c b e r 


( 0 r)  ’ (o  v)  ’ (0  v) 

Strahl  ist,  müssen  von  den  niclit  in  diesem  Strahl  befindlichen  Curven- 

y 

punkten  nach  No.  3ü^#  die  auf  den  Punkt  im  Sinne  2 folgenden, 


das  sind  die  von  S 


.(M 
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entweder  auf  der  anderen  llalbebene  in  Bezug  auf  resp. 
2^=5^,  6*^  liegen  und  von  demselben  II albstra hl, 

oder  auf  derselben  Halbebene  in  Bezug  auf  resp. 
s liegen  und  von  dem  anderen  Halbstrahl 

lies  eines  der  Büschel  resp.  (j),  [j^],  durchlaufenden  Strahles  getroffen 

>■ 

werden,  als  die  dem  Punkt  3**  in  demselben  Sinne  £ vorhergehenden  Cur* 

» ^ 

f(X 

venpunkte , n.ämlich  als  die  von  ^ , und  umgekehrt. 

2.  Jedesmal,  wenn  der  Strahl  r.  , 2^  = 5 , 5 für  die  Strahleufolge 

resp.  z,  , , zf  X > X ein  K ückk ehrstrahl  ist,  müssen  von  den  nicht  in 
^ (ov)  (ov)  (ov) 

diesem  Strahl  befindlichen  Curvenpunkten  die  von  ^ 

entweder  auf  derselben  Halbebone  in  Bezug  auf  resp. 

2^,  z^=6‘.,s  liegen  und  von  demselben  Halbst r ah I, 
oder  auf  der  anderen  Halbebcne  in  Bezug  auf  resp.  z., 

• 0 

5^,  s liegen  und  von  dom  andoVen  II albst rahl 

des  eines  der  Büschel  (3),  durchlaufenden  Strahles  getroffen  wer- 

den, als  die  Punkte  von  6’^^  und  umgekehrt. 

b)  l.  Jedesmal,  wenn  auf  einer  der  Geraden  (z),  die  den 

'rangenten  von  o * ''  im  Sinne  £ entsprechenden  Punkte  in  demselben 
Bewegungssinnc  auf  einander  folgen,  als  die  den  Tangenten  von  im  Sinn 
2.'  entsprechenden  Punkte,  also  resp.  der  Punkt  3 , = g**  auf  diesen 

Geraden  für  die  Punktenfolgo  resp.  gewöhnlicher 

Punkt  ist,  muss  nach  No.  3Gc*  und  iba,b  die  Tangente  beim  Uebergang 
aus  der  Lage  in  die  im  Sinne  £ folgende,  und  somit  aus  jeder  Lage  im 

Curvcustück  S ' in  die  im  Sinne  folgende  (No.  54  a),  sich  in  demselben 
Sinne  z/  bewegen,  den  sie  hat  beim  Uebergangc  aus  Jeder  Lago  im  Cur- 

venstück  ^ in  die  im  Sinne  £ folgende,  oder  in  dem  entgegen- 

gesetzten  /f,  je  nachdem  die  Punkto  von  ^ auf  derselben 
llalbebene  in  Bezug  auf  diese  G (u- a d (!  resp.  z , z^ , l i e g e n , a 1 s 

die  Punkte  von  oder  auf  der  ntgegen  gesetzten. 

2.  Jedesmal  aber,  wenn  der  l'unkt  3* , 3' = £>^  , für  die  Punkten- 
folge resp.  ein  Rü  c k k eli  r punkt  ist,  muss  .v  beim  Ueber- 


380  Die  projectivisehcn  Eigenschaften  der  gewöhnlichen  und 


gang  aus  der  Lage  in  die  im  Sinne  S folgende,  5^,  in  dem  entgegen- 
gesetzten Sinne  J oder  den) selben  Sinne  J sich  bewegen,  je 

nachdem  die  Punkte  S sich  auf  derselben  Ilalbcbene  in  Be- 

(y  t) 

zug  auf  diese  Gerade  resp.c,  oder  befinden,  als  die  Punkto  , oder 
auf  der  entgegengesetzten. 

X 

c)  Durch  Vergleichung  hiermit  und  mit  No.  456,  d folgt  aus  No.55r,d,c 
und  6,  wenn  wir 

betreffs  der  Strablbüschel  j,  deren  Mittelpunkte  die  von  3**  verschiedenen 
Punkte  der  von  verschiedenen  Tangenten  (ip  sind,  für  welche,  indem 

oder  s niitr  zusaminenfällt,  einer  der  beiden  Theile  sf“^\  gleich 

* s 

Null  wirfi,  und 

betreffs  der  Geraden  z,  welche  die  Tangente  in  einem  der  auf 

dei-sclben  befindlichen  von  verschiedenen  Curvenpunkte  schneiden,  ohne 
mit  ihr  zusammenzufallcn,  für  welche,  indem  oder  mit  zusammonfällt 

einer  der  beiden  Theile  gleich  Null  wird, 

No.  25n  berücksichtigen; 

1.  dass  in  allen  Büscheln 


(5)  der  dom  Punkt  entspre- 


chende Strahl  z 


Strahlen  folge  c 


(ov) 


für  die 
ein  ge- 


wöhnlicher oder  Rückkehr- 
Strahl  ist,  wenn  er  in  e'inom 
derselben  ein  gewöhnlicher 
r e s p.  R ü c k k e h r - S t r a h 1 ist; 


dass  auf  allen  Geraden  (z) 
der  der  Tangente. entspre- 

c h c n d e P u n k t ^ fürdiePuiik- 

ten  folge  ein  gewöhnli- 

ch e r o d e r R ü c k k e h r-P  u n k t i s t , 
wenn  er  auf  einer  derselben 
ein  gewöhnlicher  r e s p.  Rück- 
kehr-Punkt ist; 


2.  d a s s i n a 1 1 e n B ü s c h e 1 n 

[j  J der  dem  Punkt  entspre- 
chende -Strahl  .Vg  für  die 

S t r a h 1 c n f o 1 g 0 zf  . ein  g c - 
® (ov)  ® 

w ö h n 1 i c h e r oder  R (i  c k k e h r - 

Strahl  ist,  wenn  er  in  einem 

»1  e r s e 1 b e n ein  gewöhnlicher 

r e s p R ü c k k e h r • S t r a h 1 ist. 

(I)  l.Nach  No.  51  6, c ist  die  'Pan- 
gente  in  den  Strahlbüscheln  j und 

deren  Mittel])nnkte  die  von  den 


dass  auf  allen  Geraden 
[z  j der  der  Tangente  ent- 

sprechende  Punkt  g für  d i t» 
Punktenfolge  ein  ge- 

wöhnlicher oder  Rückkehr- 
Punkt  ist,  wenn  er  auf  e i nei- 
de r s e 1 b c n ein  gewöhnlicher 
resp.  R ü c k k e h r • P u nk  t i s t. 

Nach  No.  50  6,  c ist  der  Punkt 

0^  auf  den  Punktreihen  z und  z , 

o 

deren  Träger  die  von  den  sich  in 
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Curvenpuukten  auf  ver- 

schiedenen Punkto  von  s sind,  ein 

cc  ’ 

Rückkelirstrnhl  für  die  Strablen- 

folge  resp.  Strahl- 

büscbeln , deren  Mittelpunkte  die 

Curvenpunkte  g*^,  g^  sind , aber  ein 
gewöhnlicher  Strahl.  Gleiches  gilt 
für  s . 

t 


2.  Daher  erscheint  der  dem 
y 

Punkt  g**  entsprechende  Strahl 
wenn  er  in  den  Strahlbüscheln  (3), 
deren  Mittelpunkte  mit  keiner  der 

Geraden  (sp  perspectivisch  liegen, 
ein  gewöhnlicher  oder  Kiiekkehv- 
Strahl  ist  für  die  Strahlenfolge  , 

in  den  Strahlbüsch’eln  3 , deren 

Mittelpunkte  die  von  g^  verschiede- 
nen, auf  den  von  verschiodeueu 

Tangenten  (s**  ) befindlichen  Cur- 
venpunkte sind,  ebenfalls  resp.  als 
ein  gewöhnlicher  oder  Rückkehr- 
Strahl, 


in  den  Büscheln  3,  deren  Mittel- 

punkte  die  übrigen  von  g**  verschie- 
denen Punkto  der  von  vcrschio- 

denen  Tangenten  (s  ) sind,  resp. 


als  ein  Rückkehr-  oder  gewöhnli- 
cher Strahl, 


g schneidenden  Tangenten  und 

s verschiedenen  Strahlen  dos  Bü- 
Y 


schels  g^  sind,  ein  Rückkohrpunkt 

für  die  Punktenfolge  3^°*^^  resp. 

auf  den  Geraden  5.  und  s 
. . ß Y 

jedoch  ein  gewöhnlicher  Punkt. 

Gleiches  gilt  von  g^. 


Daher  erscheint  der  der  Tan- 
gente entsprechende  Punkt3  , wenn 

er  auf  den  Geraden  (z),  welche  mit 

keinem  der  auf  s befindlichen  Cur- 
e 

venpunkte  perspectivisch  liegen,  ein 
gewöhnlicher  oder  Rückkehr-Punkt 

ist  für  die  Punktenfolge  3^°**^ 

auf  den  Geraden  z,  welche  mit 
den  von  s verschiedenen,  diese  Ge- 

rade  s in  den  von  g^  verschiedenen 
c 

auf  derselben  befindlichen  Curven- 
punkten  schneidenden  Tangenten 
identisch  sind,  ebenfalls  resp.  als  ein 
gewöhnlicher  oder  Rückkohr-Punkt, 

auf  den  übrigen  Geraden  z, 
welche  die  Tangente  in  einem  der 

t 

auf  ihr  befindlichen  von  g*“  verschie- 
denen Curvenpunkte  schneiden, 
resp.  als  ein  Rückkehr-  oder  ge- 
wöhnlicher Punkt. 


3.  Dies  hier  in  No.  56 d Gesagte  würde  zunächst  nur  gelten,  wenn 

eine  endliche  Gerade  und  g^  ein  endlicher  Punkt  derselben  ist,  da  die 
Untersuchungen  in  No.  50  und  51  sich  nur  auf  endliche  Curvenelcmente 
beziehen;  da  aber  die  hier  in  Betracht  kommenden  Eigenschaften  nach 
No.58t,25  für  solche  Curvenelemente,  die  wir  gewöhnliche  nennen,  nuchgel- 
ten,  wenn  sie  eine  unendlich  entfernte  Lage  hab(Mi,  so  gilt  dasselbe  all- 
gemein. Wir  können  hiernach,  ohne’die  Allgemeinheit  der  Untersuchung 
zu  beschränken,  des  leichteren  Ausdruckes  wegen 
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diejenigen  Straldbiischel  3,  de- 
ren  Mittelpunkte  den  Geraden  (5p 
angehören , 


diejenigen  Geraden  z,  Avelclie 

s in  einem  der  von  verschiede- 

€ 

nen  Cnrvcnpunkto  sclinciden, 


ausscldiessen , da  dieselben  Gesetze,  welche  für  die  übrigen  Punkte  (3) 
resp.  Geraden  (c)  gelten,  auch  auf  diese  Anwendung  linden,  aber  die  an- 
gegebene Afodification  erleiden. 

57.  «)  1.  Sind  der  der  Tangente  5 auf  einer  der  Geraden  (r)  entspre- 


chende Punkt'  3*  und  der  ilir  auf  einer  der  Geraden  [c^]  entsprechende 
3*  = beide  a u f i h r e n Geraden  entweder  gewöhnliche  oder 
beide  R ü c k k e h r - P u n k t e f ü r d i e P u n k t e n f o 1 g e n 3^° resp. 
so  befinden  sich  3 und  stets  in  demselben  der  von  einer  der  Tangenten 
von  und  einer  der  'Jhuigenten  von  gebildeten  Winkel*);  die 

Schnittpunkte  jo  einer  Tangente  von  und  einer  von  mit  bil- 

den  daher  stets  ein  Punktepaar  zweiter  Art  in  Bezug  auf  die  Punkte  3 

und  0 (No.  31,  12),  gehören  also  derselben  von  den  beiden  durch  3 und 

3 begrenzten  Strecken  an;  das  heisst  (No.  10):  der  Punkt  g**  ist  für 

die  P u n k t e n f o 1 g e auf  s und  somit  auch  f ü r d i e Punkten- 

® £ £ 

folge  auf  5^  ein  R ü c k k e h r p n k t (No.  42  b ct^ , 37)  **). 

2.  Ist  der  eine  der  Punkte  3*,  auf  seiner  Geraden  für  die  Punkton- 
folge resp.  3^°*^^  oder  3^°*^^  ein  gewöhnlicher,  der  andere  ein  Rückkehr- 
punkt, so  gehört  stets  der  eine  dem  einen,  der  andere  dem  anderen  der 

durch  eine  Tangente  von  und  eine  von  gebildeten  Winkel  an;  die 
Schnittpunkte  zweier  solcher  ^rangenten  mit  bilden  daher  ein  Punkte- 


*)  Unter  und  sind  liier  die  Tlieile  von  zu  verstehen,  welche 

resp.  den  durch  die  gewählte  Gerade  z nach  No.  51c  bestimmten  t’iirvcnstücken 

und  mit  den  durch  die  gewählte  Gerade  bestimmten  gemeinschaft- 

lieb  sind. 

*•)  Pass  der  Punkt  0^,  je  nachdem  er  für  die  Punktcnfolgc  ein  gewöhn- 
licher oder  ein  Kückkehr-l’unkt,  auch  für  die  Pnnktenfolge  resp.  ein  gewöhn 

Heller  oder  ein  Rückkehr-Punkt  ist,  ist,  wenn  3*^  ein  Rückkehr-Punkt  für  die  Punk- 
tenfolge also  3^=3-^  (No.  10c)  fulgHch  (No.  2),  selbstverständlich; 

wenn  aber  3^  ein  g«*wöhnlicher  Punkt  für  die  Punktcnfolgc  so  lässt  sich  die- 

selbe Schlussfülge,  welche  in  No.  57«  auf  angewandt  ist,  ebenso  für  ilurchfübrcn. 


DIgltized  by  Google 


aus^ozoichneton  Hlenu'nte  ebener  (Mirvon.  Von  Patl  SciiOLZ.  383 


S ^ 

paar  der  ersten  Art  in  Bezug  auf  die  l'unkte  j und  das  lieisst  (No.  lü); 
d e r P u n k t ist  für  d i e P u n k t e n f o 1 g e und  s u tu  i t a u c h f ü r 

die  P u n k t e n f o 1 g o a u f ein  g e \v  o h n 1 i c 1»  c r Punkt  *). 

b')  l.  Aus  No.  bbg  und  50  folgt,  dass  die  Tangente  in  dem  Büschel 
sr  für  die  Strahlenfolgo  ein  Kückkelirstrahl  ist,  wenn 

entweder  sowohl  in  Bezug  auf  ,9^  = r^  als  in  Bezug  auf 

dem  in  einem  der  Büschel  (j)  mit  pcrspectivischen  Strahl,  die 

(yx) 

Punkte  ^ auf  derselben  llalbcbenc  liegen,  als  die  J^unkte 

oder  wenn  sowohl  in  Bezug  auf  eine  der  Geraden  als  in 

Bezug  auf  die  Punkte  auf  der  entgege  ngesotz- 

ton  Ilalbebcnc  liegen,  als  die  Punkte 
Aus  No.  JtOrt  geht  nJimlich  hervor,  dass,  da  5 und  S-  zwei  unmittel- 

bar  aufeinander  folgende  Strahlen  des  Büschelsö**  sind,  alle  Punkte,  welche 

in  Bezug  auf  äv  auf  derselben  Ualbebene  sich  befinden  und  weder  mit  s 
° 6 B 

noch  mit  perspectivisch  liegen,  auch  in  Bezug  auf  ein  und  derselben 

Ualbebene  angehören,  und  dass  je  zwei  weder  mit  noch  mit  perspec- 
tivische  Punkte  , welche  in  Bezug  auf  eine  dieser  Geraden  auf  entgegen- 
gesetzten llalbcbeneu  liegen,  auch  in  Bezug  auf  die  andere  entgegengesetz- 
ten llalbebenen  angeliTircn. 

Da  aber  Punkt  in  einem  der  Büschel  [3^]  entspre- 

chende Strahl  ist,  so  können  wir  mit  Hücksicht  auf  No.  55e, auch  sagen: 

t , 

Die  Tangente  ist  in  dem  Büschel  0 für  die  S tr  ahl  c n f olg  e 

. c i n K ü c k k e h r s t r a li  1 , wenn  sowohl  in  einem  der  Büschel 
(ov) 

(3)  als  in  einem  der  Büschel  [3  J der  dem  P u n k t entspre- 
chende Strahl  für  die  Strahlenfolgo  resp.  ein  ge- 

wöhnlicher Strahl  oder  in  beiden  ein  Jiückkehr strahl  ist. 

2.  Die  Tangente  aberistin  dem  Büschel^*’  für  die  Strah- 
lenfolge sf  . ein  g c w ö h n 1 i c h e r St  ra  h 1 , wenn  die  Punkte 
(ov)  ° ’ 

in  Bezug  auf  ~ derselben  und  in  Bezug  auf  eine  der  Ge- 

raden Tg,  d.  i.  eine  der  Geraden  j^g|>  «uf  der  entgegengesetzten,  oder 


*)  Siehe  vorhergcmle  Aninerknng. 
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in  Bezug  auf  = auf  der  entgegengesetzten  und  in  Bezug  auf  eine 


Gerade  z.  oder  z auf  derselben 
S ö 

llalbebene  sich  befinden,  als  die  Punkte  5^^  also  nach  No.  55 
und  56  aje  des  mal,  wenuder  dem  Punkte**  entsprechende  Strahl 

✓ <5 

resp.  für  die  Strahlen  folge  oder 

in  einem  der  Büschel  (j)  ein  gewöhnlicher  und  in  einem 

der  Büschel  [j^j  ein  Rückkohr-Strahl;  oder 

in  einem  der  Büschel  ein  gewöhnlicher  und  in  einem 
der  Büschel  (j)  ein  Rückkehr-Strahl  ist. 

c)  Mit  nilfe  von  No.  50 ö folgern  wir  weiter  aus  No.  57  6: 

1.  Die  Tango  Ute  s kann  im  Büschel  g**  für  die  Strahlen- 
° e 

folge  nur  dann  ein  gewöhnlicher  Strahl  sein, 

wenn  auf  fdr  die  Punktenfolge  ein  gewöhnlicher  und  auf 
einer  der  Geraden  [z^]  für  die  Punktonfolge  ein  Rückkehr-Punkt  ist, 

oder  wenn  auf  ein  Rückkehr  - und  auf  einer  der  Geraden  [z^]  ein  ge- 
wöhnlicher Punkt  ist, 

das  heisst,  nach  No.  57«*,  jedesmal,  wenn  der  der  Tangente 


c 

auf  einer  der  Geraden  (z)  entsprechende  Puuktg  fürdiePunk- 

tenfolge  ein  gewöhnlicher  Punkt  ist. 

2.  Die  Tangente  kann  im  Büschel  für  die  Strahlen- 

folge  s,  . nur  dann  ein  Rückkohrstrahl  sein, 

° (ov)  ’ 

wenn  auf  s für  die  Punktenfolgo  und  auf  einer  der  Geraden 

o S 

[z^]  für  die  Punktenfolgo  ein  gewöhnlicher  Punkt  ist,  oder 

wenn  g auf  und  einer  der  Geraden  [z^]  ein  Rückkehrpunkt  ist, 
das  heisst  nach  No.  57«',  jedesmal,  wenn  der  der  Tangente 

auf  einer  derGoraden(z)  entsprechende  Punkt  j*  fürdiePunk- 
tenfolge  ein  Rückkehrpunkt  ist. 

d)  Zufolge  No.  6,  28,  37  6,  45  d muss  jedesmal,  wenn  der  dem  Punkt 
in  einem  der  Büschel  (3)  entsprechende  Strahl  für  die  Strahlcnfolge 

*(ov)  gewöhnlicher  Strahl  ist,  der  Punkt  auf  in  der  Lage  von 
aus  sich  in  demselben  Richtungssiune  I*  weiter  bewegen,  mit  welchem 
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er  auf  5^  in  der  vorheigchouden ’l^ago  nach  H>  gelangt  war;  jedesmal 


aber,  wenn  der  Strahl  z.  für  die  Strahlenfolge 


ein  Kückkehrstrahl 


....  j,., 

ist,  muss  den  Richtungssinn  auf  s in  der  I.ago  ändern  in  den  ent- 
_ ® 9 ^ t 

gegengesetzten  P. 

y 

Daraus  folgt , dass  d e r P u n k t a u f f ü r die  P u n k t e n f o 1 g e 

jedesmal  ein  gewöhnlicher  oder  H ü c k k e h r - P u n k t ist, 

wenn  der  dem  Punkt  entsprechende  Strahl  in  einem  der 

Büschel  (j)  für  die  S t r a h 1 en  f o 1 g e resp.  ein  gewöhnlicher 

oder  Rückkehr-Strahl  ist. 

% 

58.  a)  Wir  stellen  hier  die  in  No.  57  gefundenen  Satze  zusammen; 
diese  sind ; 


y 

1.  Sind  die  dem  Punkt 
in  einem  der  Büschel  (3)  und 

einem  der  Büschel  ent- 

sprechenden Strahlen  resp.- 
r^,5j  für  die  Strahleufolgen 

resp.  und  beide  ge- 

wöhnliche oder  beide  Rück- 
kehr-Strahlen, soist^  im  Bü- 

’ f 

y 

schel  g**  für  die  Strahlcn- 


folg  e 


ein  Rückkehr- 


(ov) 

strahl,  und  umgekehrt. 

Ist  eines  derElemente  z^, 

z*  = Sg  ein  gewöhnlicher,  das 

andere  ein  Rückkehr  - Strahl 
für  die  Strahlenfolge  resp. 

z,  .oder  2^  seist«  fürdie 
(ov)  (ov)  « 

Strahlenfolge  u*u  ge- 

wöhnlicher Strahl,  und  um- 
gekehrt. 

2.  Jedesmal,  wenn  s im 
* £ 

Büschel  für  die  Strahlen- 


S i n d die  der  Tangente 

auf  einer  der  Geraden  (z)  und 
einer  der  Geraden  [2^]  ent- 
sprechenden Elemente  resp. 
3*  und  3^  fürdie  Punkten  folge 
resp.  3^°*^^  und  3^°*^^  beide  ge- 
wöhnliche oder  beide  Rück- 

y 

kehr-  Pu  nkte,8oistg^  auf  der 
Tangente«^  für  diePunkten- 

folge  ein  Rückkehr- 

punkt,  und  umgekehrt. 

£ 

Ist  eines  der  Elemente  3 
u n d 3^  = ein  gewöhnlicher, 

das  andere  ein  Rückkehr- 

Punkt  für  die  Punkten  folge 

(ov)  j (ov)  • oS 
resp.  3 oder  3^  , so  ist  g 

für  die  Punktonfolge  0 i n 

g e w ö h n 1 i c h 0 r P u n k t , und  um- 
gekehrt. 

y 

Jedesmal,  wenn  5 auf  der 
Tangente«^  fürdie  Punkten- 
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folere  s)  ^ ein  gewöhnlicher 
° (ov)  ° 

oder  Rückkehr-Strahl  ist,  ist 
(1  e r d 0 r T a u g e n t c auf  einer 

der  Geraden  {z)  entspre- 
chende Punkt  3^  resp.  ein  ge- 
wöhnlicher oder  Rückkehr- 
Punkt  für  die  Punktcnfolge 

und  umgekehrt. 


folge  ein  gewöhnlicher 

oder  Rückke  hr- Punkt  ißt,  ief 

der  dem  Punkt  g in  einem  der 
Büschel  (3)  entsprechende 
Strahl  resp.  ein  gewöhnli- 
cher oder  R ü c k k c h r - S t r a h 1 

fürdieStrah  len  folget,  und 

® (ov) 

umgekehrt. 

b)  Diese  Sätze  im  Verein  mit  No.  56c  zeigen  die  Abhängigkeit  der 

Bewegungssinne  der  den  laufenden  Curvenelementen  und  s iu  den 

* P 

Strahlbüscbeln  (3),  (3*'],  resp.  den  Punktreihen  (:),  [2^],  entsprechen- 
den Elemente  von  einander;  sic  lassen  erkennen,  dass,  sobald  wir  den  Be- 
wegungssinn des  den  laufenden  Curvenelementen  und  .v^  iu  einer  gleich- 
zeitigen Lage  in  irgend  zwei  ungleichartigen  der  erwähnten  Gebilde  kennen, 
dadurch  der  Bewegungssinn  des  in  jedem  der  anderen  Gebilde  entsprechen- 
den Elementes  und  somit  auch  der  Charakter  der  Curveneleinente,  welche 

gerade  von  6^  und  gedeckt  werden,  in  der  Uinsicht  bestimmt  ist,  ob 
und  beim  Uebergang  in  die  nächstfolgende  Lage  ihren  Bewegungssinn 
ändern  müssen  oder  nicht. 

c)  Wir  stellen  darnach  folgende  Definitionen  auf:*) 

Lassen  wir  die  Elemente  und  s das  Curvenstück 

stetig  im  Sinne  2,  durchlaufen,  und  ist  die  Lage  der  Theile 
o ' ^ b gegen  Oman  de  reinedorartigc, 


*)  Haben  und  den  Tlicil  von  im  Sinne  2 durchlaufen,  ro 

dass  die  Lago  die  von  hat,  so  beginnt  nach  No.  46  die  Beschreibung 

des  Theiles  mit  einer  Bewegung  von  für  welche  als  Drohungscentruni 

gegeben  ist,  und  darauf  erst  kann  eine  Bewegung  von  von  der  Lage  ans 
erfolgen.  Ausserdem  ist  nun  ein  zweiter  Fall  möglich  und  ebenso  berechtigt,  dem- 
zufolge wir  das  Curvenstück  uns  so  in  zwei  Theile  zerlegt  denken,  dass 

der  durch  den  Bewegungssinn  von  und  bestimmte  erste  Theil  mit  einer  Bo- 

weg^ing  von  schliesst,  also  der  zweite  mit  einer  Bewegung  von  beginnen 
muss,  für  welche  die  Bahn,  nämlich  die  zuletzt  erlangte  Lage  der  Geraden 
gegeben  ist. 

Wir  haben  willkürlich  für  die  Durchführung  den  ersten  Fall  gewählt;  der 
andere  führt  zu  demselben  Resultat,  d.  i.  zu  denselben  Formen  für  das  Curven- 
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1.  dass  der  dem  Punkt 

y 

in  der  Lage  g in  einem  der 
Büschel  (3)  entsprechende 
Strahl  ein  gewöhnlicher, 

der  in  einem  der  Büschel  (j^j 

entsprechende  ein 

Rückkehr-Strahl  ist  res p.  für 
die  Strahlenfolge  pder 

ji 

\ov)’ 

so  isty  im  B üschel  f ür 

£ 

y 

die  Strahlenfolges^^^^  ein  ge- 
wöhnlicher Strahl,  und  wir 
y 

nennen  ä einen  gewöhnlichen 
Cnrvenpnnkt; 


dass  der  der  Tangente 

® e 

in  der  Lage  s auf  einer  der 
Punktreihon  (2)  entspre- 
chende Punkt  3*  ein  gewöhn- 
licher, der  auf  einer  der  Ge- 

radeu  [cj  entsprechende 

y 

= ein  Rückkehr-Punkt  ist 

resp.  für  die  Punktenfolge 

(ov)  , (ov) 

5'^  ''oder  ^ 

y 

soistö  auf  derGeraden^ 


(ov) 


für  die  Puuktenfolge  ''  ein 

gewöhnlicher  Punkt,  und  wir 
nennen  eine  gewöhnliche  Tan- 
gente; 


stück  denn  wir  erhalten  den  einen  stets  aus  dem  anderen,  wenn  wir  den 

Bewegungssinn  £ für  die  Elemente  und  in  den  entgegengesetzten  £ um- 
kehren; diese  Umkehrung  des  Bewegnngssinnes  ist  aber  unabhängig  von  der  Ge- 
staltung des  Curvenstückes,  also  ohne  Einfluss  auf  dieselbe.  Denken  wir  uns  näm- 
lich das  Curvcnstück  so  iu  zwei  Theile  getheilt,  dass  der  erste  im  Sinne  £, 

die  Tangenten  ...  und  die  Punkte  \ 8*^,  der 

zweite,  also  die  Tangenten  s^,  s^,  und  die  Punkte 

...  ä*,  umfasst,  so  erhalten  wir  für  die  möglichen  Formen  von  folgende, 

den  in  No.  58c  angegebenen  ganz  analoge  Definitionen,  in  denen  die  Symbole  (3) 

[3®],  (z),  [z^J  die  in  No.  64A  bestimmte  Bedeutung  haben; 


Lassen  wir  die  Elemente  2^  und  das  Curvenstück  stetig  im  S 

£ durchlaufen  und  ist  die  Lagp  der  Theile  gegen  einander 

derartige, 

dass  der  dem  Punkt  2^  in  der  Lage 
in  einem  der  Büschel  (3)  entspre- 


inne 

eine 


chende  Strahl  z^  ein  gewöhnlicher,  der 

in  einem  der  Büschel  [3^]  entsprechende 

ein  Rückkehr-Strahl  ist  resp.  für  die 
V 

Strahlcnfolgo  z^^^^  oder 

so  ist  8^  im  Büschel  2^  für  die 
Z«itsclirirt  1'.  Mtlheiiialik  u.  Ph>Hik  XIII,  &. 


dass  der  der  Tangente  in  der 
Lage  .Vj  auf  einer  der  Ponktreihen  (2) 

entsprechende  Paukt  3^  ein  gewöhnlicher, 
der  auf  einer  der  Geraden  (z^)  entspre- 
chende 3^  ein  Rückkehr-Punkt  ist  resp. 
für  die  Punktenfolge  3^**°^  oder 

so  ist  2^  anf  der  Geraden  für  die 

27 
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2.  d a s 9 SO  w o h 1 d e r S tr  a h 1 
in  einem  derBiischel  (c)  als 

der  Strahl  in  einem  der 

Büschel  ein  gewöhnlicher 

Strahl  ist  für  die  Strahlen- 

folge  resp.  oder 

dass  der  Punkt  auf 

einer  der  Geraden  (:)  ein 

Rückkehr-,  der  Punkt  = 

auf  einer  der  Geraden  [c^]  e i n 

gewöhnlicher  Punkt  ist  für 

die  Punktenfolge  resp. 

j (0  v) 

oderj^  » 

y 

seist  s im  Büschel  für 

e 

y 

die  Strahlenfolge  ein 

Rückkehrstrahl,  und  wir 

nennen  einen  einfachen 

Wendepunkt; 

‘ y 

so  ist  g auf  der  Geraden 

für  die  Punktenfolge 

ein  gew'öhnlicher  Punkt  und 
wir  nennen  s eine  einfache 

f 

Wendetangente; 

3.  dass  der  Strahl  in 

einem  derBüschel(^)  ein  Rück- 
kehr-, der  Strahl  z ^ in 

einem  der  Büschel  ein  ge- 

wöhnlicher S t r a h 1 i s t für  die 
Strahlenf  olge  resp.  oder 

6 

>v)’ 

dass  sowohl  der  Punkt  g* 
auf  einer  d er  Geraden  (r)  als 

auch  der  Punkt  gj  =g^au feiner 
der  Geraden  ein  ge  wohn- 

lich erPunktist  für  diePunk- 
tenfolge  resp.  oder 

Strahlenfolgo  e»”  gewöhnlicher 

Strahl,  3*^  ein  gewöhnlicher  Cur- 
venpunkt; 

• 

dass  sowohl  z in  einem  der  HU- 
schel  (j)  als  in  einem  der  Bü- 

schel (j*^l  ein  gewöhnlicher  Strahl  ist 
für  die  Strablenfolgc  resp.  oder 

’(vo)  ’ 

y 

80  ist  Äj  iin  Büschel  3®  für  die 
y 

Strahlenfolge  o*”  Kückkehrstrahl, 

y 

3^  ein  einfacher  Wendepunkt; 

Punkteiifolge  oin  gewöhnlicher 

Punkt,  eine  gewöhnliche  Tan- 

gente; 

y 

dass  auf  einer  der  Geraden  (z) 

ein  Rückkehr-,  j^=:3^  auf  einer  der 
Geraden  |z^J  ein  gewöhnlicher  Punkt 
ist  für  die  Punktenfolge  resp.  oder 

,(*o) 

«c  ’ 

so  ist  3^  auf  der  Geraden  für 

die  Punkteiifolge  oüi  gewöhnlicher 

Punkt,  Äj  eine  einfache  Wende- 
tangente; 
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80  ist  im  Büschel  für 

dieStrahloufolges^^^jeingo- 

w ö h n 1 i c li  e r Strahl,  ii  n d wir 

nennen  einen  einfachen  Rück- 
kehrpnnkt; 

4.  dass  so  wohl  der  Strahl 
ineinemdorBüschel  (j),  a 1 s 

auchderStrahl2^  = 5^ineinem 

derBüschellj  jeinRückkehr- 
strahl  ist  für  die  Strahlen- 

folge  resp.  oderi'^^j, 


dass  in  einem  der  Büschel  (j) 

ein  Rückkehr-,  z^—s^  in  einem  der 
V 6 

Büschel  ein  gewöhnlicher  Strahl  ist 

für  die  Strahlenfolge  resp.  z,_^  oder 


>0) 


,0 

>o)’ 


• • t 

so  ist  im  Büschel  für  die 

Strahlenfolge  ein  gewöhnlicher 

Strahl,  ein  einfacher  R ü ckk ehr- 
pnnkt; 

dass  sowohl  z^  in  einem  der  Bü- 
V 

schel  (j)  als  auch  =Si.  in  einem  der 

Büschel  [j*^]  ein  Rückkehrstrnhl  ist  für 
die  Strahlenfolge  resp.  z^^r^  oder 

so  ist  ini  Büschel  für  die  Strah- 
lenfolge ein  Rückkehrstrahl , 

ein  Rückkehr-Wendepunkt. 


soistg  a u f d G r G 6 r a d 6 n s 
für  die  Punktenfolge  ein 

o 

Rückkohrp Unkt,  und  wirnen- 
n e n eine  einfache  Rückkehrtan- 
gente ; 

dass  sowohl  der  Punkt 
auf  einer  der  Geraden  (:),  als 

auch  der  Punkt  ^*=ig^auf  einer 
der  Geraden  [zl  ein  Rück- 
kchrpunkt  ist  für  die  Punk- 
tcnfolge  resp.  oder 

dass  3^  auf  einer  der  Geraden  (z) 
sowohl,  als  auch  — auf  einer  der 
Geraden  [:^J  ein  gewöhnlicher  Punkt  ist 

für  die  Punktenfolge  resp.  oder 

(»0) 

®o  » 

so  ist  auf  der  Geraden  für 
die  Punktenfolge  ein  Rückkehr- 

punkt, eine  einfache  Rückkehr 
tangente; 

dass  sowohl  3^  auf  einer  der  Ge- 
raden (2)  als  auch  3^  = g^  auf  einer  der 
Geraden  [z^]  ein  Rückkehrpunkt  ist  für 

die  Punktenfolgc  resp.  3^*^^^  oder 

so  ist  auf  der  Geraden  für 

die  Pimktenfolgo  oin  Rückkehr- 


punkt, eine  Rückkehr-Wende 
tangente. 

Diese  Detinitionen  bestimmen  ganz  dieselbe  Gestaltung  von  in  den 

einzelnen  Fällen  als  die  in  No.  58  c,  da  es  beispiclweis  gleich  ist  (No.  16c),  ob 

für  oder  z^  für  ein  gewöhnlicher,  ein  Rückkehr -Strahl,  ob  für 

im  Sinne  2^  oder  für  im  Sinne  2?  eine  Wendetangente  ist. 
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8 0 ist  iin  Büschel  » 

y 

für  die  Strahlenfolge  “ 

Rückkehrstrahl,  und  wir  nen- 

heil  ö**  einen  Wende  - Rückkehr - 
pnnkt. 


y 

so  istg  auf’derGeraden.v 

für  die  Pu  nktonfolge  ein 

11  ü c k k e h r p u n k t , und  w i r n e n - 

non  5 i 
£ 

gente.*) 


non  eine  Wende -Rtickkehrtan- 


Von  den  in  gleicher  Höhe  stehenden  Sätzen  ist  der  eine  die  Folge  des 
anderen. 

Andere  als  diese  vier  Möglichkeiten  für  die  Beschaffenheit  der  den 

Elementen  und  s in  irgend  einer  Lago  in  den  Strahlbüscheln  und«Punkt- 

Q 

reihen  der  Ebene  entsprechenden  Strahlen  resp.  Punkte  sind  nicht 
vorhanden. 

d)  Noch  haben  wir  bis  jetzt  die  Strahlbüschel,  deren  Mittelpunkte  die 

t t c 

von  verschiedenen  auf  gelegenen  Curvenpunkte  sind,  und  die  Ge» 

y 

raden  der  Ebene,  welphe  mit  den  durch  gehenden  von  verschiedenen 

t . . . 

Tangenten  s identisch  sind,  nicht  berücksichtigt. 

O 0 ' V 

1.  Erstere  gehören  in  die  Klasse  der  Strahlbüschel  [j^j ; für  sie  sind 
aber  und  s oder,  wenn  s,  mit  s zusanimeufällt,  auch  s und  s = s.  auf- 

einanderfolgende  Strahlen  ihrer  Büschel,  und  zwar  zufolge  der  Voraus- 
setzungen in  No.  54a,  nach  No.  51c  oder  58c^  in  demselben  Sinne  aufeinan- 
derfolgende, in  welchem  die  den  Punkten  von  resp.  im  Sinne 

entsprechenden  Strahlen  aufeinanderfolgen.  Daher  ist  in  diesen  Bü- 
scheln (=  ausser  der  dem  Punkt  ^^entsprechende  Strahl 

s.fürdie  Strahlenfolge  .ein  Rückkehr - oder  gewöhnlicher 
S ° (op) 

Strahl,  wenn  er  in  allen  übrigen  Büscheln  resp.  ein  ge- 
wöhnlicher oder  Rückkehr-Strahl  ist  (No.  56 58c*). 

2.  Die  von  s.  verschiedenen  Geraden  sind  Gerade  der  Art  ft  1 , in 

S ^ 

denen  e^und  oder,  wenn  und  8^  zusammenfallen,  auch  und  8^ 

aufeinanderfolgende  Punkte  ihrer  Geraden  sind,  und  zwar  in  demselben 

Sinn  aufeinanderfolgende,  in  welchem  die  den  Tangenten  von  resp. 

iiu  Sinne  entsprechenden  Punkte  aufeinanderfolgen.  Daher  ist 

y 

auf  diesen  Geraden  c f—  .9**  ausser  sj  der  der  T a n g e n t e .v  c n t - 

O V 0 o £ 
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s |)  r e c h c n (1  e P u n k t f ü r d i c P u n k t c n f o 1 g c 3 c i « K ü c k k e h r - 

oder  gewöhnlicher  Punkt,  wenn  er  auf  allen  übrigen  Ge- 
raden [r^]  resp.  ein  gewöhnlicher  oder  Ilückkehr-Punkt  ist 

(No.  56db  58c^). 

► 

3.  Da  das  Verhalten  des  dem  Punkt  resp.  der  Tangente  ent- 
sprechenden Elementes  in  der  mit  perspectivischen  Elemontenfolge 

in  diesen  Gebilden  in  dieser  einfachen  Weise  durch  das  Verhalten  in 

den  übrigen  Gebilden  [5**]  oder  [c^j  bestimmt  und  erkennbar  ist,  so  mögen 

dieselben  nach  wie  vor  von  der  Bezeichnung  [3*^],  [zj  ausgeschlossen  bleiben 
(No.  54  ö,  56 d’). 


13.  Einfluss  der  aiisgezeichiicten  Elemente  auf  die  relatlTe  Lage  und 
Anordnung  der  übrigen  Elemente  des  CiirTenstrickcs,  d.  i,  auf 

die  Gestalt  desselben. 


59.  Im  Folgenden  wollen  wdr  aus  diesen  Definitionen  und  EHgen 
schäften  das  diesen  in  den  einzelnen  Fallen  entsprechende  Bild  des  Cur- 

venstückes  ^ ableiten.  Wir  haben  da  gemäss  der  schon  früher  er- 
kannten ausgezeichneten  Eigenscliaftcn  der  unendlich  entfernten  Punkto 
und  der  unendlich  entfernten  Geraden  (No.  44)  folgende  drei  h'älle  zu 
unterscheiden: 

t . . 

I.  s ist  eine  endliche  Gerade  und  g®  ein  endlicher  Punkt  derselben,* 

£ 

II.  ist  eine  endliche  Gerade  und  g ihr  unendlich  entfernter  Punkt, 

...  t , 

III.  ist  die  unendlich  entfernte  Gerade  , also  auch  g®  ein  unendlich 

entfernter  Punkt. 


«)  In  dem  ersten  dieser  Fälle  sind  die  sämmtlicliQn  Punkte  und  Tan- 
genten von  endliche  Punkte  und  Gerade;  in  Bezug  auf  jede  der 
Geraden  (2)  liegen  die  Punkte  iS  ^ 'auf  derselben  Ilal  bebe  ne 


m 


it  den  Punkten  S 


(y$) 


1.  Es  werden  daher  nach  No.  55c  in  jedem  der  Büschel  (j),  [g  ] die 

Punkto  von  demselben  Halbstrahl  des  die  Strahlojifolge  resp.  r.  . 

^ (0 

^ (€t  t) 

oder  cf  ^ dnrclilaufcnden  Strahles  getroffen , als  die  Punkte  5'^ 

(ov) 

t * 

2.  Es  liegen  mithin  jedesmal  wenn  der  dem  Punkt  g**  in  einem  der 
Büschel  (3),  entsprechende  Strahl  od«*r  ein  gewöhnlicher  oder 
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Kückkehr-Strahl  ist,  die  Punkte  5^^  rosp.  auf  der  entgegengesetzten  oder 
derselben  Halbebene  in  Bezug  auf  den  Strahl  z oder  ^ • 

9 9 ^ 

3.  Jedesmal  wenn  der  derTangente  auf  einer  derGe- 

radeu  (:)  entsprechende  Punkt  g*  ein  ge  wohnlich  eroderRiick* 
kehr-Punkt,  musss  in  der  Lage.?, den  Drehsinn  ^resp.  heibe- 

halten  oder  in  den  entgegen  ge  petzten  ändern. 

4.  Jedesmal  wenn  g ^ auf  5 in  der  Lage  den  R i c h t u n " s - 

Q o o 

sinn  an d e r t,- fällt  der  Ilalhstrahl  in  Bezug  auf  die  zweite  der  in 

S (No.  16c)  zusammenfallenden  Lagen  von  auf  den  Halbstrahl 
in  Bezug  auf  die  erste  dieser  Lagen;  jedem  Punkt  dieses  Halb- 
st i a h 1 e s k e h r e n daher  s o w o h 1 a 1 s ^ die  convexe  Seite 

z u (No.  52  rf’) , j e d 0 m Punkt  dos  anderen  1 1 a 1 b s t r a h 1 s beide  die 

concave  Seite.  Wenn  auf  in  der  Lage  den  Richtungs- 
sinn nicht  ändert,  kehrt  jedem  Punkt  des  Halbstrahls 

die  convexe,  d ie  c onca vo , jedem  Punkt  des  Ilalb- 

strahlsö^^^  ^ die  concave  und  die  convexe  Seite  zu. 

0)  1.  Im  zweiten  Falle  werden  stets  die  Punkte  von. dem  im 

Büschel  die  Strahlenfolge  .durchlaufenden  Strahl  mit  dem- 

« {ovj 

selben  Halbstrahl  getroffen  als  die  Punkte  da  der  andere  Ilalhstrahl 

gleich  Null  ist  (No.  25) 

2.  Jedesmal  also  wenn  für  die  Strahlenfolge  ein  gewöhnlicher 

oder  Rückkehr*Strahl,  d.  i.  (No.  58«*)  wenn  auf  einer  der  Geraden  (z)  für 

die  Punkteufolge  ^ ein  gewöhnlicher  oder  Rückkehr-Punkt  ist,  liegen  die 

Punkte  6 ^ ^ und  6’^  resp.  auf  verschiedener  oder  derselben  Halbebene 
in  Bezug  auf  und 

3.  Gemäss  No.  55//  liegen  daher  in  Bezug  auf  jede  der  Geraden 

oder  [z^]  die  Punkte  und  auf  derselben  Ualbebcne,  so  dass,  je 

nachdem  z^  für  die  Strahlenfolge  hi  den  Büscheln  (j)  ein  gewöhnlicher 

oder  Rückkehr- Strahl  ist,  die  Punkte  von  dem  anderen  oder  dem- 
selben Halb.strahl  (No.  56«)  dos  die  entsprechende  Strahlenfolge  durchlau- 
fenden Strahles  getroffen  worden,  als  die  Punkte  und  nach  No.  55  J,  e 

in  Bezug  auf  jede  der  Geraden  (z)  die  Punkte  resp.  auf  der  ent- 

gegengesetzten oder  derselben  Halbebene  liegen,  als  die  Punkte 
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4.  Wenn  iu  dem  uneudlich  entternten  Punkt  von  5^,  angelangt,  so 
gehören  alle  endliclien  Punkte  von  dein  Ilalbstrahl  ^ an  (No.  15,  4ftc); 

sobald  aber  auf  dem  Strahl  in  die  auf  folgende  Lage  übergeht  in 
demselben  oder  dem  entgegengesetzten  Richtungssinne,  so  gehören  alle 
Punkte  von  dem  Halbstrahl  ^ an ; d a h e r k e h r e n a 1 1 e n P u n k l e u 

[;*^|  nach  No.  52rf*®^  stets  beide  Thoile  von  \ sowohl  5^ 
welcher  die  ini  Sinne  Z der  vorhergehenden  Lagen  von  als  S 
welcher  die  im  Sinne  Z auf  folgenden  Lagen  von  enthält,  die  con- 
vexe Seite  zu. 

c)  1.  Im  dritten  Falle  muss  nach  No.  44«  jedesmal  wenn  der 

Punkt  g^auf  ^jldr  die  Punkteufolge  ®i^'  gewöhnlicher 

« • 

oder  Rückkehr-Punkt,  das  heisst,  jedesmal  wenn  der  Strahl  " ^ einem 
der  Büschel  (5)  für  die  Strahlenfolge  gewöhnlicher  oder  j^ückkehr- 

Strahl  (No.  bl d)  ist,  in  der  Lage  den  Drehsinn  J resp.  bei- 

behalton  .oder  in  den  entgegengesetzten  J ändern  und  um- 
gekehrt.*) 

2.  Jedesmal  wenn  die  Punkto  in  Bezug  auf  eine  der  Geraden 

(z)  auf  derselben  oder  der  entgegengesetzten  Ualbebenc  liegen,  als  die 

Punkte  liegen  die  Punkte  und  in  Bezug  auf  die  unendlich 


*)  Die  Frage,  ob  auf  in  der  Lage  s ^ den  Richtungssinn  beibehält  oder 

ändert,  scheint  bei  Untersuchnng  einer  Form  von  in  welcher  s ~g  , mit 

der  Frage  zusaramenzufallen,  ob  seinen  Drehsinn  in  der  Lago  beibohält  oder 

ändert.  Wollen  wir  jedoch  die  Verschiedenheit  der  Formen,  welche  den  Beding- 
nngen  in  No.  58c’,*  (No.  fOß’,  A*),  sowie  der  Formen,  welche  No.  58c*,*  (No.  GOr’jrf*) 

entsprechen,  auf  die  Bewegung  von  zurückführen,  und  was  in  den  Fällen  I 
und  II  (No.  50)  evident  und  bewiesen  ist  (No.  50c,  60)  auch  für*  den  Fall  III  an- 
nehmen (No.  25//,  nämlich 

dass  die  Punkte  nnd  sich  auf  derselben  Halbebene  in  Bezug  auf 

oder  .v^  befinden  müssen,  wenn  auf  der  Geraden  in  der  Lage  und  .1^ 
y 

im  Büschel  8**  ihren  Bewegungssinn  entweder  beide  beibehalten  oder  beide  än- 
dern, .und 

dass  die  Punkte  und  sich  auf  entgegengesetzten  Halbebenen  in 

Bezug  auf  oder  s befinder«,  also  die  Gerade  überschreitet,  wenn  von  den 

Elementen  auf  de*r  Geraden  s beim  Durchgang  durch  die  Lage  Sy  und  s im 

Q o w 

Büschel  g*  eines  den  Bewegungssinn  beibehält,  das  andere  aber  ändert. 


394  Die  projectivischen  Eigenschaften  der  gewöhnlichen  und 


entfernte  Gerade  resp.  auf  derselben  oder  auf  entgegengesetzten  Seiten 

(das  heisst:  überschreitet  in  der  auf  folgenden  Lage  die  Gerade 

3.  Da  stets  der  dem  Punkt  in  einem  der  Büschel  (5)  entsprechende 

Strahl  in  der  Lasre  z.  den  Drehsinn  beibehält  oder  ändert,  le  nachdem  s 

S Q 

seinen  Drehsinn  J in  der  Lage  s beibehält  oder  ändert,  so  müssen 
irgend  einem  der  Punkte  (3),  3^  entweder  beideTheile  und 

die  concave  oder  beide  die  convexeScitezu kehren.  Durch 
den  Punkt  3^  geht  entweder  keine  der  Tangenten  von  S ^ , dann  liegt  3^ 
indem  Gebiet  0°  , . , , denn  das  Gebiet  _ ist  Null  (No.  52r*);  oder 

(o|g)  (0— g) 

durch  3^  gehen  zwei  der  Tangenten  von  dann  gehört  3^  auf  der 

oder  zunächst  liegenden  dem  Ilalbstrahl  ^ an  (No.  50  c®, 

54«);  oder  durch  3^  geht  nur  einer  der  Tangenten  von  5'  ^ , dann  gehört  3* 
dem  Halbstrahl  derselben  an,  weil  der  ganze  Halbstrahl  in- 
nerhalb des  Gebietes  (No.  b2b')  liegt;  also  gehört  der  beliebige  Punkt 

3^  entweder  in  Bezug  auf  alle  Tangenten  von  oder  wenigstens  in  Be- 
zug auf  die  von  s bis  5 der  Halbebene  = an.  (Gleiches 

gilt  bezüglich  des  Curvenstückes  5 und  jeden  beliebiges  Punktes  3). 

Daher  kehren  beide  T h e i 1 e und  5^^*^  j e d e m der  P u n k t e (5) 
ihre  concave  Seite  zu. 

4.  Jede  Bestimmung,  dass  einer  der  beiden  Theile  einem 

der  Punkto  (3)  oder  (3*^)  die  concave  oder  convexe  Seite  zukehre,  kann 

sich  nur  auf  endliche  Punkte  (3)  oder  [3^]  beziehen  und  hat  nur  für  solche 
Bedeutung,  da  die  unendlich  entfernten  Punkte  sowohl  der  Halbebene 

e)  Lage  von  angehören  (vgl.  No.  45/", 

52  c^*). 

d)  Der  in  No.  ."lOc^  bewiesene  Satz  ist  nur  ein  specieller  Fall  von  fol- 
gendem allgemeineren:  Jedem  Punkt  3,  welcher  mit  den  Punkten 

^ in  Bezug  auf  auf  derselben  II a 1 b c b e n c liegt,  kehrt  das 


so  würde  daraus  folgen , dass  .auf  s beim  Durchgang  durch  die  Lage 
seinen  Kichtungssinn 

beibchält,  wenn  s^—g^  eine  gcwölinliche,  oder  ft^=:g^  eine  einfache 


Rückkehrtange|^  ist,  und 
ändert,  wenn  eini 

’ gentc  ist  (vgl.  No,  58c  und  60). 


ändert,  wenn  eine  einfache  Wende-  oder  Wende-Rückkehrtan- 

t ' CO 
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CurveiiHtück  die  concave  Seite  zu.  Nach  No.  52rd  gehören 

nämlich,  wenn  eine  endliche  Gerade,  alle  Punkte  g,  welche  mit  den 

Paukten  5^°^^  auf  derselben  Halbebene  in  Bezug  auf  liegen,  der  Halb- 
ebene an,  welche  nach  No.  52  6,  c,d  die  Gebiete  ®(o— 

enthält.  Der  angegebene  Satz  ist  mithin  die  Folge  von  No.52c’,<P,  e.  Ebenso 

(tv) 

folgt  daraus,  dass  jedem  Punkt  3,  w' eich  er  mit  den  Punkten  ' 
in  Bezug  auf  s auf  derselben  Halbobene  liegt,  das  Curven- 

stück  seine  concave  Seite  zukehrt,  denn  alle  diese  Punkto  5 

gehören  der  Halbebeno  (bezogen  auf  den  dem  Sinne  Z!  in 

entsprechenden  Richtungssinu  von  und  Drehsinn  von  s ) an,  welche  die 

Gebiete  ^i^thält.  Die  Sätze  in  No.  52  lassen  sich  leicht 

so  weit  ausdehnen,  dass  sic  auch  für  den  Fall  anwendbar  sind. 

(No.  25). 

In  gleicher  Weise  ergieht  sich  aus  No.  52,  dass  jedem  der  Punkte 
(3),  welcher  in  Bezug  auf  auf  derontgegengeseten  Halb- 
ebene sich  befindet  als  die  Punkte  oder  das  Curven- 

stück  ^ resp.  seine  cohve.xe  Seite  zukehrt.  Daraus  folgt : 

Wenn  die  beiden  T h e i l e u n d von  sich  auf  der- 

selben Ilalbebcne  inBezug  auf  befinden,  dannkehren  jedem 

der  Punkte  (5)  entweder  beide  T heile 


und  ihre  con 


cave  oder  beide  ihre  convexe  Seite  zu;  wenn  die  Punkto  N 


.(oD 


und  S 


auf  entgegengesetzten  Halbenen  in  Bezug  auf  5^  lie- 


gen, so  kehrt  jedem  der  Punkte  (3)  einer  der  beiden  Theile 

S^** die  concave,  der  andere  die  convexe  Seite  zu. 

y 

60.  a)  Wenn  3 ein  gewöhnlicher  Curvenpunkt,  also  eine 
gewöhnliche  Tangente  ist,  so  liegen  in  der  Tangente  .9^  zwei  Curven- 

punkte,  welche  nicht  zusammenfallen,  sondern  von  einander  verschieden 
sind,  da  in  jedem  der  Büschel  (3)  für  die  Strahlenfolge  ein  gewöhn- 

lieber  Strahl ; ebenso  sind,  da  3 auf  jeder  der  Geraden  (z)  ein  gewöhnlicher 
Punkt  für  die  Punktenfolge  3 , die  beiden  sich  in  3^  schneidenden  auf- 
einanderfolgenden Tangenten  von  von  einander  verschieden.  Also 

giebt  es  nur  eine  von  verschiedene  Tangenla  s'  nämlich  .v^,  und  nur 

3^  verschiedenen  Curvenpunkt  auf  jeder  der  Tangenten  .v  und  , 

® o 


einen  von 
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nämlich  resp.  und  ^ \ die  in  No.  50d*,  58rf  angegebenen  Fälle  bieten 
keine  Beaouderheiten,  da  von  jeder  der  Tangenten  und  jedem  der  Curveii- 

punkto  von  das  Gleiche  gilt,  als  von  resp. 

In  dem  auf  jeder  der  Geraden  frj  der  Tangente  entsprechenden 

Punkt  gefallen  zwei  aufeinanderfolgende  Punkte  der  Punktenfolgo 

in  dom  in  jedem  der  Büschel  (j  J dem  Punkt  entsprechenden  Strahl 

zwei  aufeinanderfolgende  Strahlen  der  Strahleufolge  zusammen. 

(No,  16c,  506*,  51  ft*).  In  den  Punktenfolgeu  jeder  der  Geraden 

{z)  und  von  .v^,  sowie  in  den  Strahlenfolgen  jedes  der  Büschel 

(5)  und  von  fallen  ausser  in  den  Grenzelomenten  resp.  an 

keiner  Stelle  zwei  aufeinanderfolgende  Elemente  in  eines  zusammen. 

1.  Im  Falle  I liegen  in  Bezug  auf  jede  Gerade  z ■=  z die  Punkte 

9 

auf  der  entgegengesetzten  Ilalbebene,  als  die  Punkte  in  Bezug  auf 

jede  der  Geraden  s^(«piiegen  mit  Ausnahme  der  auf  diesen  selbst  gelegenen 
die  sämmtlichen  Curvenpunktc  auf  derselben  Ilalbebene  (No.  58 c‘, 59«); 

y 

dieElemento5  und  behalten  daher  in  den  Ladens  resn. 

Q ® £ * 

den  Drehsinn  resp.  Richtungssinn,  der  ihnen  im  Theil  5^°^* 

zugohört,  auch  für  den  Theil  bei. 

Da  auch  in  jedem  der  Büschel  (j)  der  entsprechende  Strahl  in  der 
Lage  den  Drehsinn  nicht  ändert,  so  kehrt  nach  No.  45/',  52 c',^  das  C»r- 

venstück  5^^*^  jedem  der  Punkte  (3),  welchem  die  concave  oder  con- 
vexe Seite  znkehrt,  auch  seinerseits  resp.  die  concave  oder  convexe  Seite 

zu.  In  beiden  Theilen  und  entspricht  dem  Sinne  Z derselbe 

Drehsinn  J von  s ; in  jedem  der  Büschel  [j^J  aber  entspricht,  da  s, 

für  die  Strahlenfolge  <‘i”  Rückkehrstrahl,  dem  Sinne  £ von  0^  in 

dem  einen  derTheile  CHtgf*gßugesptzte  Drehsinn  als  in  dein 

anderen;  dereine  der  beiden 'riieile  kehrt  daher  jedem  der  Punkte 

[3*j  diecoucave,  der  andere  die  convexe  Seite  zu  (vgl.  No.  50,  51, 52). 

2.  Im  Falle  II  liegen  in  Bezug  auf  jede  Gerade  die  auf 

derselben  Halbehene,  als  die  I^unkte  in  Bezug  auf  jede  d er  Geraden 

t . 

(ä^)  aber  mit  Ausnahme  der  in  diesen  Geraden  selbst  liegenden  Curven- 

y y V 

punkte  die  6'®  auf  der  entgegengesetzten  Ilalbebene,  als  die  Punkto 
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und  in  Bezug  auf  jede  Gerade  (;)  die  Punkte  auf  der  ent- 

gegengesetzten Ilalbebene,  als  die  Punkte  (No.58c^,  506).  Der  Punkt 
behalt  in  der  Lage  den  Kichtungssinu  auf  6'^  für  das  Curveustück  S ^ ' bei 

(No.  57 d),  s aber  Ändert  seinen  Ürebsinii  in  der  Lage  s in  den  entgegen- 
Q ® 

gesetzten  J (No.  44d,  456).  Da  nun  der  dem  Punkt  entsprechende  Strahl 

in  jedem  der  Büschel  (5)  in  der  Lage  den  Drehsinn  beibehält,  in  jedem 

der  Büschel  [j^)  aber  in  der  Lage  2*=  ändert,  so  kehrt  jedem  der 

Punkte  (3)  stets  einer  der  Theile  die  concave,  der  andere  die 

convexe  Seile  zu;  einem  der  Punkto  [3^]  aber  kehren  stets  beide  Theile  die 
convexe  Seite  zu  (No.  506^). 

3.  Im  Falle  III  behält  die  Gerade  s für  den  Theil  den  Drehsinn 

Q 

f c\ 

bei,  den  sie  bei  Besclireibung  des  'Pheiles  S'°^  im  Sinne  .Z"  hatte.  (No.  58c*, 

44a,  siehe  die  Anmerkung  zu  No.  .50c*).  Die  Punkte  ^ liegen  in  Bezug 
auf  jede  der  Geraden  (s)  auf  derselben  , in  Bezug  auf  jede  der  Geraden 

[c^]  auf  der  entgegengesetzten  und  in  Bezug  auf  jede  der  Geraden»^  (fl' 00) 

auf  ders«*lben  Ilalbebene,  als  die  Punkte  von  (Nb  . 44d,  456,  c).  Jedem 

der  Punkte  (3)  kehren  beide  Theile  ihre  concave  Seite  zu  (No.  59c®^). 
y 

6)  Wenn  ä ein  einfacher  Wendepunkt,  also  s eine  einfache 

• * . . t 

Wendeta  ngente,  so  ist  die  Tangente  im  Büschel  für  die  Strablen- 

y y 

folge  ^***  Pückkehrstrahl;  es  fällt  daher  die  folgende  Lage  von  s, 

d.  i.  der  dem  Punkt  sj'  entsprechende  Strahl  mit  .9^,  der  mit  g perspectivi- 
schen  Lage  nach  No.  lüc  zusammen,  so  dass  in  drei  aufeinanderfolgende 

Curvenpunkte  liegen*),  von  denen  keine  zwei  znsammonfallen,  weil  sie  mit  in 

demselben  Drehsinn  aufeinanderfolgenden  Strahlen  in  jedem  der  Büschel  (3) 

perspectivisch  sind;  oder  was  dasselbe  ist,  die  beiden  aufeinanderfolgenden 

Tangenten  und  s fallen  zusammen;  auch  jeder  der  übrigen  den  Winkeln 

^ t . . f y 

****^  ^(5»)  &®***®‘**®*^^**^^^^**^^*®**  Strahlen  des  Büschels  enthält  ausser 

einen  Punkt  von  und  einen  von  also  drei  Curvenpunkto  von 

Damit  steht  im  Einklänge,  das.s  der  der  Tangente  5^  auf  jeder  der 
Geraden  (z)  entsprechende  Punkt  ein  Rückkehrpunkt  ist  für  die  Punkten- 
folge  5^***^\  also  2wei  aufeinanderfolgende  Punkte,  welche  zwei  aufeinan- 


')  Cremona^  Introduzione  ad  una  teoria  geometrica  delle  citrve  piane,  Art.  5,  28. 


I 


39 S Die  projectivischen  Eigenschaften  der  gewöhnlichen  und 

derfolgcndeu  Lagen  von  entsprechen , vereinigt  enthält.  Ebenso  fallen 

auf  jeder  der  Geraden  [cj  in  den  der  Tangente  entsj)rcchendcn  Punkt 
y 

^ zwei  aufeinanderfolgende, 

auf  jeder  der  von  und  verschiedenen  Geraden  (s),  welche  durch 

die  Punkte  ^ und  0^  gehen  (No.  50rf*j,  drei  aufeinanderfolgende  Punkte, 
entsprechend  den  Tangenten  s und  resp.  oder  s (der  Punkt  \ resp. 

S T7 

gleich  ^ oder  erscheint  als  gewöhnlicher  Punkt  für  die  Funkten* 
folge 

auf  jeder  der  Geraden  5^  und  5 nur  zwei  entsprechend  den  Tangenten 

’’  (o'X 


resp.  glejch  oder  erscheint  als  Kückkehrpunkt  für  5 ) 

zusammen.  In  jedem  der  Büschel  [3  ] fallen  in  den  mit  3^  perspectivi- 
schen  Strahl  drei  aufeinanderfolgende  Strahlen,  entsprechend  den 

Punkten  3*^, 

in  jedem  der  Büschel  0*  und  3*^  (No.  58d*)  aber  nur  zwei,  entsprechend 
den  Punkten  3^  und  resp.  3^  oder  3*  (r^  erscheint  als  Rückkehr* 

strahl  für  ) zu^^ammen. 

t . . 

Von  s oder  verschiedene  Gerade  sind  nicht  vorhanden. 

In  der  Strahlenfolge  jedes  der  Büschel  (3)  fallen  ausser  in  den 
Strahlen  nirgends  zwei  aufeinanderfolgende  Strahlen  zusammen. 

1.  Im  Falle  I liegen  in  Bezug  auf  jede  der  Geraden 

in  Bezug  auf  jede  der  Geraden  (.<f^)  die  Punkte  auf  der  entgegen* 

gesetzten , in  Bezug  auf  jede  der  Geraden  (:)  aber  auf  derselben  | 

Halbebene,  als  die  Punkte  (No.  58c*,  .59^).  ändert  in  der  Lage 

' den  Drehsinn,  3^  aber  behält  seinen  Richtungssinn  auf  ^f^bei  (No.  45A,  57d).  ^ 

Jedem  der  Punktc(3)  und  [3*^]  kehrt  einer  der  beiden  Theile 

die  concave,  der  andere  die  convexe  Seite  zu  (No.  .52c^).  | 

2.  Im  Falle  II  liegen  in  Bezug  auf  jede  der  Geraden  (z)  die  Punkte 
^ auf  der  entgegengesetzten,  in  Bezug  auf  jede  der  Geraden 

und  in  Bezug  auf  jede  der  Geraden  (.v^)  auf  derselben  Ilalbebcne  als  dif 

Punkte  (No.  b^b).  Weder  3^  noch  ändern  in  der  Lage  0^  resp. 

den  Richtungs-  resp.  Drehsinn  (No.  57</,  löc).  Irgend  einem  der  Punkte 

(3)  und  [3*^]  kehren  daher  entweder  beideTheile  un<l  die  concave 

oder  beide  die  convexe  Seite  zu  (No.  52c^). 
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3.  Im  Falle  II[  behält  seinen  Drehsinn  bei  (No.  58c*,  44«,  siche 

die  Anmerkung  zu  No.  59c*).  In  Bezug  auf’  jede  der  Geraden  (?)  lic- 

gen  die  Punkte  5'  auf  der  entgegengesetzten  llalbcbcne,  als  die  Punkte 

(No  . 58c*,  45c),  also  überschreitet  der  Punkt  in  den  auf  ^ folgenden 
Lagen  die  unendlich  entfernte  Gerade  g^  = s^—s^^  in  Bezug  auf  jede  der 

Geraden  [2^]=z^  liegen  jedoch  die  Punkte  und  auf  derselben 

Halbebcne  (No.  44  d,  456).  Jedem  der  Punkte  (3)  kehren  daher  beide 
Theile  und  5^^*^  die  coucave  Seite  zu  (No.  52c^j  59c®^). 

c)  Wenn  g • ein  einfacher  Ilückkchrpuukt,  also  eine  ein - 

fache  Rückkehrtangente,  so  ist  der  Punkt  für  die  Punktenfolge 
auf  ein  Rückkehrpunkt;  es  fallt  daher  die  folgende  Lage  von 

d.  i.  der  Punkt  in  welchem  von  der  folgenden  Tangente  geschnit- 

ten  wird,  mit  g zusammen,  so  dass  in  sich  drei  aufeinanderfolgende 

Tangenten  s , *•  , s von  schneiden*),  von  denen  keine  zwei  zusam- 

o * s 7 ' 

menfallen,  weil  mit  ihnen  auf  jeder  Geraden  z drei  in  demselben  Richtungs- 
sinne aufeinanderfolgende  Punkte  perspectivisch  liegen;  auch  durch  jeden 

der  übrigen  den  Strecken  'ind  ^^uf  gemeinschaftlichen  Punkte 

gehen  ausser  s.  eine  der  Tangenten  von  und  eine  von  also  drei 

s 

der  Tangenten  vonS^°*^^.  Damit  steht  im  Einklänge,  dass  der  dem  Punkt 
g in  jedem  der  Büschel  (3)  entsprechende  Strahl  für  die  Strahlenfolge 
ein  Rückkehrstrahl  ist,  also  zwei  aufeinanderfolgende  Strahlen,  welche 
zwei  aufeinanderfolgenden  Lagen  von  entsprechen,  enthält. 

In  jedem  der  Strahlbüschel  [3*^]  fallen  in  den  dem  Punkt  entspre- 
chenden Strahl  2W'ei  aufeinanderfolgende, 

in  jedem  der  Büschel  (3),  deren  Mittelpunkte  die  von  g und  g ver- 
schiedenen Punkte  der  Geraden  und  ^ sind  (No.  56^/*),  drei  aufeinan- 

derfolgende  Strahlen,  entsprechend  den  Punkten  » , iS'  und  resp.  ^ oder 
i (der  Strahl  Z-  resp.  gleich  s oder  s erscheint  als  gewöhnlicher  Strahl 
für  die  Strahlcnfolge 


*J  Cremnna ^ Inirodnzione  ad  ima  teoria  grometrira  deüe  nirve  piane  Art.  5,  30. 
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in  jedem  der  Büschel  g',  aber  nur  zwei  entsprechend  den  Punkten 

i und  g resp.  gleich  .v  oder  s erscheint  als  Uückkchrstrabl  für  v) 
s ^ ° « V {.ovy 

zusammen. 

In  den  der  Tangente  auf  jeder  der  Geraden  [r^]  entsprechenden 

Punkt  fallen  drei  aufeinanderfolgende  Punkte  der  Puuktenfolge 
entsprechend  den  Tangenten  zusammen, 

auf  jeder  der  Geraden  nur  zwei  entsprechend  den  Tangenten 

und  resp.  oder  (j*  = ^ y erscheint  als  Rückkehrj)unkt  füra^°*’\  No.58d). 

o 


Von  verschiedene  Curvenpunkte  sind  nicht  vorhanden  (No.  58J)* 

In  der  Punktenfolge  jeder  der  Geraden  (2)  fallen  ausser  in  nir- 

gend zw'ei  aufeinanderfolgende  Punkte  in  einen  zusammen. 

1.  Im  Falle  I liegen  in  Bezug  auf  jede  der  Geraden  [r  J = die 

Punkte  auf  derselben  und  in  Bezug  auf  jode  der  Geraden  (2)  ebenfalls 
auf  derselben  Ilalbebene,  als  die  Punkte  (No.  59  a).  ändert  in 

der  Lage  auf  der  Geraden  s den  Richtnngssinn , s behalt  seinen  Dreh- 

sinn  bei.  In  Bezug  auf  jede  der  Geraden  Gp,  die  in  diesen  befindlichen 
Curvenpunkte  ausgenommen,  liegen  also  nach  No.  44e  die  Punkte  ' 

s<” ». 

,(“t) 


auf  der  entgegengesetzten  Halbebene,  als  die  Punkte  S^'' Jedem  der 


Punkte  (j)  kehrt  daher  der  eine  der  beiden  Theilo  5'““  und  die 

concave,  der  andere  die  convexe  Seite  zu  (No.  62  c^,  69  d);  irgend  einem 

der  Punkte  [3*^]  aber  kehren  entweder  beide  dieser  Tbeile  die  concave  oder 

beide  die  convexe  Seite  zu,  jedem  Punkt  des  Halbstrahles  der  Tangen- 
y 

ton  (spi  welcher  die  Schnittpunkte  mit  den  anderen  Tangenten  enthält,  die 

convexe,  jedem  Punkt  des. anderen  Ilalbstrahles  die  concave  Seite  (vergl. 
No.  59«^). 

fy  ;i) 

2.  Ira  Falle  II  liegen  die  Punkte  S ^ auf  der  entgegengesetzten 
Ilalbebene  in  Bezug  auf  jede  der  Geraden  (sp  und  auf  derselben  Halb- 
ebene in  Bezug  auf  jededer  Geraden  [zj,  als  die  Punkte  (No.  696**) 

ändert  den  Richtungssinn  auf  .aber  behält  seinen  Drehsinn  J bei 

(No.  58c*,  44d,  45c).  Daher  liegen  auch  in  Bezug  auf  jede  der  Geraden  (c) 


die  Punkte  und  auf  derselben  Ilalbebene.  Jedem  der  l^inkto 

(3)  kehrt  daher  einer  der  beiden  Theile  die  concave,  der 
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andere  die  convexe,  irgend  einem  der  Punkte  [j  ] aber  kehren  beide 
Theile  die  convexe  Seite  zu  (No.  526’*,  59 b9(f). 

3.  Im  Falle  III  ändert  s den  Drehsinn  in  den  entgegengesttz- 

Q 

teil  J (siebe  die  Anmerkung  zu  No.  59c’).  In  Bezug  auf  jede  der 

( tu 

Geraden  (z)  und  [z^]  liegen  die  Punkte  ^ auf  der  entgegengesetzten 

Halbebene,  als  die  Punkte  5^^  der  Punkt  überschreitet  daher  in  den 

auf  g**  folgenden  Lagen  die  Gerade  . Jedem  der  Punkte  (j)  kehren 

beide  Theile  und  die  concave  Seite  zu  (No.  52c*,  59c**). 

t 

d)  Wenn  ein  Wen  der  Uck  kehrpunkt,  also  eine  Wende- 
räckkehrtangente,  so  ist  5 im  Büschel  für  die  Strahlenfolge  . 

ein  Kückkehrstrahl  und  auf  der  Geraden  für  die  Punktenfolge 

ein  RUckkehrpunkt ; es  sind  deshalb  in  die  beiden  aufeinanderfolgenden 
Tangenten  5^  und  und  in  ö**  die  beiden  aufeinanderfolgenden  Punkte  g** 
und  3*^  vereinigt.  Die  Tangente  s^  = s^  enthält  daher  drei  aufeinander- 
folgende Curvenpunkte  g*,  darunter  einen  g*,  welcher  von  verschie- 
den ist,  und  durch  gehen  drei  aufeinanderfolgende  Tangenten  s^, 

Jf,.,  s , darunter  eine  s . welche  von  s und  s«.  verschieden  ist  (No.  56d*, 

y 

58 d).  Daher  ist  der  dem  Punkt  g**  entsprechende  Strahl 

JQ. 

ira  Büschel  g und  von  den  übrigen  Büscheln  (3)  auf  allen , deren 
Mittelpunkte  ausserhalb  liegen,  für  die  Strahlenfolge  Rückkehr- 

strabi, zwei  aufeinanderfolgende  Strahlen  enthaltend^ 

in  jedem  der  Büschel  (3),  deren  Mittelpunkte  die  von  g^  und  g ver- 
schiedenen Punkte  von  s sind,  ein  gewöhnlicher  Strahl,  drei  aufeinander- 

rj  ° ’ 

folgende  Strahlen  enthaltend,  welche  den  Punkten  g^,  g , g entsprechen, 
in  jedem  der  Büschel  [3*^]  für  die  Strahlenfolge  ein  Rückkehrstrahl, 

drei  aufeinanderfolgende  Strahlen  enthaltend,  welche  den  Punkten  g*,  g^, 
g entsprechen,  im  Büschel  g ein  gewöhnlicher  Strahl,  zwei  aufeinander- 
folgende Strahlen  enthaltend , welche  den  Punkten  g^  und  g*^  entsprechen. 

Der  der  Tangente  s entsprechende  Punkt  ist 

» 

auf  der  Geraden  und  von  den  übrigen  Geraden  (z)  auf  allen,  welche 

nicht  durch  g*  gehen,  für  die  Punktenfolge  3^°*^^  ein  Rückkehrpnnkt,  zwei 
aufeinanderfolgende  Punkte  enthaltend, 
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auf  allen  von  verschiedenen  Geraden  (t) , welche  durch  den  Punkt 

gehen,  ein  gewöhnlicher  Punkt,  drei  aufeinanderfolgende  enthaltend, 
welche  den  Tangenten  5^,  entsprechen, 

(o 

auf  allen  Geraden  [rj  für  die  Pnnktenfolge  ' ein  Rückkehrpunkt, 
drei  aufeinanderfolgende  enthaltend,  welche  den  Tangenten  s , s , s 

9 ^ 

entsprechen , 

auf  der  Geraden  s ein  gewöhnlicher  Punkt,  zwei  aufeinanderfolgende 
enthaltend,  welche  den  Tangenten  5^  = entsprechen.. 

In  jedem  der  Fälle  I,  II,  III  liegen  in  Bezug  auf  jede  der  Geraden 
(t),  [ij,  (5^)  die  Punkte  auf  derselben  Halbebene,  als  die  Punkte 

(No.  58c^,  59);  in  jedem  der  drei  Fälle  ändern  sowohl  als  auf 
ihren  Dreh-  resp.  Richtungssinn.  Demnach  kehrt  jedesmal  jedem  der  Punkte 

(j)  und  [j**],  welchem  einer  der  beiden  Theile  seine  concave 

oder  convexe  Seite  zukehrt,  auch  der  andere  resp.  seine  concave  oder  con- 
vexe Seite  zu ; und  zwar  kehren  und 

im  Falle  III  jedem  der  Punkte  (3)  die  concave  Seite, 
im  Falle  II  jedem  der  Punkte  [3^]  die  convexe , 

im  Falle  I jedem  der  [3^],  welcher  auf  dem  Halbstrahl  von  liegt, 
welcher  die  Schnittpunkte  mit  den  übrigen  Tangenten  enthält,  die  con- 
vexe , jedem  Punkt  3^,  welcher  dem  anderen  Halbstrahl  angehört,  die  con- 
cave Seite  zu;  ferner  jedem  der  mit  auf  derselben  Halbebene  in  Be- 

zug auf  liegenden  Punkt  (3)  die  concave,  jedem  der  auf  der  anderen 

Halbebene  liegenden  Punkte  (3)  die  convexe  Seite.  (Letzteres  gilt  auch 
für  den  Fall  II,  No.  59  d), 

61.  a)  Wegen  der  in  No.  46a  angegebenen  Bedingung  lässt  sich  die 
Untersuchung  nach  der  Beschaffenheit  einer  ebenen  stetigen,  nicht  gebro- 
chenen Curve  in  irgend  einem  ihrer  Elemente  und  die  Beurtheilung,  ob 
das  mit  irgend  einem  Curvenelement  in  irgend  einem  der  Strahlbüschel 
resp.  einer  der  geraden  Punktreihen  der  Ebene  perspectivische  Element 
für  die  den  sämmtlichen  Curvcnclementen  perspectivische  Strahlen  - resp. 
Punktenfolge  ein  gewöhnliclics  oder  Rückkohrelement  ist,  auf  die  hier 

durchgeführto  Untersuchung  zurückführen.  Jedem  Curvenelenlent  g resp. 

_ • 

s . in  welchem  eines  der  laufenden  Elemente  und  s oder  beide  den  Be- 
wegungssinn  ändern,  gelit  ein  Curvenstück  vorher  und  folgt  ein 
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<•  V ^ 4-  4*^  ^ y-»  4'  - - ^4  ✓✓✓’<■  4-  ^ 44  ^ ^*-4  ^^4  4-  4-  . . 4 4 4^, 


/ c 

(Jarveustück  , welche  den  Bedingungen  in  No.  -4Ur/  in  der  in  No.  54a 

geforderten  Weise  genügen  ; jedes  dieser  Curvenstücke  besteht  einschliess- 

lieb  der  Elemente  ^ mindestens  aus  drei  aufeinanderfolgenden  Elemen- 
ten (drei  l’iinkten  und  drei  Geraden).  Curvenstücke  aber,  welche  den  in 
No.  49«  gestellten  Bedingungen  genügen,  sind  in  No.  49  bis  53  behandelt 
worden  (vergl.  No.  58 c‘). 

5)  Zugleich  erkennen  wir,  dass  die  Antwort  auf  die  Frage,  ob  das 

mit  einem  Curvenelement  ^ oder  in  einem  der  StrahlbUschel  resp.  einer 

Geraden  der  Ebene  perspectivische  Element  für  die  den  sämmtlichen  Cur- 
veneleinenten  perspectivische  Strahlen-,  resp.  Punktenfolge  ein  gew’Öhnli- 
ches  oder  Rückkehrelement  ist,  nicht  blos  davon  abhängt,  ob  die  laufen- 

den  Elemente  s5^,  s in  der  Lage  resp.  ihren  Bewegungssinn  P oder  A 

ändern  oder  nicht,  sondern  auch  von  der  Lago  der  Elemente  und 

dass  daher  die  Sätze  in  No.  201  der  „Geometrie  der  Lage  von  v.  Staudt“, 
wie  sie  lediglich  der  Anschauung  entnommen  sind,  auch  nur  für  endliche 
Curvenelemente  gelten.  Eine  allgemeine,  alle  Fälle  umfas.sende  Beantwor- 
tung obiger  Frage  konnte  nur  dadurch  erzielt  werden,  dass  wir,  wie  es  in 
d(?n  vorhergehenden  Paragraphen  geschehen,  den  umgekehrten  Weg  ein- 

schlugen  und  aus  der  Beschaffenheit  und  Bedeutung  der  mit  ^ und  s ^ in 

den  Strahlbüscheln  und  geraden  Punktreihen  der  Ebene  perspectivischen 
Elemente  für  die  der  Curve  entsprechende  Elementenfolge  die  Beschaffen- 
heit von  ^ und  in  irgend  einer  Lage  in  der  Hinsicht,  ob  sie  den  Bew'e- 

gungssinn  ändern  oder  nicht,  und  die  Bedeutung  des  einen  oder  des  an- 
deren für  die  Gestaltung  der  Curve  in  diesem  Punkte  abzuleiten  versuchten. 
Auf  der  beigefügten  Figurentafel  sind  die  verschiedenen  Formen, 

welche  das  Curvenstück  haben  kann  und  wie  sie  sich  aus  der  Be- 

schreibung in  No.  60  ergeben,  aufgezeichnet}  den  daselbst  in  No.  60n‘, «*,«*, 
etc.  beschriebenen  Fällen  entsprechen  resp.  die  Figuren  «*,  a®,  etc. 


% 
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Heber  Folartetraeder  und  die  Schnittcurve  zweier  Flächen 

zweiter  Ordnung. 

Von 

L^r.  Lükoth, 

Docent  an  der  Universität  Heidelberg. 


Bei  Gelegenheit  von  Vorlesungen  über  die  analytische  Geometrie  des 
Raumes  wurde  ich  auf  eine  Lücke  aufmerksam , welche  unsere  ausgezeich- 
netsten Lehrbücher  über  diesen  Gegenstand,  wie  die  Werke  der  llerren 
Hesse  und  Salmon  zeigen.  Dieser  Mangel  betrifft  die  Eigenschaften  der 
Schnittcurve  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung  und  ihren  Zusammenhang 
mit  den  algebraischen  Eigenschaften  der  Gleichung  vierten  Grades  von  der 
die  K6gel  abhängen,  welche  in  dem  durch  jene  Raumcurve  bestimmten 
Flächenbüschel  auftreten.  Ich  habe  versucht,  diese  Lücke  auf  die  unten 
angegebene  Weise  zu  ergänzen.  Es  handelt  sich  hierbei  wesentlich  um 
die  geometrische  Bedeutung  des  Verschwindens  von  simultanen  Invarianten, 
die  zugleich  auf  eine  eigentliche  und  eine  uneigentliche  Fläche  zweiter 
Ordnung  (Kegel,  Ebenenpnar)  sich  beziehen.  Ich  habe  zunächst  diese  In- 
terpretation vorgenommen  für  zwei  allgemeine  Flächen  zweiter  Ordnung, 
weil  die  Methode  ganz  die  gleiche  ist , und  weil  in  den  oben  angeführten 
Werken  zwar  gezeigt  ist,  dass  jene  Invarianten  verschwinden,  wenn  gewisse 
geometrische  Eigenschaften  Statt  haben,  aber  der  Nachweis  fehlt,  das  auch 
das  Umgekehrte  richtig  ist. 


§.  1. 

Die  Singularitäten  der  Schnittcurve  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung 
A und  ß,  deren  Gleichungen  in  homogenen  Punktcoordinaten  wir  schrei- 
ben wollen 

^ Ir  h = 0, 

==o. 
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hängen  ab  von  dem  Verhalten  der  Wurzeln  einer  Gleichung  vierten  Grades 
in  A,  welche  erhalten  wird,  wenn  mau  die  Hessc’sche  Determinante  H von 
A gleich  Null  setzt.  Schreibt  mau  diese  Gleicliuug 

4- 4 GA  + 6<2>A*  + 4 0'A» -f  ^/'A‘ = 0, 

so  sind,  wie  bekannt,  G,  </>,  G\  Invarianten  und  zwar  mit  Ausnahme 
der  ersten  und  letzten  simultane  Invarianten  beider  Flächen. 

Wir  untersuchen  jetzt  die  geometrische  Bedeutung  des  Verschwindens 
dieser  Invarianten.  J=0  und  //=0  stellen,  wie  bekannt,  die  Bedingungen 
dar  dafür,  dass  die  Flächen  A und  B Kegel  sind.  ^ 

Um  die  Bedeutung  der  übrigen  zu  erkennen , benutzen  wir  ein  Polar- 
tetraedor  der  Fläche  A.  Wir  bemerken  zu  dem  Zwecke,  dass  sich,  wie 
auch  die  Fläche  A beschaflen  sein  mag,  stets  vier  nicht  in  einer  Ebene 
liegende  Punkte  angeben  lassen,  von  denen  jeder  der  harmonische  Pol  der 
andern  ist.  Bezeichnen  wir  solche  vier  Punkte  mit  x,  y,  c,  w und  multipli- 
ciren  H zweimal  mit  der  Determinante 

die  nach  dem  eben  Bemerkten  nicht  verschwindet,  so  erhalten  wir  mit 
Rücksicht  auf  die  zwischen  den  Coordinaten  der  vier  Punkte  bestehenden 
Gleichungen  und  indem  wir  abkürzende  Bezeichungen  wie 

Xiijk  = 

einführen : 

«(.T.T)4-A^>(jca:)  kb(^xy')  lb{xz)  Xb(^xtii) 

kb{yx)  »(yy)  + ^b{yy)  kb{yz)  kblyw) 

kb(zx)  AA(ry)  n(2z)  + Ai>(c2)  kb  {zw) 

kb{wx)  kb{wy)  kb{wz)  a{ww)-\-kh{iV7i^ 

Aus  dieser  in  A identischen  Gleichung  folgen  die  Ausdrücke  für  4 G 
0 (P /)*,  4G'/)*.  Bezeichnen  wir  der  Kürze  wegen  die  Determinante 

b{xx)  b{xy) 
b{ya:)  b{yy) 

und  die  Determinante 

b (a;  .t)  b{xy)  b{xz) 
b{ijx)  b{yy)  b{yz) 
b{zx)  b(zy)  6(22) 
und  führen  für  analoge  Ausdrücke  ähnliche  Bezeichnungen  ein , so  fin- 
den wir 

^ ^ ^ ^ ^ . b{yy)  hCzz)  , b(w7ü)) 

4(’Jfk^=z  a{xx)a{yy)  a{zz)  u (ww)  | — ~ + — ( -f  -p — ^ + -z r J , 

0 <J> . /)*  = a (xar)  a (ytj)  B {z7v)  -f-  a (.r  x)  a{zz)  B {y  ir)  + « {^^)  « (»i' w)  B {y  s) 
+ « (2/  y ) rt  ( 22)  ^ {xw)  n {ytj)  n (w  ?«»)  B{xz)  n{zz)a  (»;  7v)  B (a*  y) 
aB'  a {x .r)  B{iy  zw)-\-a  {y  y)  B{xz 7v) a {z  z)  B {x y «?) -f- « («’ «’)  B(x yz) 

B{xy)  = 0 ist,  wie  man  sofort  sieht,  die  Bedingung,  dass  die  Linie  xy 
die  Fläche  B berührt  und  in  ähnlicher  Weise  sagt  B {xyz)  = 0 aus,  dass 
die  Ebene  der  drei  Punkte  xyz  Tangentenebene  der  Fläche  B ist. 

28* 


mit  B(^xy) 


mit  B {xyz) 
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§.  2. 

Wir  neluncn  nun  zuerst  an,  A sei  eine  allgemeine  Fläche  zwei- 
ter Ordnung.  Man  kann  dann,  wie  man  geometrisch  leicht  einsieht,  un- 
endlich viele  Polartetraedcr  von  A so  construiren , dass  drei  ihrer  Ecken 
auf  einer  gegebenen  Fläche  zweiter  Ordnung  /?  liegen.  Sind  dies  etwa  die 
Ecken  so  reducirt  sich  0 = 0 auf 

b («’  7v)  — 0 

und  sagt  also  aus,  dass  auch  die  durch  jene  drei  bestimmte  vierte  Ecke  auf 
B liegen  muss. 

0 = 0 ist  also  u o t h w e n d i g e und  hinreichende  Bedin- 
gung dafür,  dass  P o 1 a r t e t r a e d o r von  A e x i s t i r e n , deren 
E c k e n a n f /i  1 i e g e n. 

0' verschwindet,  wenn  es  ein  Polartetraeder  von  A giebt,  dessen  Seiten 
die  Fläche  B berühren.  Da  nun  stets  solche  construirt  werden  können, 
die  drei  Tangentenebeneu  von  B zn  Seiten  haben,  so  erkennt  man  wie 
vorhin,  dass, 

wenn  die  Seiten  eines  Polartotracders  von  A die 
F 1 ä c h e iy  b e r ü h r c n sollen,  e s n o t h w c n d i g u n d h i n r ei- 
ch e n d ist,  wenn  &'  verschwindet. 

Was  nun  endlich  fp  betritVt , so  verschwindet  es,  wenn  man  ein  Polar- 
tetraeder von  yl  angeben  kann,  dessen  Kanten  B berühren.  Es  lässt  sich 
nun  stets  ein  Polartetraedcr  so  construiren,  dass  fünf  seiner  Kanten  Tan- 
genten von  B sind.  Mau  kann  dies  folgenderinassen  zefigen.  Nehmen  wir 
irgend  einen  Punkt  a an  und  schneiden  mit  seiner  Polarebcne  in  Bezug  auf 
A die  Flächen  B^  A und  den  von  a an  B gelegten  Tangentenkegel.  Die 
Schnittcurven  mögen  sein  resp.  B\  A\  B".  Wenn  wir  nun  in  besagter  Ebene 
ein  Polardreieck  vOn  A'  beschreiben  können,  dessen  Ecken  in  B"  liegen 
und  von  dem  zwei  Seiten  Tangenten  von  B‘  sind,  so  berühren  ausser  diesen 
offenbar  auch  noch  die  Verbindungslinien  von  a mit  den  Ecken  des  Drei- 
ecks die  Fläche  B und  somit  in  der  That  fünf  Kanten  eines  Polartetraeders. 
Man  schliesst  dann  wie  früher,  dass 

die  Existenz  eines  Polartetraeders  von  dessen  Kan- 
ten Ä berühren,  durch  ilie  Gleichung  0 = 0 bedingt  ist. 

Die  Forderung,  ein  Polartetraeder  zn  beschreiben,  von  dem  fünf  Kau. 
teil  die  Fläche  B berühren,  zieht  zwei  Bedingungen  nach  sich:  erstens  die, 
dass  B”  ein  Polardreieck  von  eingeschrieben  werden  kann  und  zweitens, 
dass  ein  Polardreieck  möglich  ist,  das  mit  zwei  Seiten  B'  berührt,  während 
zwei  seiner  Ecken  auf  B”  liegen.  Der  Ort  des  Punktes  a ist  also  eine 
Gurve.  Wenn  <lie  Bedingung  0 = 0 erfüllt  ist,  so  wird  diese  Curve  be- 
schrieben von  den  Ecken  der  Polartetraeder,  welche  obigem  Satze  gemäss 
construirt  sind;  ich  behalte  mir  die  Untersuchung  dieser  Curve  auf  eine 
andere  Gelegenheit  vor. 
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§.3. 

Betrachten  wir  jetzt  den  Fall,  dass  die  Fläche  ein  Kogel  ist.  Es 
muss  daun  die  Spitze  des  Kegels  ein  Eckpunkt  des  Polartctraeders  sein  und 
die  drei  andern  sind  nicht  mehr  vollständig  bestimmt,  soiidern  nur  die  ge- 
raden Linien,  auf  welchen  sie  beliebig  angenommen  werden  können,  so 
dass  das  Polartetraeder  zu  einem  Polartrieder  wird. 

Legen  wir  die  Ecke  tv  in  die  Spitze  des  Kegels,  so  ist  ü{tvw)~0  und 
die  Gleichung  Ö = 0 reducirt  sich  dann  auf  A(w«>)  = 0,  d.h.8=0  zeigt  an, 
dass  die  Spitze  des  Kegels  auf  B liegt. 

Die  Gleichungen  <I>  = 0 und  0'  = O sind  ähnlich  wie  im  vorigen  Para- 
graphen die  Bedingungen  dafür,  dass  resp.  die  Kanten  und  Seiten  eines 
Polartrieders  von  A die  Fläche  B berühren.  Wenn  die  beiden  Bedingungen 
<P  = 0 und  ©'=0  zusammen  bestehen,  so  giebt  es  Polartrieder,  welche  dem 
'J’angentenkegel,  den  man  von  der  Kegelspitze  an  B legen  kann,  einge- 
schrieben und  andere,  welche  ihm  umschrieben  werden  können. 

Verschwinden  aber  © und  zu  gleicher  Zeit,  so  ziehe  man  durch  die 
Spitze  des  Kegels  A,  die  ja  dann  auf  B liegt,  eine  Tangente  an  diese 
Fläche  und  nehme  in  dieser  einen  der  Punkte  xyz.,  etwa  z au.  Dann 
liefert  0 = 0 die  Gleichung 

" (,y  y)  ^)*  + " (^'  ^‘) ''  vT  = 0. 

oder 

V^iyy)  + i j/a{xx)  . b {wy)  — 0, 

die  aussagt,  dass  eine  der  Linien,  die  mau  von  /v  nach  den  beiden  Punkten 

ziehen  kann,  Tangente  an  B ist.  In  diesen  beiden 
Linien  wird  aber  der  Kegel  A berührt  von  den  Tangentenehenen,  die  durch 
die  Linien  2"  zu  legen  sind,  wie  man  leicht  erkennt.  Es  fällt  also  eine  dieser 
beiden  Ebenen  zusammen  mit  der  Tangentenebeno  von  Z/'im  Punkte  w.  Da- 
herder Satz  : Wenn  mit©zugleich0versch windet,  soistdieSpitze 
von//einPunktvon  B.  DerKegel  berührt  in  diesem  Punkte  die 
Fläche  d. h.  e r w i r d von  i h r e r T a n g e n t e n e b e n e in  zwei  zusam- 
ra e n fa  1 1 e n d e n L i n i e n geschnitten.  © und  ©'  verschwinden  gleichzei- 
tig, wenn  die  Spitze  des  Kegels  auf  B liegt  xmd  die  Seiten  eines  Polartrieders 
die  Fläche  berühren.  Da  nun  alle  Ebenen,  welche  durch  einen  l'unkt  einer 
Fläche  gehen  und  diese,  berühren,  sich  in  den  beiden  von  dem  Punkte  aus- 
gehenden Geraden  der  Fläche  schneiden,  so  verschwindet  ©'  wenn  die 
'Priederseiten  durch  diese  (jeraden  gehen.  Aber  auch  die  Umkehrung  ist 
riclitig.  Denn  man  kann  zwei  Ebenen,  von  welchen  jede  durch  eine  der 
genannten  Geraden  geht  und  von  denen  die  eine  die  Polare,  der  andern 
enthält,  als  zwei  Seiten  des  Polartrieders  betrachten.  Die  dritte  Seite  ist 
dadurch  bestimmt  und  berührt,  w ie  © = 0 daun  zeigt,  ebenfalls  die  Fläche, 
d.  h.  geht  durch  eine*der  Geraden. 

Wenn  ©,  0 und  ©^  zusammen  verschwinden,  so  liegt  die  Spitze  des  Ke- 
gels auf  B.  Nelnnen  wir  die  eine  der  durch  sic  gehenden  Geraden  von  B 
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zur  Schnittlinie  zweier  der  Triederseiten , so  sagt  @'=0  aus,  dass  die  dritte 
durch  die  andere  Gerade  der  Fläche  geht  und  (P  = 0,  dass  sie  den  Kegel 
in  zwei  Linien  schneidet,  von  welchen  die  eine  in  der  Tangentenehene  der 
Fläche  B liegt,  was  zusaminengefasst  den  Satz  ergiebt:  das  Verschwin- 
den von  0,  O und  0'  ist  die  Bedingung  dafür,  dass  der  Kegel 
seine  Spitze  auf  der  Fläche  B hat,  sie  in  diesem  Punkte  be- 
rührt und  in  einer  geraden  Linie  schneidet. 


§•  4. 

Nimmt  man  für  A ein  Ebenenpaar  und  zwei  der  Punkte  xyzrv^ 
etwa  c:  und  iv  auf  der  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen,  so  verschwindet  A 
und  0,  0 rcducirt  sich  auf  a{xx)  B{zw)^  so  dass  0 = 0 aussagt, 

dass  die  Schnittlinie  des  Ebenen  paar  cs  die  Fläche  ß berührt. 
0'  besteht  dann  nur  noch  aus  zw’ci  Gliedern.  Nimmt  man  nun  für  die  Ebene 
yzw  eine  Tangentenobene  von/?,  so  liefert  0'=O  dieGleichung  B(xzw')—0^ 
d.  h.  0^  verseil  windet,  wenn  die  beiden  Ebenen  harmonische 
Polarebeucu  der  Fläche/?  sind. 

Wenn  nun  mit  zugleich  0 = 0 ist,  so  kann  mau  zunächst  bemerken, 
dass  wogen  der  letzteren  Bedingung  der  Ausdruck 

B {xz^tv)  = — { b(xz)  j/b{wtv)  — h(xtv')  }/b  (z  z)  }® 
ist.  Hiermit  erhellt  sofort,  dass  aus  0'=O  folgt 

B[y]/a(xx)  + ix}/a{yy)y  z;t>]=0, 

welche  Gleichung  aussagt,  dass  eine  der  beiden  Ebenen  des  Paares  die 
Fläche/?  berührt.  0=0  und  0 = 0 zeigt  also  an,  dass  eine  der 
Ebenen  des  Paares  zwei  Gerade  von  B enthält,  durch  deren 
Schnittpunkt  die  andere  Ebene  hindurchgeht. 

Wenn  nun  endlich  die  Fläche  A in  zwei  zusammen  fall  ende  Ebe- 
nen ausgeartet  ist,  so  kann  man  die  drei  Punkte  yzw  auf  dieser  Ebene 
und  X ganz  beliebig  ausserhalb  annchmeu;  es  verschwinden  dann  z/,  0,  0 
von  selbst  und  0' wird  =//(a*o')  B(yzw).  0'=O  ist  also  die  Bedingung, 
dass  die  doppelt  zu  rechnende  Ebene,  in  w'elche /f  ausgeartet 
ist,  d i c F 1 ä c h e . /?  berührt. 


§.  5. 

Alle  die  bis  jetzt  erlangten  Resultate  bezogen  sich  auf  den  Fall,  dass 
die  Fläche  B eine  allgemeine  Fläche  zweiter  Ordnung  war.  Wir  müssen 
jetzt  noch  den  Fall  ins  Auge  fassen,  dass  B selbst  eine  uneigentlichc  Fläche 
zweiter  Ordnung  ist. 

Ls  möge  zunächst  /?  ein  Kegel  sein,  dann  verschwindet  A'.  Ist  nun 
A gleichlalls  ein  Kegel,  so  verschwindet  auch  A und  es  bleiben  nur  noch 
die  Invarianten  0,  0 und  0' zu  unter.suchen. 

‘Die  Gleichungen  0 = 0 und  0=(»  haben  die  nämlichen  Bedeutungen, 
die  wir  im  §.  4 für  sie  gefunden  haben:  die  erste  sagt  aus,  dass  die  Bpitze 
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des  Kegels  A auf  B liegt,  und  die  zweite,  dass  man  Polartrieder  des  Kogels 
A constriiiren  kann,  deren  Kanten  B berülireu  und  umgekehrt.  Die  In- 
variante 0'  hat  in  Bezug  auf  die  Flächend,  .4 dieselbe  Bedeutung,  die  0 in 
Bezug  auf  die  Flächen  A^  B hat;  diese  entsteht  ans  jener  durch  Ver- 
tauschung der  a mit  den  b\  0'=O  ist  somit  die  Bedingung  dafür,  dass  die 
Spitze  des  Kegels  B auf  A liegt. 

Das  Znsammenbestehen  der  Gleichungen  0 = 0 und  <P  = 0 zeigt,  wie 
im  §.  4,  an,  dass  die  Spitze  des  Kegels  A auf  B liegt,  und  dass  dieser  letz- 
tere Kegel  vom  ersteren  berührt  wird,  während  dem  gleichzeitigen  Ver- 
schwinden von  0'  und  0 der  umgekehrte  Fall  entspricht. 

Da  beim  Verschwinden  von  0 und  0'  jeder  der  Kegel  durch  die.  Spitze 
des  anderen  geht,  so  ist  dies  auch  die  Bedingung,  dass  sie  eine  gerade 
Linie  gemein  haben.  Wenn  dagegen  die  drei  Gleichungen  0=0, 

0'=O  zusammenbestehen,  so  haben  die  beiden  Kegel  eine  Erzeugende  ge- 
mein und  berühren  sich  längs  derselben. 

Ist  ß ein  Kegel,  A ein  Ebenenpaar,  so  sind  die  Invarianten  A,  A und 
0 identisch  Null.  Die  Bedeutung  von  0'wird  nicht  geändert  und  0=0  zeigt 
also  an,  dass  die  Spitze  des  Kegels  auf  einer  der  Ebenen  des  Paares  liegt. 
Auch  0 = 0 bedeutet,  seiner  früheren  Interpretation  conform,  dass  die 
Schnittlinie  der  beiden  Ebenen  den  Kegel  berührt. 

Das  Zusammeubcstchen  der  Gleichungen  0^=0,  0 = 0 bedingt  somit, 
dass  die  eine  Ebene  des  Paares  den  Kegel  berührt. 

Degencrirt  endlich  A in  eine  doppelt  zu  rechnende  Ebene,  so  ver- 
schwindet auch  noch  0 identisch,  und  die  einzig  übrigbleibende  Invariante, 
0'  zeigt  durch  ihr  Verschwinden  an,  dass  die  Spitze  des  Kegels  auf  dieser 
Ebene  liegt. 

§.f>. 

Ist  B ein  Ebenenpaar,  so  sind  die  Bedingungen  A'=0  und  0'=O  an 
und  für  sich  erfüllt.  Wenn  nun  auch  A ein  Ebenenpaar  ist,  so  bleibt  nur 
noch  die  Invariante  0 als  simultane  übrig.  Wenn  auch  diese  Invariante 
noch  verschwindet,  so  schneiden  sich  die  Schnittlinien  der  beiden  Ebenen- 
paare, d.  h.  die  vier  Ebenen  beider  Paare  gehen  durch  einen  Punkt. 

Andere  als  die  jetzt  absolvirten  Fälle  brauchen  wir  nicht  zu  unter- 
suchen, weil  entw’eder  sie  sich  aus  diesen  durch  Vertauschung  der  Flächen 
A und  B ergeben  oder  sämmtliche  Invarianten  verschwinden. 

§.  7. 

Wir  wollen  jetzt  die  Invarianten  bilden  für  die  beiden  Flächen  B 
und/^.  Indem  wir  die  Zeichen  //,  0,  0,  0',  A’  in  der  nämlichen  Bedeutung 
Avie  bisher  anwenden,  wollen  wir  die  neuen  Invarianten  bezeichnen  ö, 

s.  w.  Wir  finden  so 
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U*  — //  (fJl) 


^ .1  -r  flß  ß = 0 fi  0 + 3 U*  4"  ' 

0.l+fiß,ß  — 0 4-2JU.Ö' 4-«*-^' 
h A + UL  ß,  ß=  ^ 4”ft^ 


4 d|ii 

3.4 
1 


dfi* 

_ dlHiii) 
2.3.4  rffi*  ■ 


Mit  Hülfe  dieser  KesuUate  ist  es  nun  leicht,  die  Kigentliümlichkeiten 
der  Sclinittcurve  zweier  Flächen  y/,  ß abzuleiten  aus  den  algebraischen  Eigen- 
schaften der  Gleichung  des  §.  J.  Diese  Curve  ist  ja  der  Schnitt  von  irgend 
zweien  der  Flächen  des  Büschels  A-\-(4,B  und  also  z.  B.  der  Schnitt  eines 
der  vier  Kegel  mit  der  Fläche  P.  Wir  wollen  uns  dieser  letzten  Anschau- 
ungsweise bedienen. 


Wenn  nun  die  Gleichung  // = 0 keine  Doppelwurzeln  besitzt,  so  hat 
auch  die  in  Rede  stehende  Schnittcurve  keine  Singularitäten. 

Soll  die  Gleichung  11  = 0 eine  D o p p el  w u rzcl  besitzen,  so  muss  für 

diese  neben  H auch  noch  — verschwinden.  Bezeichnen  wir  diese  Wur- 

dK 


zel  mit  A,  so  muss  also  nach  den  obigen  Gleichungen 

sein.  Die  erste  Gleichung  ist  erfüllt.  Die  zweite  sagt  gemäss  den  in  §.  4 
enthaltenen  Resultaten  aus,  dass  die  Spitze  des  Kegels,  welcher  der  Dop- 
pelwurzel entspricht,  auf  der  Fläche  Ti  liegt.  Da  diese  Fläche  in  der  Nähe 
eines  ihrer  Funkte  von  ihrer  Tangentenebene  unendlich  wenig  abweicht, 
so  hat  also  die  Schnittcurve  einen  Doppelpunkt,  dessen  Tangenten 
die  Schnittlinie  des  Kegels  mit  der  Tangentenebene  der  Fläche  sind. 

Hat  aber  die  H = 0 eine  dreifache  Wurzel  A,  so  genügt  diese 
den  Gleichungen 

^A+Xß.  B —0^  0A+iß,ß=O» 

Der  Kegel  A-^-XB  hat  dann  seine  Spitze  auf  B und  wird  von  der  dort 
an  B gelegten  'rangeutenebene  in  zwei  zusamirienfallenden  Linien  geschnit- 
ten; d.  h.  die  beiden  l'angenten  der  Curve  in  diesem  Punkte  fallen  zu- 
sammen , die  Curve  hat  einen  R ü c k k e h r p u n k t. 

Wenn  endlich  die  3 Invarianten 

^A-Jr^B,ßt  + A^Xß,B 

iir  einen  Werth  von  A zusammen  verschwinden,  so  hat  die  Gleichung  //s=0 
vier  gleiche  Wurzeln.  Unsere  früheren  Resultate  zeigen,  dass  der 
Kegel,  welcher  dieser  Wurzel  entspricht,  die  Fläche  berührt  und  in  einer 
Geraden  schneidet.  Die  Schnittcurve  besteht  folglich  in  einer  Curve 
dritte  r O r d n u n g u n d einer  i h r e r Tangenten. 

Wenn  lür  eine  Wurzel  von  // = 0 s ä m m 1 1 i ch  e erste  IJnterdeter- 
niinanten  von  //  v e r s c h w i n fl  e n , so  ist  diese  Wurzel  natürlich  Dop- 
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pelwurzel.  Der  entsprechende  Kegel  ist  ein  Ebenenpaar,  d i e Raumcurve 
zerfällt  in  zwei  Kegelschnitte. 

Verschwinden  aber  für  eine  dreifache  Wurzel  alle  ersten 
Uiiterdeterminanten  von  //,  so  ist  für  diese  Wurzel  X auch  noch 

Nach  §.  5 berührt  die  Schnittlinie  des  Ebenenpaares  die  Fjäche  B. 
Die  Scbnittcurve  besteht  somit  aus  zwei  sich  berührenden 
Kegelschnitten. 

Ist  die  Wurzel  A,  welche  alle  ersten  Unterdeterminanteii 
annullirt,  vierfache  Wurzel  von  //  = 0,  so  bestehen  die  beiden 
Gleichungen 

^j-\-Xb,  B — 0,  ^'j+).B,B  = 0, 

welche  bedingen,  dass  nicht  nur  die  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen,  sondern 
auch  eine  der  Ebenen  selbst  die  Fläche  B berührt.  Die  Rnumcurve  be- 
steht aus  zwei  sich  schneidenden  Geraden  und  einem  Kegel- 
schnitt, der  durch  ihren  Schnittpunktgeht  uudvonderEbeue 
der  Geraden  berührt  wird. 

Giebt  es  einen  Werth  von  A,  für  welchen  die  zweiten  Uutertleter - 
minanten  von  H alle  verschwinden,  so  finden  die  Gleichungen 

= Oa+Xb.B  — ^ 

identisch  statt.  A ist  dann  dreifache  Wurzel  von  H—0.  Der  eine  Kegel 
degenerirt  in  eine  doppelt  zu  rechnende  Ebene  und  die  Scbnittcurve 
besteht  auseinoin  doppelt  zu  rechnenden  Kegelschnitt,  längs 
dessen  sich  beide  Flächen  berüliren. 

Soll  eine  derartige  Wurzel  vierfache  Wurzel  sein,  so  muss 
neben  den  beiden  obigen  noch  die  Gleichung 

* tf  = 0 

bestehen.  Die  doppelt  zu  rechnende  Ebene  berührt  die  Fläche  und  die 
Scbnittcurve  besteht  aus  zwei  sich  schneidenden  Geraden, 
welche  doppelt  zu  rechnen  sind. 

Wenn  aber  die  Gleichung  //  = 0 zweimal  zwei  gle i c he  W’  ur  z el  n 
A und  A'  hat,  so  finden  die  Gleichungen  statt 

Ä = 0,  B,B  — ^\ 

ans  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  aber,  weil 

—AJa-^Xb  =0, 

^AJ^-X'ß,A+X'B  — ^^A-\-X'B=^ 

ist : 

^a+Xb,  .-f-f-A' yy  = 0,  ^'a+Xb,  a+X'B  = ^> 

Wie  wir  in  §.  6 gesehen'  haben,  haben  also  die  beiden  Kegel,  welche  zu 
den  Wurzeln  A und  A"  gehören,  eine  gerade  Linie  gemein.  Die  Schnitt- 
en r v e b e s t e h t 8 o m i t a u s e i n e r 0 u r v e d r i 1 1 e r O r d n u n g u n d einer 
ihrer  Sehnen. 
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Nun  können  aber  für  eine  dieser  Wurzeln  A die  ersten  Unter 
deterniinanten  von  H alle  verschwinden.  Dann  ist  Qa+Ib,  b iden- 
tisch Null  und  es  bleibt  als  Bedingung  nur  Sa+X'B,  ß = 0.  Wie  vorhin  hat 
man  aber  auch  hier  die  Gleichung 

^’a+xb,  A+X'B  — Q, 

welche  nach  §.  ö anzeigt,  dass  die  Spitze  des  Kegels,  der  k'  entspricht,  auf 
dem  Ebenenpaare  liegt.  Die  Schnittcurve  besteht  dann  also  aus 
einem  Kegelschnitt  und  zweien  ihn  und  sich  selbstschnei- 
dendon  Geraden. 

Wenn  endlich  für  die  beiden  Wurzeln  die  ersten  Unterdeter- 
minauton  sich  sammtlich  annulliren,  so  liegt  die  Schnittcurve  ganz 
auf  zwei  Ebenenpaaren  und  besteht  folglich  aus  einem  windschiefen 
Viereck. 


§.  8. 


Wie  sich  diese  Untersuchungen  auf  FlUchcn  zweiter  Klasse  und  die 
Eigenthümlichkciten  der  ihnen  umschriebenen  abwickelbaren  Fläche  über- 
tragen lassen,  ist  klar. 

Betrachten  wir  nun  neben  der  Schnittcurve  der  beiden  Flachen  zwei- 
ter Ordnung  A und  Z/,  die  wir  als  allgemeine  voraussetzen  wollen,  die  ihnen 
umschriebene  abwickelbare  Fläche.  Schreiben  wir  die  Gleichungen  dieser 
Flächen  in  Ebenencoordinaten  resp. 

£A{kUiU/c  = 0,  üB'ik  = 

wo  Aifc  und  B'ik  die  Unterdetenninanten  der  Determinanten  A und  A'  be- 
zeichnen, so  hängen  die  Singularitäten  der  abwickelbaren  Fläche  ab  von 
den  Wurzeln  der  Gleichung 


All  d“  ^ ^11 

Ai2  "h  k 

^13  + k Z>,3 

^14  + k Pj.j 

A^i  ^ ^21 

■^23  k ^22 

“h  k ^23 

'^24  + k ^21 

^31  + ^ ^31 

A32  ^ ^32 

As:i  "H  ^ ^33 

Asi  k Z^34 

^41  + ^ ^41 

A.12  + A B,^2 

'443  + k /^i3 

Au  + k f/44 

Man  multiplicire  diese  Gleichung  mit  den  Determinanten  A und  A\ 
die  der  Voraussetzung  gemäss  nicht  Null  sind;  man  erhält  dann 


Ab^^-^kA 
Ab^^-\-  k A'a^^ 
kA  «3, 
Ab^^  + kA'a^^ 

so  dass 


A b^,,  k A 

A k A u^., 

A />32  kA'  «32 
A b^^  -{•  k A u^„ 


A /^,3  -h  A A'a^^ 
A b^.^  4-  k A' 

A '^33  “h  ^ ^^*33 

A ^43  k/A  «43 


Ab^^  A^'«j4 
A b-n  k A «24 

Ab^^  + A^«34 
^^44  + ^44 


H'.A.A'=V.A'*H 


Wenn  also  A eine  Wurzel  der  Gleichung  II  = 0 ist, 
Wurzel  von  H'  =0. 


so  ist  ; eine 
A A 
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Weil  ferner  die  Unterdeterminanten  von//'  nach  obiger  Gleichung 
lineare  Functionen  sind  der  Unterdeterminanten  von  //,  so  verschwinden 
die  ersten  und  zweiten  Unterdeterminanten  von  //'  für  den  Wurzelwerth 

— ^ , wenn  die  von  H für  den  Werth  A zu  Null  werden  und  umgekehrt, 
il  /i 

Die  Singularitäten  3erGle^chung//  = 0 ziehen  demnach  ganz 
entsprechende  der  Gleichung  //'=  0 nach  sich;  zugleich  mit 
jedem  der  in  §.  7 aufgezähltcn  Fälle,  welche  sich  auf  die 
Schnittcurve  der  beiden  Flächen  A und  B beziehen,  findet 
ein  anderer  statt,  den  man  aus  ihm  durch  dualistische  Ueber- 
tragung  erhält  und  der  sich  auf  die  denselben  Flächen  A und 
5 umschriebene  abwickelbare  Fläche  bezieht. 


Heidelberg,  im  December  1867. 


XVII. 

Ueber  magnetische  Fernwirkung  elektrischer  Ströme 

und  Stromringe. 

Von 

Ejul  Weyk, 

ord.  Hörer  am  poljtecbniachen  Institut  zu  Prag. 


Dieselben  Vortheile,  welche  das  Massenpotential  bei  Betrachtung  der 
Wechselwirkung  materieller  Systeme  darbietet,  ergeben  sich  bei  der  Ver- 
wendung des  magnetischen  Potentials  für  die  Untersuchung  der  Fern- 
wirkungswoise  elektrischer  Ströme  und  Stromsysteme. 

Das  magnetische  Potential  ist,  wie  das  Potential  der  Massen,  eine 
Function,  deren  Ableitung  nach  einer  Richtung  die  Wirkungscomponente 
nach  dieser  Richtung  hin  angiebt;  ausserdem  stehen  beide,  nämlich  das 
Massenpotential  und  das  Strompotential,  in  mannichfachen  gegenseitigen 
Beziehungen,  so  z.  B.  auch  in  der,  dass  beide  die  partielle  Differential- 
gleichung 

erfüllen. 

Das  Strompotential  wurde  bisher  gewöhnlich  aus  dem  Massenpotential 
abgeleitet,  indem  man  sich  dabei  auf  das  Ampcre’sche  Theorem  von  der 
Aequivalenz  elektrischer  Ströme  und  der  von  ihnen  umgrenzten  transversal- 
magnetischen  Flächen  stützte. 

Wie  ich  nun  in  einem  Aufsätze*)  gezeigt  habe,  ist  dieses  Theorem, 
ausser  in  dem  speciellen  Falle,  wenn  sowohl  der  Strom,  als  auch  die  trans- 
versal - magnetische  Fläche  eben  ist,  nicht  gütig,  weshalb  ich  mir  im  An- 
fänge dieser  Arbeit  eine,  von  der  Betrachtung  transversal* magnetischer 
Flächen  unabhängige  Entwickelungsweise  des  Strompotentials  anzugeben 
erlaube. 


*)  Novemberlieft  der  Sitzungsheriehte  der  kaiscrlicljeii  Akiidemie  der  Wissen- 
schaftcu  in  Wien,  1867. 
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Um  die  Untersuchung  so  allgemein  als  möglich  führen  zu  können,  war 
es  nöthig,  den  Begriff'  eines  Elenientarstroines  dahin  zu  erweitern,  dass 
derselbe  nicht  eben  zu  sein  brauche,  und  seine  Fernwirkungsweise  zu  be- 
stimmen. 

Ich  könnte  wohl  ohne  Weiteres  von  den  bekannten  Grundgleichungen 
für  die  lirei  Componenteu  der  Fernwirkung  eines  elektrischen  Stromes  aus- 
gehen; des  Zusammenhanges  und  der  Vollständigkeit  wegen  möge  es  mir 
jedoch  erlaubt  sein,  dieselben  aus  dem  Gesetze  der  elektromagnetischen 
Action  in  Kürze  abzuleiten. 


I. 

Lst  ds  das  Bogenelement  einer  geschlossenen  Linie  6’,  durch  w’elche 
ein  elektrischer  Strouj  von  der  Intensität  1 geleitet  wird  und  .V  ein  Funkt, 
in  welchem  das  nordmagnetische  Quantum  1 concentrirt  ist,  so  wirkt  be- 
kanntlich ds  auf  M mit  der  Kraft 

ds  . sind 
■ ’ 

wobei  R die  hlntfernung  des  magnetischen  Punktes  von  dem  Stromelementc 
und  0 den  Winkel  bedeutet,  welchen  R mit  ds  einscliliesst. 

üie  Richtung  der  Kraft  steht  senkrecht  auf  der  durch  d/  und  ds  geleg- 
ten Ebene  und  wird  durch  die  Ampere’ sehe  Regel  näher  bestimmt. 

Würde  die  Stromintensität  i und  die  in  M vorhandene  magnetische 
Quantität  m sein,  so  hätte  man  den  obigen  Ausdruck  noch  mit  mi  zu  niul- 
tipliciren. 

Bezeichnet  man  die  Coordinateu  von  ds  mit  ar,  y,  ^ , jene  von  M mit 
CK,  ß,  y und  die  Projectiouen  von  ds  auf  die  drei  Axon  mit  dar,  dy,  dz,  so 
haben  die  Richtimgscosinus  cusk,  cosy,^  cosv  der  Kraft,  weil  die  Richtung 
dieser  Kraft  auf  der  Ebene  von  R und  ds  senkrecht  steht,  die  Werthe; 


yU 

cos  k = 

■± 

V R 

1 ds 

\ R 

/ 

/ 

d s 

sin  0 

1 

y) 

dar 

Ar- 

dz 

cos  jU  = 

\ R 

) 

ds 

V 

J 

Kis 

sin  0 

AV- 

“'1 

fy- 

ß' 

k dar 

cos  V — 

± 

V 

) 

' ds 

\ R 

J 

' d7 

sin  0 

4 

Das  obere  oder  untere  Zeichen  der  Cosinus  ist  zu  nehmen,  je  nachdem  die 
Kraft  die  eine  oder  die  direct  entgegengesetzte  Richtung  besitzt,  was  wie- 
der von  der  Richtung  des  die  Ourve  durchfliessonden  Stromes  abhängt. 

Die  drei  Kraftcomponenten  haben  demzufolge  die  Werthe  : 
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ax-±  , 

rf K=  4-  G'g— 

- 


Die  Kraftcomponenten  des  ganzen  geschlossenen  Stromes  sind  daher:  . 


wobei  man 
zu  setzen  hat. 


I'=± 

2=  + 


/ 

/ 

I 


ö_“"  y) 

“ i?»  - » 

(r — y)  r/o: — (x — a)rfz 

{x—€t')dy  — (y—ß)  (Ix 
Ä» 


Ist  der  Strom  eben,  d.  h.  liegt  er  ganz  in  einer  Ebene,  und  bringt  man 
ihn,  ohne  seine  Ebene  uinzuwendon,  in  die  A'F- Ebene,  so  ist  dann  das 
obere  Zeichen  zu  nehmen,  w^enn  eine  im  Strome  schwimmende  menschliche 
Figur,  gegen  die  von  ihm  begrenzte  Fläche  blickend,  die  +z- Axe  zur  rech- 
ten Hand  behält.  Ist  die  Richtung  des  Stromes  die  entgegengesetzte , so 
gilt  das  untere  Zeichen.  ' 


II. 


Wenn  man  auf  irgend  einer  Fläche  um  einen  Punkt  herum  eine  ge 
schlossene  Linie  von  verschwindender  Länge  beschreibt  und  sie  als  die 
Leitlinie  eines  Stromes  betrachtet,  so  nennt  man  einen  solchen  Strom  einen 
Elementarstrom,  vorausgesetzt,  dass  in  dem  betrachteten  Punkte  der  Fläche 
keine  Singularität  (etwa  eine  Spitze  u.  s.  w.)  verkommt. 

Um  für  einen  solchen  die  Fernwirkungscomponenten  zu  bestimmen, 
verlegen  wir  den  Coordinatenanfang  bei  parallel  bleibenden  Axen  in  den 
angegriffenen  Punkt  M.  Demzufolge  erhält  man  für  die  drei  Componenten: 


wobei 

ist. 


A'=  + 
}’=± 
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j 


Betrachten  wir  nun  z.  B.  die  Compouente  Z,  so  lässt  sich  das  Integral 

l*x  (iy—y  äx 

leicht  auf  folgende  Art  entwickeln. 

Bezeichnet  man  die  .t«/- Projection  von  Ji  mit  r und  den  Winkel,  wel- 
chen r mit  der  x-Axe  cinschliesst,  durch  <p  , so  ist: 

r’  = .r*  y ’ = * — 2*, 

y 


g)  = arc  lang  — , 

X 


somit 


X dy — y dx=r^  dtp 

und  folglich  das,  einem  Stromelemente  zugehörige 

— w 

Legt  man  durch  die  Endpunkte  dieses  Elementes  und  durch  die  t-Axe 
zwei  Ebenen,  so  schliessen  diese  unter  einander  den  Winkel  dtp  ein  und 
werden  auf  der  Stromeurve  ein  zweites  Element  abschneiden , in  welchem 
der  Strom  die  entgegengesetzte  Richtung  hat,  für  welches  also  dZ  negativ 
zu  nehmen  ist,  und  zwar  in  der  Grösse 

X 

{It  + öJlf  ’ 

wenn  6r  und  6 /{  die  diesem  üebergange  entsprechenden  Zuwächse  von  r 
und  R sind.  Der  Theil  des  Integrales  also,  welcher  von  den  beiden  Ele- 
menten lierrührt,  welche  durch  die  z\vci  die  z-Axe  enthaltenden  Ebenen 
heransgeschnitten  werden,  ist: 


4- r , 


/ 

oder  wenn  man  bis  auf  unendlich  kleine  Grössen  zweiter  Ordnung  geht 

■3 r’  ö R 2r  6 r 


d Z—  H“ 


Nun  ist 
also 

Sei 


L R*  J 


dtp. 


ÖR  = 


R 


die  Gleichung  der  Fläche,  auf  welcher  sich  der  Elementarstrom  befindet, 
.so  ist 

Sz  — p.öx-{-(j.6yy 

mit  p und  7 die  Ableitungen  von  z nach  x und  %J  bezeichnet. 
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Nun  geschieht  der  Uebergang  in  einer  durch  die  z-Axe  gehenden 
Kbeno,  welche  mit  der  x Axe  den  Winkel  9 eiu.schliesst. 

Es- muss  also 


dx  = ör . cos q>  = ör. 
d t/  — (i  r , sin  qj  = 6 r . 


X 

r 

y 


und  somit 


öz^  — {px~\-qy) 
r 


sein. 


Denkt  man  sich  im  Punkte  (or,  y,  z)  an  die  Fläche  die  Tangentialebene 
gelegt  und  fällt  von  ;)/  auf  dieselbe  das  Perpendikel  /,  so  ist  bekanntlich 

folglich 

.r  -p  y y = z — /^l  -Pp*  + y* , 

oder,  wenn  man  den  Winkel,  den  i mit  der  z- Axe  bildet,  durch  v bezeichnet : 

t 


;)a.-  + yy  = z — 


cos  V 


daher 


'4 

r L rosvj 


Setzt  man  den  Werth  für  Sz  in  die  Gleichung  für  dÄ,  so  erhält  man 

zt  ~~ 


$ r 

6R=— 

r 


Ä*- 


cosv 


R 


und  somit,  wenn  man  substituirt 

dZ=  + 1 r 6r  .dq>, 

— |_  Ir  cos  V J 


daher: 


Da  die  Ausdehnung  eines  Elementarstromes  unendlich  klein  ist,  so 
kann  man  für.r,y,  z die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  der  von  dem 
Strome  umflossenen  Fläche  setzen  und  sie  als  constant  betrachten ; t ist 
dann  das  von  M auf  die  diesem  Punkte  zugehörige  Tangentialebene  ge- 
fällte Perpendikel  und  v der  Winkel,  welchen  l mit  der  z-Axe  bildet. 
Demzufolge  wird: 
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Das  Integral 

I I r . dr  . d cp 

ist  aber  nichts  Anderes  , als  die  o;y- Projectiou  der  von  dem  Strome  um- 
flossenen Fläche.  Wenn  wir  also  letztere  mit  f bezeichnen  und  beachten, 
dass  sie  unendlich  klein  ist: 


und  folglich 


und  ebenso 


/* **)  /*  ^ 

j J r . Sr  . d cp  = f cos v 


'=+/■[ 


Pros  V 

3f2l 

L Ä" 

J’ 

fco^A 

3fa*1 

IJF 

ÄU’ 

I" cos  fl 

wenn  il  und  p.  die  Winkel  sind,  welche  t oder  die  in  y,  z auf  die  Fläche 
errichtete  mit  ( gleichsinnige  Normale  mit  der  x-  und  y-Axe  bildet. 

Giebt  man  dem  Coordinatensystem  wieder  die  allgemeine  Lage,  so  wird : 


cosk 

3 / (a:  — a) 

cosp 

3i{y-ß) 

' cos  V 

3<(2-y)' 

A’ 

'} 


Das  Perpendikel  l ist  bestimmt  durch  die  Gleichung 

I = (.r  — «)  cos  A -p  (y  — /3)  cos  u -p  (?— y)  cos  v. 
Aus  der  letzteren  ergiebt  sich : 


cos  A.  = — 
cosp= 


li 

da' 

dt 


cos  l»  = 


dß' 

dl 


Es  ist  jedoch 


3 {x — a) 


-f-') 

3«\ ffV’ 


•)  Dieselben  Ausdrücke  findet  man  für  einen  ebenen  Elementarstrom  in  ähn- 
licher Weise  in  Karsten ’s  Encyelopädic  der  Physik“  XIX.  Bd.  entwickelt, 
pag.  235  und  281. 

**)  Ich  glaube  diesen  allgemeineren  Formeln  vor  den  vorhergehenden  des- 
halb einen  Vorzug  geben  zu  müssen , weil  ihre  Form  sie  sofort  als  Differential- 
quotienten des  Potentiales  zu  erkennen  giebt. 

Zeitschrift  f.  Mnthcmalik  n.  Physik.  XIII,  5.  20 
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K ^ * A • 


Daraus  folgt : 


{ L\ 

//••  a^JvW’ 

li'  • a)•\^^/■ 

•'“+0«VW’ 


r-. 


Man  kann  also  die  drei  Componenten  der  magnetischeu  Fernwirkung  eines 
Elementarstromes  als  partielle  Ableitungen  der  Function  : 

^■-+-L 

1- 

nach  den  drei  Coordinaten  a,  ß,  y betrachten.  Es  wird  daher  diese  Func- 
tion das  magnetische  Potential  des  Elementarstromes  genannt.  Diese 
Function  genügt,  so  wie  das  Massenpotential  der  Lapl  ace’schen  Differen- 
tialgleichung: 

.4*  ?r==o, 

wovon  man  sich  durch  wirkliches  Differentiiren  überzeugt. 

Es  lässt  sich  nun  sehr  leicht  nachweisen  , dass  man  einen  Elementar- 
strom der  Wirkung  nach  durch  ein  magneti.schcs  Element  ersetzen  kann. 

Denkf  man  sich  nämlich  im  Punkte  (x,  y,  :)  einen  Magnetpol  von  der 
Intensität  ^ m und  in  einem  auf  der  mit  / gleichsinnigen  Normale  im  Ab- 
stande dn  gelegenen  Punkte  den  gleich  intensiven  entgegengesetzten  Pol, 
so  bilden  beide  zusammen  ein  magnetisches  Element  mit  dem  Momente 

m . d n. 

Das  Potential  des  ersten  Poles  ist 

lfm 


JL 

H 


und  jenes  des  zweiten 


4- 


m 


und  somit  das  Potential  des  magnetischen  Elementes; 


+ Ä*' 


Nun  ist  jedoch 


ö/i 


ön  . t 


folglich  das  l’otential  des  magnetischen  Elenientes 
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M«n  sieht,  dass  dieses  identisch  wird  mit  dem  des  Elemeutarstromes 
von  der  Intensität  « , wenn 

• if=m.Öu 

wird,  d.  h.  wenn  das  inaj^netische  Moment  des  Elementes  gleich  ist  jenem 
des  Elementarstromes. 

Man  kann  demnach  den  Elcmentarstrom  durch  ein  solches  Element 
ersetzen  und  umgekehrt. 

Wie  man  sich  leicht  überzeugt,  ist  hierbei  die  Lage  der  Pole  des  Eie* 
mentes  eine  solche , dass  eine  im  Strome  schwimmende  menschliche  Figur, 
gegen  das  Element  blickend,  den  Nordpol  zur  Linken  hat. 

Um  das  magnetische  Feld  eines  Elementarstroraes  und  des  ihm  äqui- 
valenten magnetischen  Elementes  zu  untersuchen,  wollen  wir  die  im  Punkte 
Fläche  gezogene  Tangentialebene  zur  Ebene  derxy  ■ und  die 
Normale  zur  z-Axe  nehmen.  Dann  wird: 


x = 0, 
y—0, 
2=0, 

und  folglich  das  Potential : 

y?»’ 

Die  Gleichung  der  NiveauHächen  ist: 

JV=  cofisl. 


und  für  unseren  Fall,  wenn  wir  den  Factor  in  die  Constante  hinein- 
ziehen, 

yc*  = (o’+/3’4-y*)s. 

Aus  dieser  Gleichung  der  Niveanflächen  sieht  man,  dass  dieselben 
Rotationsflächen  sind,  deren  Axe  die  Normale  ist.  Die  Gleichung  ihres 
Meridians  ist: 

yc*= 

oder,  wenn  man  Polarcoordiuaten  einführt: 

sinep. 

Die  Analysis  der  Gleichung  der  Niveauflächen  lehrt,  dass  dieselben 
durch  die  Coordinatenebenen  symmetrisch  getheilt  werden,  dass  alle  im 
Punkte  (ar,y,  z)  die  a:j/- Ebene  (d.  i.  die  Ebene  des  Elementarstromes)  inflec- 
torisch  berühren  und  die  z-Axe  überdies  zweimal  unter  rechten  Winkeln 
durchschneiden.  Ferner  sind  alle  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  in  Bezug 
auf  den  Punkt  {x^y^z)  als  Aehnlichkeitscentrum.  Ganz  dasselbe  gilt  von 
den  Meridianen  der  Niveauflächen,  den  Niveaulinien. 
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Dieselben  bilden  Achtcrlinien , deren  Doppelpunkt  der  Coordinaten- 
anfnng  ist  und  welche  die  Z-Axo.  zur  Axe  haben.  Aus  der  Gleichung: 

/•*  = c*  sin  (p 

ergiebt  sich  eine  sehr  einfache  Construction  für  diese  Meridiane. 

Ist  nämlich  die  Ebene  eines  solchen  Meridians  (siehe  d.  Taf.), 

dessen  Parameter  c ist,  und  man  will  Punkte  desselben  bestimmen,  so  be- 
schroibe  man  aus  0 den  Kreis  A'  mit  dem  Radius  c und  über  OB=c  als  ^ 
Durchmesser  den  Kreis  IC,  Um  nun  die  auf  dem  Leitstrahle  OS  liegenden 
Punkte  des  Meridians  zu  finden,  mache  man  OT-^OS  und  beschreibe 
über  jM  N als  Durchmesser  einen  Kreis,  welcher  den  Strahl  OS  in  P,  und  1\ 
schneidet;  so  sind  P,  und  P*  Punkte  des  Meridians. 

Denn  es  ist: 

0 Pj*  = 0 P,*  — r’  — 0 .4/  . (f  N = c . csin  = c^sin  (p. 

Da  alle  Meridiane  in  Bezug  auf  0 ähnlich  und  ähnlich  gelegen  sind, 
so  kann  man  aus  einem  Meridiane  alle  übrigen  ableiten. 

Weil  die  Niveauflächen  Rotationsflächen  sind,  so  sind  die  Kraftlinien 
ebene  Curven,  deren  Ebenen  durch  die  c-  Axe  gehen,  und  zwar  sind  sie 
deshalb  die  orthogonalen  Trajectorien  der  Meridiane  der  Niveauflächen. 

Die  Gleichung  der  letzteren  war: 

r*  = c*  sin  tp , 

daher  ihre  Differentialgleichung: 

2 dr  — r . cotq> . d<p  — 0 

und  somit  die  Differentialgleichung  der  Kraftlinien 

dr  . cot <p  2r  . dep  = 0 , 
woraus  sich  durch  Integration  ergiebt : 

r = Cf  cos*  q) , 

welches  die  Gleichung  der  Kraftlinien  ist. 

Aus  derselben  ergiebt  sich  folgende  einfache  Construction  der  Kraft- 
linien: 

Man  beschreibe  aus  0 mit  c,  als  Radius  den  Kreis  II  (siehe  d.  Taf.) 
und,  um  die  dem  Leitstrahle  OS  entsprechenden  Punkte  der  Kraftlinie  zu 
finden,  mache  man  jV,  0,  und  parallel  zu  O^und  P,  P,  und  QtPf  senk- 
recht auf  OSf  so  sind  I\  und  I\  zwei  Punkte  der  Kraftlinie. 

Denn  cs  ist: 

O Pf  — 0 r = 0 Q . cos  <p  — Cf  cos  cp  . cos  qp  = Cj  cos*  qp. 

Für  qp  = 0 und  (p  — n wird: 

r = c,, 

also  sind  P,  und  />*  auch  Punkto  der  Kraftlinie. 

Die  Untersuchung  der  Gleichung  der  Kraftlinien  zeigt,  dass  alle  in 
einer  und  derselben  durch  die  ^-Axo  gehenden  Ebene  liegenden  Kraft- 
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linicii  durch  0^  und  0^  symmetrisch  gethcilt  werden  und  alle  in  0 die  Axo 
inflectorisch  berühren  und  überdies  noch  zwei  Mal  die  Axo  unter  rechten 
Winkeln  durchsebneiden.  Sie  bilden  ein  System  von  Achterlinien,  welche 
in  0 ihren  Doppelpunkt  haben  und  deren  Axo  die  |-Axe  ist. 


III. 


Die  Resultate,  welche  sich  aus  der  Betrachtung  eines  Elementarstro- 
ines  ergeben,  lassen  sich  sofort  auf  einen  endlichen  Strom  .V  übertragen. 

Legt  man  nämlich  durch  S eine  Fläche  F,  deren  einzige  Begrenzung 
F bildet,  und  zerlegt  man  nun  F in  unendlich  kleine  Flächcnelemente , so 
kann  man  sich  jedes  derselben  von  einem  mit  S gleichgerichteten  und  gleich 
intensiven  Strome  umflossen  denken.  Die  Gesarmnt Wirkung  dieser  Ele- 
mentarstromo  ist  dann  offenbar  identisch  mit  jener  des  Stromes  S,  da  sich 
die  ausserhalb  S liegenden  Elcmentnrstrüme  ihrer  entgegehgesetzten  Rich- 
tung w egen  der  Wirkung  nach  aufheben. 

Das  Potential  eines  dieser  Elementarströme,  w-elcher  die  Fläche  ti f 
umtliesst,  ist  nach  Früherem: 


— df.  t 

+ jp  ■ 


Das  Potential  des  ganzen  Stromes  S ist  also: 


iV 


Das  doppelte  Zeichen  ist  zu  dom  df  zu  rechnen  und  richtet  sich  nach  der 
Lage  von  df  und  der  Richtung  des  df  umkreisenden  Elementarstroiues. 
Denkt  man  sich  jeden  der  Elementarströme  durch  das  ihm  äquivalente 
magnetische  Element  ersetzt,  und  rechnet  man  die  Axenrichtung  desselben 
vom  Nordpole  nach  dem  Südpolo  als  positiv,  so  ist  das  obere  Zeichen  dann 
zu  nehmen  , wenn  die  Axenrichtung  des  magnetischen  Elementes  mit  jener 
von  t übereinstimmt,  und  das  untere,  wenn  diese  beiden  Richtungen  ent- 
gegengesetzt sind.  Wenn  wir  also  f als  positiv  oder  negativ  rechnen,  je 
nachdem  cs  mit  der  Axe  des  betrefleuden  Elementes  dieselbe  oder  die  ent- 
gegengesetzte Richtung  hat,  so  kann  man 


schreiben. 

Die  drei  Wirkungscomponenten  sind  dann; 


djF 

da  ’ 


1 = 


d fr 


dß^ 


d fr 

äy- 
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Es  braucht  nicht  bemerkt  zu  werden,  dass  auch  das  Potential  eines 
geschlossenen , endlichen  Stromes  der  Gleichung 

genügen  muss. 


Dem  Integrale 


rdf_A 

J /?’ 


kann  man  eine  bemerkenswertlie  Deutung  geben. 

Es  ist  nämlich  — der  Cosinus  des  AV’inkels  d zwischen  dem  Leitstrahle 
R 

R und  der  in  df  auf  die  Fläche  errichteten  Normale,  letztere  in  der  Rich- 
tung vom  Nord  - zum  Südpole  des  äquivalenten  magnetischen  Elementes 
gezählt;  somit  ist  das  erwähnte  Integral  auch  gleich 

'^*df.  cosö 


/ 


n* 


Nun  ist  d/  .cosö  die  centrale  Projection  von  df  auf  die  mit  dem  Ra- 
dius li  aus  yl/  he.schriebene  Kugel,  und  somit  die  centrale  Projec- 

tion von  df  auf  die  aus  M mit  dem  Radius  1 beschriebene  Kugel. 

Der  Winkel  ö ist  entweder  für  alle  Punkte  der  Fläche  F spitz  oder 
überall  stumpf.  Dies  wird  dann  der  Fall  sein  , wmnn  sich  von  M an  F kein 
Berührungskegel  legen  lässt,  oder  wenn  der  aus  M über  S construirtc  Ke- 
gel die  Fläche  F (ausser  in  S')  nicht  schneidet. 


Dann  ist  das  Integral 


Fdf.  cos  ö 

J li^ 


der  Flächeninhalt  der  centralen  Projection  von  N auf  die  aus  .V  mit  dem 
Radius  1 beschriebene  Kugel. 

Es  kann  aber  auch  6 theils  spitz,  theils  stumpf  sein. 

Dies  wird  dann  eintreten,  wenn  sich  von  ZU  an  F ein  oder  mehrere  Be- 
rührungskegel legen  lassen.  Die  Borührungscurven  trennen  dann  jene 
Partien  ab,  in  welchen  der  Winkeid  ausschliesslich  spitz  oder  stumpf  ist. 
Wenn  man  in  diesem  F'alle  aus  M über  S als  Leitcurve  einen  Kegel  con- 
struirt,  so  wird  dieser  die  Fläche  F (ausser  in  S noch)  schneiden.  Oflfen- 
bar  werden  sich  die  Glieder  des  Integrales,  welche  sich  auf  die  ausserhalb 
dieses  Kegels  liegenden  Thcile  von  F erstrecken,  tilgen,  und  es  bleibt  nur 
das  Integral  über  den  Thcil  der  Fläche,  welcher  innerhalb  des  Kegels  liegt. 
Dies  giebt  aber  dem  Integral 

f*cü5Ö  . df 

if 

wieder  den  Werth  des  Flächeninhaltes  der  ( -entralprojection  von  S auf  die 
aus  .V  mit  1 beschriebene  Kugel.  Nennen  wir  diese  Fläche  so  hat  mau; 


/ 
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Aus  diesem  geht  sofort  klar  hervor,  dass,  wenn  man  das  Integral 


über  eine  geschlossene  Fläche  ansdehnt,  dasselbe  verschwinden  müsse. 

Da  man  ferner  durch  S unendlich  viele  Flächen  legen  kann,  so  lässt 
sich  W auf  unendlich  viele  Arten  darstellen,  und  man  sieht,  dass  das  über 
eine  Fläche  ausgedehnte  Integral 

räf.i 
.1  Ä» 


nur  von  der  Iiegre^l^ung  der  Fläche  abhängt  und  mit  dieser  gleichzailig 
verschwindet. 

Die  Niveauflächen  des  Stromes  S werden  durch  die  Gleichung 


= const. 

charakterisirt. 

Diese  Gleichung  kann  man  der  angegebenen  Auffassungsweise  des 
Potentials  gemäss  folgendermaassen  in  Worte  unisetzen: 

Eine  Niveaufläche  ist  jene,  von  deren  jedem  Punkte  aus  man  die 
Stromeurve  denselben  Flächeninhalt  einschlicssen  sieht. 

Um  die  Nützlichkeit  der  angeführten  Auffassungsweise  des  Potentials 
an  einem  Beispiele  zu  zeigen , soll  dasselbe  für  einen  Strom  bestimmt  wer- 
den, dessen  Eeitliuio  irgend  cin*Kegelschnitt  in  seiner  ganzen  Ausdehnung  ist. 
Um  das  Potential  zu  finden,  verwenden  wir  die  Gleichung: 

• + 

wobei  F die  Fläche  ist,  welche  die  centrale  Projection  von  S auf  die  aus 
M mit  dem  Radius  1 beschriebene  Kugel  einschliesst.  Um  diese  Central- 
projection  zu  finden,  hat  man  jeden  Punkt  des  iStromes  mit  M zu  verbinden 
und  den  Schnitt  mit  der  Kugel  zu  .suchen.  Die  Gesammtheit  der  Projec- 
tionsstrahlen  bildet  einen  Kegel  zweiten  Grades,  dessen  Schnitt  mit  der 
Kugel  die  Centralprojection  von  S ist.  Dieser  Schnitt  ist  nun  ein  sphäri- 
scher Kegelschnitt,  und  wir  haben  die  Aufgabe  aufzulögen:  die  Fläche  zu 
finden,  welche  dieser  .sphärische  Kegelschnitt  auf  der  Kugel  begrenzt. 
Zu  dem  Endo  denke  man  sich  ilas  Coordinatensystem  in  eine  solche  Lage 
gebracht,  dass  die  Ilauptaxen  der  Kegclfläche  zugleich  Coordinaten- 
axen  werden.  Werden  die  zwei  Parameter  des  Kegels  mit  A und  ju.  be- 
zeichnet, so  ist  seine  Gleichung: 

A*  X*  -}-  = 0 , 

und  die  Gleichung  der  Kugel: 

+ + 

Es  ist  somit  die  Gleichung  der  xy  - Projection  des  sphärischen  Kegelschnittes  : 
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folglich  diese  eine  Ellipse  mit  den  Axen: 

1 + A* 

Werden  die  Winkel,  welche  die  llauptschnitto  des  Kegels  mit  der 
r- Axe  bilden,  mit  A und  li  bezeichnet,  so  hat  man: 

X =c  cot  A , 

fx  = cot  D,  ^ 

daher  die  Gleichung  der  .r y - Projection  auch: 

sifi^  A ' sin‘  R ’ 

80*dass  sin  A und  sin  R die  beiden  Axen  der  Ellipse  sind. 

Heisst  p der  Hadiusvector  in  der  ary- Ebene , so  ist  das  Differential  der 
Kugelfläche: 

oder,  da 

/ A 

‘ = P 1 — ? 

« 

ist,  so  hat  man  für  die  Fläche  des  sphärischen  Kegelschnittes: 


/*/>.  dp  .(i(jp 


welches  1 toppe.lintegral  über  den  ganzen  Flächenraum  der  Ellipse 


--  . .y* . 

sin*  A sin*  R 


--  \ 


auszudehuen  ist. 

Nach  p kann  die  Integration  durchgeführt  werden,  und  zwar  hat  sie 
von  0 bis  r zu  geschehen  , wenn  r der  dem  Winkel  q)  zugehörige  Kadius- 
vector  der  Ellipse  ist. 

Man  erhält  demnach 

n V 7t 

/''=;r  I*  [ \ — y i — r*^  (I  qp  = 2n  — j'y'l  — r* . dq>. 

Führt  man  die  exc<*ntrische  Anomalie  co  ein,  so  hat  man: 

.t'  ==  sin  A . cos  tü , 
y = $in  R . sin  w , 

/sin  R\ 

(p  = arc  taug  ^ ^ J • > 


demnach 


und 


</co 


d(p  = sin/i  . sin  R . y-  

svr  A cos*  to  -p  sttr  R snr  to 

r*~x*  -p.y*  — A . cos*o)  + sin*  R . sin*  w, 
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sonach : 


F=2n  — sin  A , sin  B 


2n 

J- 


'rf  w — {sin*  A cos*  to  -|-  sin*  Bsin*  co) 

sin*  A cos*  (0  + sin*  B sin*  cd 


Wenn  man  anuimmt,  dass  A der  kleinere  von  den  beiden  Winkeln  A und 
B ist , so  setze  man : 

sin*  B — sin*  A 

= h, 


sin*A 
sin*  B — sin*  A 


cos*  A 


= k*. 


Nun  kann  F leicht  auf  die  Form  gebracht  werden  : 

if 

2 


n 

2 


F = 2n  — 


4sm  Asin  B | 

r * . 

r - / 

r.  1 

cos  A 1 

L sin*  aJ 

’ (1 w)  (w . /f)  ^ 

A{(o.k)  J 

0 0 

Oder  wenn  man,  wie  üblich,  mit  //<,  das  vollständige  elliptische  Integral 
dritter  Art  in  der  Form  von  Legendre  und  mit  K das  vollständige  ellip- 
tische Integral  erster  Art  für  k als  Modulus  und  h als  Parameter  bezeichnet: 


F~  2 7t  — 4 lang  A . sin  B 


Diese  Gleichung  ist  jedoch  nicht  mehr  gütig,  wenn  der  Punkt  M in  die 
Stromebeno  hineinfällt,  weil  dann  der  Kegel  eine  Ebene  wird.  Dieser 
Fall  lässt  sich  jedoch  unmittelbar  sehr  einfach  erledigen,  und  zwar  kann 
zweierlei  zutreffeu.  Entweder  fällt  der  Punkt  ausserhalb  der  vom  Strome 
umflossenen  Fläche,  dann  ist  sofort: 

F = 0, 

oder  aber  er  fällt  innerhalb  dieser  Fläche;  dann  ergiebt  sich: 

F=27t] 

denn  im  ersten  Falle  schneidet  der  Kegel  die  Kugel  in  einer  nicht  ge- 
schlossenen Linie  und  im  zweiten  I'alle  in  einem  grössten  Kreise. 

Das  Potential  ist: 

27t  -|-  4 Uing  A sin  — Ä’  1 . 

' — A -J 

Ich  lasse  nun  eine  Entwickelung  des  Potentials  resp.  der  sphärischen 
Fläche  F nach  Kugelfuuctionen  folgen. 

Bezeichnet  man  die  Grösse 


mit  z,  so  ist 


sin*  A . cos*  (ü  -|-  sin*  B . sin* « 

2 

'/ 


F —271  — sin  A sin 


2« 

dbi  ,}/l  — z 

. ^ 

z 


Entwickelt  man  nun  j/ 1 — z nach  Potenzen  von  c,  so  findet  ma  sehr  leicht 
die  Gleichung : 
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- 1 - ‘ "üü)  .« 

' 1 2n-l  (2”/7(/i)]'  ’ 


suimt: 


•2  » 2 Ä 

f'=27t  — sifi  Asin  B i ~ -f-  ^ ^ — r / </w  . c"  “ 


Nun  ist  aber 
2«  ln 


2«  2«  Jtt 

/Vo) /*  _1  /*  ^/(2<ö) 

. t)  z J sin*A  CüS^  0)  + s/«*  sj/j*  o)  ,/  -■/  -4-  s///*  Z/ — cos  2 co  rs»«*  B — sin*A') 

HO  •»  ^ 


somit : 


= 2 . 


2 rr 


2 7T 


yl^siri^  A + s»^*  jP)*  — (.sm*  Z>  — s//<*  ./)*  -4  s/w  />' 


'ln 

1 II r*>/A  /* 

F^sinAshiB  2T / rfo>.:"-’. 

1 2«-l[2 


Es  ist  nun : 
2« 


n 


f" 

0 


0)  . z”  ~ * 


= ^ f (s»Vi*  A cos*  0)  + si/j*  . süi*  öj)"~  * . 0), 


oder,  wenn  mau  2a>  = g)  setzt,  gleich 


n n — I 


— / süi*  ^ -|-  si/4*  B — cus  (p  (^sin^  B — sm*  A) 


(i(f] 


setzt  mau  jedoch ; 


s//j*  A s/;<*  />  = ^ j* , 
s/Vi*  B — sm*  J = g]/x^  — I , 


so  wird : 


2n 


Da  jed  och : 


J c”  ^ ( x— [/V— l cosqp)”  \/(}5. 

0 ""  0 

7T 

I y * 

— / (j' — Y — I rosgri)"”*  f/qf) 

7f  »/ 


•in 

y7io"~’ 

2”--  <»., 


die  (u  — 1)'^  Kngelfnncliun  für  das  Argument  .c  ist,  so  folgt  daraus: 

-1) 

(A) 

Aus  den  zwei  vorhergehenden  Gleichungen  ergieht  sich  scifort: 

. S/w*  A -f"  •’'''**  Z? 

2 sin  A sin  B ' 
g ~'Z  sin  A sin  B y 
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somit : 


2lt 


I*  (0  = 2 7f  (sifi  A sin  B)’' “ ' 


- J) 


iinil  folglich ; 


>r) 


F = 2nS'  ji” ~ ’ ^ 


2«-l  [2" //(«)]*  • 

Das  Potential  endlich  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung: 

W = ^ F. 

Da  ebene  Ströme  von  besonderem  Interesse  sind,  so  will  ich  nun  zu  der 
Betrachtung  ihres  Potentials  im  Allgemeinen  übergehen. 

Legen  wdr  den  ebenen  geschlossenen  Strom  so  in  die  .ry- Ebene,  dass 
eine  in  ihm  schwimmende  menschliche  Figur,  ins  Innere  der  von  ihm  um- 
flossenen Fläche  blickend,  die  c-Axe  zur  linken  Hand  hat  und  machen  die 
Annahme,  dass  seine  Leitcurve  sich  nirgends  selbst  durchschncide , so 
bietet  sich  zur  Bestimmung  des  Strompotentials  sofort  das  von  der 
Stromcurve  umflossene  Stück  der  a:y- Ebene  dar. 

Wenn  wir  das  Integral 

"df.t 


f- 


auf  diese  Fläche  beziehen,  so  ist  für  alle  Funkte 


somit: 


Denkt  man  sich  die  Stromcurve  als  die  Basis  eines  zur  c-Axe  parallelen 
Cylinders,  so  hat  das  Potential  innerhalb  desselben  eine  andere  Form  als 
ausserhalb. 

Offenbar  wird  für  alle  Punkte,  welche  innerhalb  des  C}»linders  liegen, 
die  - Projection  in  den  von  dem  Strome  umflossenen  Theil  der  a:y- Ebene 
fallen,  wogegen  für  ausserhalb  liegende  Punkto  diese  Projection  ausserhalb 
der  Stromcurve  liegt. 

Der  Kürze  halber  möge  dieser  (’ylinder  der  Sfromcylinder  heissen. 
Betrachten  wir  nun  den  Punkt  3/,  auf  welchen  sich  das  Potential  be- 
zieht, und  legen  wir  der  Einfachheit  wegen  diez-Axe  durch  denselben. 
Dann  wird : 

Cf  = 0 , 

(5  = 0, 

folglich : 

ß»  = .T*  -1-  y®  -p  y® , 

oder,  wenn  wir  die  .ry  - Projection  von  R mit  q bezeichnen: 

= p' + /. 

Dabei  ist  q von  der  .i*y-  Projection  iVj  des  Punktes  M gerechnet. 


4^0 
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Heisst  ferner  g?  der  Winkel,  welchen  mit  einer  beliebigen  durch 
in  der  ary- Ebene  gezogenen  Axe  bildet  (gezahlt  in  der  angegebenen  Strom- 
richtung), so  ist: 

df~q.dq.d(p, 

folglich : 


*Q  . d Q . dtp 

17+7]T' 


Stellen  wir  uns  nun  die  Aufgabe,  dieses  Doppelintegral,  welches  sich 
auf  den  vom  Strome  umflossenen  Theil  der  a:y- Ebene  bezieht,  in  ein  ein- 
faches zu  verwandeln,  das  sich  über  die  geschlossene  Stromeurve  selbst 
erstreckt. 

Da  hat  man  nun  die  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  nämlich  M inner- 
halb oder  ausserhalb  des  Stromcylinders  liegt. 

Liegt  erstlich  M ausserhalb  des  Stromcylinders,  so  liegt  4/,  ausserhalb 
des  Stromes  »S;  dann  schneidet  jeder  durch  gezogene  Leitstrahl  die 

Stromeurve  in  Punkten  von  einer  geraden  Anzalil.  Sie  mögen  1,2,3 2n 

und  die  ihnen  zugehörigen  Wertho  \on  q . . . . r^„  heissen.  Führt  man 
nun  in  IV  die  Integration  nach  q aus,  so  hat  man  von  r,  bis  r, , von  bis 
u.  s.  w.  zu  integriren  und  erhält : 


Ist  nun  ds  ein  Stromclemeiit  (in  der  Stromrichtuiig  gezählt)  und  0 der 
Winkel,  welchen  dasselbe  mit  seinem  Leitstrahle  r einschliesst  (welcher 
Winkel  alle  Werthe  von  0 bis  'ln  annimmt),  so  hat  man: 


und 


r . dtp  ~ ds  . sin  d 

, ds.sinO 
dtp  = . 


Mau  w'ird  cinsehen,  dass  bei  der  angegebenen  Zählung  des  Winkels  qp 
in  den  Punkten  1,3,5...  die  Richtung  des  wachsenden  tp  jener  des  wach- 
senden s entgegengesetzt  ist,  während  beide  in  2,  4,  Ö...  gleich  sind. 

. Für  die  ersten  Punkte  ist 

ds  sin  0 

dtp  =■ 

r 

und  für  letztere 

ds  . sin  0 
dtp  — . 


Dies  berücksichtigt,  erhält  man  für  /F  sofort  den  Werth: 

/*  ds  . sin  f) 

" -’J 
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wo  sich  unn  das  Integral  über  die  geschlossene  Stroincurve  zu  erstrecken 
hat,  und  r die  Entfernung  eines  Punktes  des  Sti'omes  von  der  x y-Projec- 
tioii  d/i  des  Punktes  M bedeutet,  auf  welchen  sich  das  Potential  bezieht. 

Bezeichnet  man  mit  }>  das  von  Af,  auf  die  'l'angente  der  Stroincurve 
gefällte  Perpendikel  (welches  -p  oder  — ist,  je  nachdem  seine  Richtung 
mit  der  der  äusseren  Normale  der  Stroincurve  übereinstimmt  oder  ihr  ent- 
gegengesetzt ist),  so  ist: 


also  auch 


y 


ds  . p 


Liegt  zweitens  der  Punkt  iM  innerhalb  des  Stromeylinders , also  Af, 
innerhalb  <S,  so  schneidet  jeder  durch  d/,  gezogene  Leitstrahl  die  Stro.m- 
curve  eine  ungerade  Anzahl  — mal,  z.  B.  in  den  Punkten  l,2,3...(2w  — l).' 

Führt  man  die  Integration  nach  q abermals  aus,  so  hat  man  von  0 bis 
r, , von  Tj  bis  Tj  u.  s.  w.  zu  integriren  und  erhält: 


oder,  da  die  Integration  nach  <p  in  diesem  Falle  ofl'enbar  von  0 bis  27t  ge- 
schehen muss: 


2 Jt 


If  ' = — 2 75  “p  y / d (V  — 3ir:=;  ~p  ~ r — — — -p  — - — , . . *1  , 


oder  da  hier  für  die  geraden  Indiens: 


drp=  — -- 


ds  . sind 


und  für  die  ungeraden 


dq>  = 


ds  , sin  0 


r 


ist: 


oder ; 


fV 


* ds  , sin  ß 


/•  ds  .$ 

^=-2a:-Py  f — ^ 
J rVr* 


ds  ,p 

'WtF 

Wenn  wir  also  das  über  die  ganze  Stromeurve  ausgedehnte  Integral: 


y*  ds  . p 
r^j/r^  4-  y* 


r*  + y' 

mit  ü bezeichnen,  so  ist  für  ausserhalb  des  Stromeylinders  liegende  Punkte 

}f'=yU 
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uud  für  innerhalb  liegende  Punkte: 

W^-'ln-^yU. 

Wenn  man  somit  von  Aussen  in  den  Stroincylinder  oder  umgekehrt 
übergeht,  so  ändert  sich  der  Werth  des  Potentials  um  2n. 

Liegt  der  Punkt  M in  der  Stromebene  und  zwar  ausserhalb  S,  so  wird: 

JV  = 0; 

liegt  er  innerhalb  .S,  so  wird: 

W=-2n. 


Auf  der  entgegengesetzten  Seite  der  Stromebene  ist  der  Potentialwerth 
(weil  y aus  dem  Negativen  sich  der  Null  nähert): 

If  = “p  2 7t.  , 

Beim  Durchgang  durch  die  Stromebene  innerhalb  des  Stromes  ändert  sich 
der  Potentialwerth  um  4;r,  ausserhalb  des  Stromes  gar  nicht. 

Da  in  der  ganzen  Stromebene  das  Potential  entweder  den  Werth  0 
oder  2n  aufweist,  so  ist  die  Stromebene  eine  Nivoaufläche,  oder  eigentlich 
bildet  sie  zwei  Niveauflächen , da  dem  vom  Strome  umflossenen  Theil  ein 
anderer  Potentialwerth  zukommt,  als  dem  äusseren.  Und  in  der  That  ist 
auch  in  diesen  beiden  Theilen  der  Stromebena  die  Kraftrichtung  die  ent- 
gegengesetzte. 

Es  mag  nun  noch  der  Grenzworth  betrachtet  werden , dem  sich  das 
Potential  eines  ebenen  Stromes  für  sehr  grosse  Entfernungen  nähert. 

Für  diesen  Fall  kann  man  R für  alle  Punkte  der  Stromeurve  als  con- 
staut  betrachten  und  erhält: 


oder,  wenn  mit  F die  vom  Strome  umflossene  Fläche  bezeichnet  wird: 


IV  =z 


-yj 


welches  derselbe  Ausdruck  ist,  wie  wir  ihn  für  das  Potential  eines  Elc- 
mentarstroraes  erhalten  haben. 

Die  Niveauflächen  und  Kraftlinien  nehmen  daher  für  sehr  grosse  Ent- 
fernungen den  Charakter  der  Niveauflächen  und  Kraftlinien  eines  Ele- 
mentarstromes an. 

Unter  den  ebenen  Strömen  zeichnet  sich  seiner  praktischen  Verwend- 
barkeit wegen  insbesondere  der  kreisförmige  aus. 

Es  sollen  daher  die  eben  gefundenen  allgemeinen  Ergebnisse  auf  einen 
solchen  angewendet  werden. 

Um  sein  Potential  für  alle  Fälle  zu  bestimmen,  hat  man  blos  das  Inte- 
gral U zu  entwickeln. 

Damit  jedoch  die  Entwickelung  möglichst  einfach  ausfalle,  nehmen 
wir  den  Mittelpunkt  des  Kreises  zum  Coordinatenanfangspunkt  und  legen 
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(ohne  der  Allgemeinheit  der  Untersucliung  zu  scliaden)  die  Ebene 
durch  den  Punkt  /V,  auf  den  sicli  das  Potential  bezieht.  Dann  ist  « die 
Entfernung  des  Kreisceiitrunis  von  der  a y - Projection  3/,  des  Punktes  M. 

Heisst  a der  Radius  des  Kreises  und  <p  der  Winkel,  welchen  er  in 
irgend  einer  Lage  mit  der  negativen  ar-  Axe  bildet  (diesen  Winkel  in  der 
Stromrichtung  gezählt),  so  ist; 


somit : 


ds  ~(i  dq>  ^ 
p = a a cos  <p , 
r*  = rt*  4"  H“  2 « a cos  cp  , 


‘.*Ä 


U. 


y(ß  + ttCOS(p)  dep 

(o*  4"  2 « cos  qp)  y -f-  c*  4"  >’*  4"  2 « a cos  <p 


Setzt  man: 


qp  = 2 0) , 


4acc  ^ 

“(04.«)*“ 
Ana  ^ 

(«+a)*+y*  ~ ‘ 


so  ergiebt  sieb  nach  einer  einfachen  Umformung  sehr  leicht: 


n w 

2 2 

a-\-n)  tJ  (l  (ö)  z/ (coÄ}  ^ 

oder ; 


/(«+«)«+, 


.[( 


U-  — 


Daher  das  Strompotential : 

/«  — a 

'^y\  -T~ 
* \a4"^ 


JF=:  — 


‘■) 


y'(<‘+«)‘+y' 


4“  li  1 — 0» 


Das  doppelte  Zeichen  von  jt  entspricht  den  zwei  Lagen  des  Punktes , auf 
welchen  sich  das  Potential  bezieht,  bezüglich  des  Stromeylinders. 

Für  Punkte  innerhalb  desselben  ist  das  untere,  für  ausserhalb  liegende 
dagegen  das  obere  Zeichen  zu  wählen. 

Die  Wirkungscomponenten  würden  sich  aus  AF  durch  Differentiation 
nach  den  Coordinaten  ergeben.  Da  jedoch  dieselbe  complicirt  ausfällt, 
scheint  es  mir  entsprechender  zu  sein,  die  Componenten  aus  den  für  sie 
entwickelten  Fundamentalgleichungen  Seite  416  abzuleiten. 

Behält  man  das  eben  verw'endete  Coordinatensystem  bei,  so  liefern 
die  anfangs  entwickelten  Gleichungen  für  die  drei  Componenten  die  Aus- 
drücke : 
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V = _„  C^A 
V Ä” 

/*  da; 

"=^j  7F- 

i\x—a)dy—ydx 

=-“j  Ä' 


Wenn  man  wieder  den  Winkel  <p  einführt,  so  ist; 


y = a sin  cp , 
X—  — acoscp 


folglich ; 


Ä = ^a*-f'«*+2  aacos  ~<p+y\ 
2« 


X 


/cos  cp 
— 

„ (a*  + «*-f”2aa 

in 

r sin  cp  d cp 

J z=  rt  y I - - 

|t/  (a*-f*«*+2«acoi 

in 

y (o* 


dcp 

cos 


z 


(aco5g)-|-a)  d q> 


jl  • 

(o*4-a*  + 2a  ttcosqp  + y*)* 


Vor  allem  Anderen  sieht  man , dass  sich  die  Integration  in  }'  unmittelbar 
durchführen  lässt  und 

1=0 

liefert;  d.  h.  die  Rcsultantenrichtung  befindet  sich  in  der  arr*  Ebene  oder 
in  der  durch  den  afficirten  Punkt  und  die  Stromaxe  gelegten  Ebene. 

Für  die  zwei  übrigen  Componenten  erhält  man  nach  Einführung  des 
Winkels  a die  Ausdrücke; 

4ay  (2cos*o)  — l)doj 

~ [T«+ J ’ 


z==-—A r 

[(a-h«)*+y*lM 


* a-|-a(2cos*a>  — 1)  doj 


oder  endlich ; 


J^{(ok) 
K-E  E 


4oy  K — E E “I 

ia  r («-o)in 

"=,Ä->Z,iv;L^“--F--TrFj- 


l(a+«)*+y*]‘ 

Liegt  der  magnetische  Punkt  in  der  Stromebene,  so  wird 

y = 0, 

A = 0 


folglich : 
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und 


„ r A' — K (« — ^0 

- (Tqp;-/  • “ “4^  ■ J* 


Nun  ist  hier: 


und 


woraus  sich  leicht 


i-t , 


4»  a 


(o -{-«)* 


L«+fl  « — oj 


ergiebt*). 

Liegt  der  magnetische  Punkt  in  der  Stroraaxe,  so  ist 


somit  auch : 


« = 0, 

k = 0. 


Der  Werth  von  X nimmt  eine  unbestimmte  Form  an,  welche  sich  je- 
doch leicht  bestimmen  lässt. 

Bekanntlich  ist: 


T [■+(!)’*'+ (i 

und 

£=ür,_fiy*j;_/L 
2 1.  \2/  .1  \2 

folglich : 

HV)- 

und  weil 

"Kr^.)= 

ist , so  hat 

man : 

X=0. 

Für  Z ergiebt  sich  der  bekannte  Werth: 

2na^ 


Z = 


und  überdies  für  y=0: 


Z = 


2n 


a 


*)  Denselben  Ausdruck  findet  nmn  im  zweiten  Hefte  des  14.  Tlieile.s  von 
Orunert’a  Archiv^  wo  Herr  Dr.  Hnedenkamp  die  Wirkung  linearer  elektri- 
scher Ringe,  aber  nur  für  den  Fall  betrachtet,  dass  der  magnetische  Punkt  in  der 
Stromebene  liege. 

Zeiltclirin  f.  Maihenialik  a,  l'hytik.  XIII,  5 *}() 
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Wir  haben  zur  Bestimmung  des  Potentials  eines  ebenen  Stromes  (zur 

Berechnung  des  Integrals  ^ ) den  von  ihm  umgrenzten  Theil  der 

Stromebene  verwendet.  Man  gelangt  zu  demselben  Resultate  mit  Be- 
nutzung irgend  einer  anderen  durch  den  Strom  gelegten  Fläche. 

Des  folgenden  .\bschnittes  wegen  will  ich  jetzt  das  Potential  eines 
Kreisstromes  mittelst  einer  durch  ihn  zur  z Achse  parallel  gelegten  Cylinder- 
tläche  bestimmen.  Damit  der  Kreisstrom  die  einzige  Begrenzung  der 
Cylinderfläche  bilde,  muss  man  dieselben  nach  einer  Ixichtung  (wir  wollen 
die  -f-z-Axe  wählen)  unbegrenzt  lassen. 

Für  eine  solche  ist  mit  Beibehaltung  des  angeweudeten  Coordinalen- 
systems  und  der  angegebenen  Stromriebtung: 

tlf=a  . <l(p  . (i 
1 = — {>f  n roscp), 

/P  = u*  -p  «*  -|-  2 u a ros  <p  -j-  ( : — yY  ’ 
somit  ist  das  Potential  des  Kreisstroines ; 

in 

IV  /**  /*  n(a-\-aCOSfr^  dcf)  dz 

J J [«’-f  a’-f-2aafosgp-f-(2  — 

Würde  man  die  Integration  nach  z ausführen  (was  unmittelbar  ge- 
schehen kann)  und  dann  weiter  reduciren,  so  erhielte  man  dieselbe  Form 
für  IV y wie  ich  sie  im  Vorhergehenden  nngab. 

Zugleich  kommt  man  auf  die  doppelte  Form  des  Potentials,  entspre- 
chend der  doppelten  Lage  des  magnetischen  Punktes j nämlich  inneriialb 
timl  ausserhalb  des  Stromeylinders. 

Für  uns  ist  nur  die  letztentwickelte  Form  des  I^otentials  wichtig. 

Ks  lässt  sich  nämlich,  wie  sofort  erhellen  wird,  auch  schreiben: 

i n 


rf 


Bezeichnet  man  mit  V das  Massenpotential  des  Stromeylinders,  so  ist 

2 n 

a dq>  . dz 


r f 

,r  y O* -H  o* -P 2 rt  « cos  cp^(:-.yf 


und  folglich  exislirt  die  bemerkenswerthe  Relation: 


IV 


oder : 


/r  = 


d r r 

- — p 
du  n 


d r 


Dabei  ist  ~ auf  die  Cylinderaxe  senkrechte  Kraftcoinponcnte. 
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IV. 

Ich  übergehe  nun  zur  Betrachtung  der  Fernwirkungsweise  eines  ebe- 
nen Stronisysteins,  nämlich  des  Ringstromes.  Mau  denke  sich  zwei  con- 
ceutrische  Kreise  1 und  2 mit  den  Radien  a^  und  a^.  Üie  von  ihnen  gebil- 
dete Ringtiäche  möge  so  als  geschlossener  Stromleiter  auftreten , dass  die 
einzelnen  Strömungscurveu  zu  1 und  2 coucentrische  Kreise  sind.  Man 
stelle  sich  einen  beliebigen  Radius  iler  Kreise  vor,  welcher  die  Kreise  l 
und  2 in  den  Punkten  I und  II  schneiden  mag;  dann  denke  man  sich  die 
Gerade  1 II  als  Ein  - und  Austrittsstelle  für  den  Kingstrom. 

Offenbar  werden  die  einzelnen  Elemehtarströme  verschiedene  Inten- 
sitäten besitzen,  da  sie  dem  Strome,  ihrer  verschiedenen  Länge  wegen, 
verschiedene  Widerstände  entgegensetzen. 

Nimmt  man  als  Einheit  der  Stromstärke  jene  an,  welche  auf  die 

Breiteneinheit  bezogen  dem  Stromkreise  vom  Radius  I e^ntspricht,  so  ist 

die  Stromintensität  des  Elemeutarstromringes  von  der  Breite  da  und  dem 

da  . , . ' 

Radius  a offenbar  — und  somit  sein  Potential: 

a 

da 

dS=  ff\  — . 

o. 


Um  das  Potential  des  ganzen  Ringstromes  zu  erhalten,  hat  man  vtni 
o,  bis  ff*  zu  integriren ; also : 


Führt  man  statt  JV  den  letztgefundenen  Differentiakinsdruck : 


ein,  so  erhält  man  sofort: 


wobei  nach  Früherem  F,  und  F,  die  beiden  Massenpotentiale  der  beiden 
Grenzstronjcylinder  sind. 

Schreibt  man  für  diese  ihre  Integralansdrücke,  so  ist: 


.s=  r f . . 

(,  •/  tt*-l-2ff,orc‘o.9(p  + (2  — y) 

2n 

/**  r div  dz 


Für  die  beiden  Wirkungscomponenten  hat  man: 


43S 


Uiibor  mafirnntisclie  Fornwirkuncr 


>? 


. V*»  "»r  V-V  V, 


dV, 

^ff  a 

»1  "* 

^ r,  d i\ 


•I, 


Dabei  ist  also  all^enieiu: 


^ r 


X 2 


?a  r f*  d q> , d z (^a -{■  ft  ros  cp) 

" ]«*  + a*  + 2ff aro.f gp+ (’  — y)*]^ 


und  wenn  man  nach  z intogrirt: 


d_v 

(t  a 


2« 

!_?  = — f \ (~i  -j X l 

n J rt*+a*  + 2naro,V(p  |_  j/ a*  k* -{-h  a a J 


Nun  ist : 


/*  (a -f- " 9)  (*  icf  fl  ros  q))  fiep 

«*4-a*  + 2rt«r<i^ m e/  «* 4- «* 4- 2 rt  « eui’ <r 

0 ‘ (I 

7t 

d /* 

= 2—1  log  («*  4"  «*  4~  2 « « cos  cp)  fl  cp, 


oder: 


Aber  bekanntlich  ist: 


Cf  . 


gleich  Null  oder  gleich  2nlog — je  nachdem  a beziehungsweise  kleiner  (uler 


a 


grösser  ist  als  n;  folglich  ist: 


ln 

/‘(«  + fl  cos  cp)  fi  cp 
a*~-^ce^-\-'2a  acoscp 


gleich  Null  oder  gleich  — ; also  jedenfalls  von  a unabhängig.  Wenn  man 

jedoch  die  Form  von  A'  betrachtet,  so  erscheint  sie  als  eine  Differenz,  in 
deren  beiden  Theilen  dieser  nämliche  (weil  von  a unabhängige)  Werth  O 

7t 

oder  — Vorkommen  und  sich  also  weghehen  wird. 
a 
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■*'•'  •«'  ✓■»  y ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ 


Wir  können  daher,  dies  bemerkt, 

?Z 

»<«  /•  («+  (I  cos  (p)  d cp 


/• 

^ J ( rt*  4-  a*  4-  2 « a < 


yt/  (rt*4-C£*4-2<iacosq£))  a*  4"  - « acosg)4"y* 

j>etzon. 

Dieses  Integral  geht  aber  aus  dem  Seite  429  entwickelten , mit  U be- 
zeichneten  hervor,  wenn  man,  den  Factor  a in  — y um  wandelnd,  a und  « 
vertauscht. 

Dies  giebt  sonach: 

dV 


- r hiT 

a 2y  L«  + « J 


Die  A’- Coniponente  wird  nun  durch  Einsetzung  der  Grenzen  /i,  und  in 
den  rechter  Hand  stehenden  Ausdruck  erhalten. 

Besonders  erwäbnungswerth  ist  der  Fall,  wo  der  Ringstrom  ein  voller, 
d.  h.  wo  a,  =0  wird. 

Dann  wird  auch  A‘*=0  und  Ä = 0 und  folglich  in  diesem  Falle: 


dV, 


oa 
hm  . = 


27ty 


«I  a]/a^  + y* 

• r 

Zur  Berechnung  der  Componente  Z hat  man  allgemein  : 
dV 


~ ^ 2»r 

^ y _ 1^  ( {z  — y)^z.dcp 


und  wenn  man  nach  z integrirt: 

O 


0^  0 [a*4-“*+2««<^os(p4”(2  — y)*]^ 

z i 
dv 


3 » 


' 2« 

C 

« t/«*  _1_ 


dcp 


oder : 


^ j/ä^-\-C(*-\-2(tacosq>-^y* 


dy 


» /(n  + aj'+/ 

Die  Componente  Z selbst  wird  erhalten,  wenn  man  rechts  für«  die  Grenzen 
u,  lind  fif  einsetzt. 

Insbesondere  für  eine  Stromsclieibe  (</,  = o)  wird,  wenn  inan  statt  </, 
nur  a schreibt: 

4/^ 


440  Ueb.  magn.  Fornwirkung  elektr.  Ströme  etc.  Von  Emil  Wkyii. 

Der  Fall  der  Strornscheibe  ist  deshalb  benierkenswerth , weil  da«  Po- 
tential derselben,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  unstetig  ist. 

Denn  setzt  man  in  den  Ausdruck  für  5 n,  = 0 und  schreibt  a statt  <7,, 
so  ergieht  sich : 

2«  2« 
r r dg>dz p 

ii  n /«*  + «* + 2 aa cos (p-f(z  — y)*  J J + — }'V 


oder 


2rr 


'■  (I  F^''*“l"«’*"h2rtcrcosQp-4“  fs— v)*  ,y  — y)* 


Das  Integral: 


•p+C?“  y)* 


J /«»  + (:  — y)* 


+ — y)* 


hat  aber,  wie  inan  sieht,  den  Werth  x. 

Die  Coinponenten  behalten  jedoch,  wie  gezeigt  winde,  für  ^/|=0  voll- 


kommen bestimmte  stetige  Werthe. 


Prag,  im  Januar  18(58. 
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XXI  Note  über  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung: 


(/"  5 Z (i”  Z 

<77”  + +■•••+ 


dx"~~^(ly  dxdx" 

WO  P, , P, , Pn  - 1,  Pn.  gegebene  Functionen  der  unabhängigen  Va- 

riablen X und  y sind. 

1.  Wenn  <p,,  y, , <Pt...q>n  n nnbekannto  Functionen  der  unahliliugigen 
Variablen  x und  y bedeuten,  und  man  setzt 

■P|  = <3P|  + <3P*  + <Ps  “F  • • • + = ‘^n,  l = _ I,  I + qPn 

Pj  = qp,  7)j4-qp,  <Pj  -j- =r  ,S’„^  -2  = iS„_i  o -f-  <Pw  ‘^>n  — i,  i 

•Ps  <P*<3P8  + <)P|  <P* 'J>4+ = 3 = ^n-\,  3 + 9>n*'»/i-l.  'I 


2) 


•Pn  — 1 — ^1  ^8  • • • T«  — 1 "f" — ‘*^n,  n — I — — 1,  n—  \ "F  *Pn  — 1,  n — ’J 

P n ~ <JP|  <3P*  flPs  • • * •Tn  — 1 , n — 1 

SO  sind  qpi , qp,,  qPs»-**<Pn  Wurzeln  der  algebraischen  Gleichung 
3)  <p"  — P,g>»-'  + P,qp"-2-...  _iqp  -|-(—l)»P„  = 0 

bestimmt. 

Durch  Einsetzung  der  Ausdrücke  2)  für  die  Coefficienton  P, , P,...P„ 
in  die  vorgclegte  Differentialgleichung  1)  erhält  man 
[ <Pz  , d”z  , ^ d«* 


4) 

oder 


dx”  ' ' rfj:"  — • dy 

• • + ‘'>n,  w - 1 


dar"  —^dy* 


I O 


d"  5 d" * 


d"  z- 


+ . . . -f-  qp„  _ 1 „ _ 1 = (), 


da-" 
oder  endlich 

..  dn  d-i  

da-"’^  ‘ ’ dj'"  -‘  dy”^  ‘ dj"“2dy*"'’  * ‘ ‘ dxdy"  -' 

/ d”  5 d"  z d"  t 

~d~y  + ' rfx« b 


ö) 


dy* 


dy' 


) 


0. 
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Falls  nun  in  der  Differentialgleichung  5)  die  Coefficienten  t, 

Sn  — 1,  2*  — 1,  3 n-1  von  einer  solchen  Beschaffenheit  sind,  dass 

sie  folgende  « — l Bedingungen; 


6) 


I dS„  _i.  j 

_o, 

« X dtf 

d Sn  , ■>  dSn  - I.  2 

+ 9>n . = 0 , 


dx 


d^n  — t,  n-l  , f^Sn-\,n — i 

f-  cpn  =0 

V d.v  dfi 


erfüllen,  so  kauii  nuin  5)  unter  der  Form 
') 


dCh  , <iOt 


schreiben  , wo 

//"“■'  5 ^ ~ f/”  “ * 5 I 

t n I — 1.1  ~7~  „ 2 7~  — ^>2  j „ _ 'I  . i "4" 

dx"  ^dy  dx"  ''tly 

rfn  — > s 

N«_i,  „_i  ~i  = vi* 


«) 


Man  ersieht  hieraus,  dass,  insofern  die  Bedingungen  0)  erfüllt  sind, 
das  Integral  (),  die  Gleichung  7)  auf  eine  Differentialgleichung  8)  zurück- 
führt, deren  Ordnung  urn  eins  kleiner  ist,  als  die  der  vorgelegten  Glei- 
chung 1). 

Um  die  Gleichung  7)  zu  integriren,  bedienen  wir  uns  hier  eines  vou 
dem  gewöhnlichen  etwas  abweichenden  Verfahrens,  indem  wir  für  y eine 
neue  unabhängige  Variable  y,  cinführen,  dergestalt,  dass  y,  durch  die 
Function  von  x und  y bestimmt  ist,  welche  das  Integral  der  Differential- 
gleichung 

dy 


darstellt,  wenn  dieses  Integral  unter  der  Form 

geschrieben  wird,  wo  c die  willkürliche  Constante  bedeutet, 
sich  nämlich  die  Gleichung  7)  auf  die  Form 

dO. 


Es  reducirt 


dx 


= 0, 


wo  fJ  jetzt  eine  Function  von  x und  y,  ist. 

Integrirt  man  diese  Gleichung  mit  Rücksicht  auf  j; , indem  y,  als  con- 
stant  betrachtet  wird,  und  fügt  man  eine  willkürliche  Function  von  y^  hinzu, 
ergiebt  sich 

(J,  = pjdx  + f(y,), 

wo  f die  willlküricho  Function  bezeichnet. 


I 


DIgitized  by  Google 


Kleinere  Mittlieilun<ren. 


443 


Die  Differentialglfticliung  8)  erhält  also  die  Form 

,/n  — I j r/"  — * 5 

— 1+  >«-l,  -•>,/.  + •••  + ‘''«-1. 


r/n-l- 


M — 1 


=J'0dx  + f {y,)=0^‘ 
da  aber  die  Coefficienten  in  dieser  Gleichung  dieselben  Functionen  von 
fpn  cpt  • • • (pH —li  *^ls  die  Coefficienten  in  der  ursprünglichen  Ghdchung  4) 
oder  1)  von  (pi,(pt  • • ‘q>n  sind,  und  die  linke  Seite  von  9)  aus  4)  erhalten 
werden  kann,  wenn  man  n mit  n — 1 vertauscht,  so  ist  klar,  dass  man  auch 
im  Stande  sein  muss,  die  Gleichung  U)  unter  der  Form 

liQ. 

«)  -^  + 9>.  - 1 -r-' = '>, 


, " 0, 


ZU  schreiben  , wo 


d” 


- 2- 


10) 


<lx 


— , + +«„-2.r 


d"  ~ 


'dy  ' “ * (lx”~*  dy 

d^-'^z 

. . . -f-  S„_2,  V-2  „_2  = Ot , 


i+  • • 


vorausgesetzt,  dass  die  Bedingungen  6)  erfüllt  sind,  wenn  man  darin  n mit 
n — 1 vertauscht,  wodurch  zugleich  die  Anzahl  der  Bedingungsgleichungen 
auf  u — 2 redncirt  w ird. 

Das  Integral  der  Gleichung  0')  w-ird  somit  zu  einer  Differential' 
gleichung  10)  führen,  welche  um  zwei  Ordnungen  niedriger  ist,  als  die  vor- 
gelegte l).  Durch  eine  ähnliche  Betrachtung  mit  Kücksicht  auf  die  Dif- 
ferentialgleichung  10)  gelangt  man  zu  einer  Gleichung  von  der  Ordnung 
n — 3 u.  s.  w.,  so  dass  eine  auf  diese  Weise  fortgesetzte  Keduction  zuletzt 


auf  die  Gleichung 


dz  dz 


führt,  deren  Integration  die  primitive  Gleichung 

*=  On 

mit  ihren  zugehörigen  willkürlichen  Functionen  giebt. 

2.  Aus  dieser  allgemeinen  Betrachtung  geht  also  hervor,  dass,  w'enn 
die  Bedingungen  6)  bei  der  allmäligen  Vertauschung  der  Indices  w mit 
n — 1 , w — 2 ...  2 erfüllt  sind,  man  sofort  die  Gleichungen: 

dQx,  dO. 

— r (pn-r 
dx  dy 


-f-  (pn-\  —j C'i  » 

dy 


II) 


dx 

dL\,  dO, 

r «T/f-2  j—  = Oi, 

dx  dy 


d(K-^,  dO„_, 

dz  dz 

- — r Ti 

dx  dy 
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aufschreiben  kann.  Aus  diesen  erhält  man  dann  durch  wiederholte  Inte- 
gration die  primitive  Gleichung  • 

* = Ön 

mit  ihren  zugehörigen  willkürlichen  Functionen. 

3.  Die  Bedingungsgleichungen  6)  zeigen  unmittelbar,  dass  sie  für  con- 
stante  Werthe  der  Functionen  gp, , gp,  . . . qp„  befriedigt  sind. 

Hat  also  die  vorgelegte  Gleichung  die  Form 

, rf"*  , . 

+ «t  j 4“  •••+«»  — 1 


d"i 

d”i 

4" 

dx”  ' 

wo  O,  , 0,  , 

u,  • • • fli 

d"  * rf"  * 

, "riTizT  4”  «w  -j-z  — 0 » 
dxdy*'  ' dy** 


liebige  Function  von  x und  y,  so  sind  gP|,  gpt  • • • (Pn  als  Wurzeln  der  alge- 
braischen Gleichung 


gp”  - 
bestimmt. 


a^  gp 


n— I 


4-0,  gp"-2_  . . . (p-f  \y  o„  = 0 


In  diesem  Falle  werden  die  Gleichungen  ll)  integrabel,  und  durch 
wiederholte  Integration  gelangt  man  zu  der  primitiven  Gleichung 

z — dx”-\-ft  (tj  — gp„ar)  4-/;  (y  — gp„_ia;)  4"  • • • 4" /*n  (y  — gp,  a:), 

wo  die  u willkürlichen  Functionen  bezeichnen. 

Beispiel: 

d^z  . (Pi  (Pi 


j I 4"2  -r~t  = a:  4“  y- 

dx  dy  (ly 


Hierin  sind  gp,  und  gp,  durch  die  quadratische  Gleichung 


3gp  + 2 = 0 


bestimmt. 

Diese  giebt  gp,  =2  und  gp,  = 1 oder  umgekehrt,  wodurch  die  Gleich- 
ungen II)  in  die  folgenden  übergehen: 

dO,  . dO, 

di  , di 

Führt  man  nun  in  die  erste  von  diesen  anstatt  y eine  neue,  durch  die 
Gleichung  tJ^~y  — x bestimmte  unabhängige  Variable  ein,  erhält  man 

dQ, 


dx 


— 2x-\-y, 


mithin 

l>i  =-ry4-/’(y  - ^). 

Die  zweite  Gleichung  wtrd  folglich 

d^  , di  , ,,  . 

Setzt  man  hierin  anstatt  y eine  neue  unabhängige  Variable  y,  = y — 
findet  man 
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dt 

T=^*Jt  + + ar), 

n X 


w 01« US  man  durch  Integration  erhält 


z=  + (</ — J-)  + At  (y  — ‘-J-r). 


Kopenhagen,  II.  August  1808.  Dr.  phil.  Camillo  Tvchsen. 


XXII.  Zweite  Mittheilnng  aus  Thomson  and  Tait,  A treatise  on  na- 
tural philosophy.  Von  Dr.  VV.  Kri’mme,  Oberlehrer  an  der  Kealschule 
zu  Duisburg. 

Anziehung  einer  homogenen  d linnen  Kugel.schale  auf 
ein  Element  der  Schale  selbst.  Das  in  P gelegene  Elciyent  der 
Kugelschalrt  (Tafel  II,  Fig.  1)  habe  den  Inhalt  a.  Ein  Kegel,  der  P zur 
Spitze  hat  und  dessen  Oeffnung  © ist,  schneidet  bei  H aus  der  Schale  ein 
Element  //herau.s,  welches  nach  dem  Früheren 

JO  Mi' 

~cosl)HP 

zum  Inhalt  hat.  Bezeichnet  die  Dichtigkeit  der  Kugelschale,  so  ist  die 
Anziehung  des  Elementes  //  auf  P in  der  Richtung  HP 

Q © PH'  ga  © ^ 

cos  C HP  ' Th*  ^ ^CH~P  ‘ ^ 

Die  Anziehung  der  ganzen  Schale  auf  P hat  aus  Gründen  der  Sym- 
metrie die  Richtung  PC.  Die  von  H auf  P ausgeübte  Anziehung  hat  nach 
der  Richtung  PC  die  Componente 

© q'  g. 

Die.  Anziehung  der  ganzen  Schale  auf  das  Element  a ist  also 

q'  a£ta  — 27tQ'a=  A. 

Denn  £(0  bezeichnet  die  Summe  der  Elemente  einer  Kugelfläche  vom 
Radius  1 und  dem  Mittelpunkt  P,  die  auf  derselben  Seite  einer  in  P an  die 
Kugel  gelegten  Tangentialebene  liegen.  £(o  ist  also  2n. 

Die  Anziehung  derselben  Kugelschale  auf  einen  ausserhalb  gelegenen, 
aber  der  Oberfläche  nahen  Punkt  von  der  Masse  qa  (Masse  des  Elemen- 
tes <j)  ist  nach  dem  Früheren  Anq'G=  A': 

A'=2A. 

Anziehung  einer  dünnen  Kugelschale  auf  einen  Punkt 
P,  wenn  die  Dichtigkeit  eines  jeden  Punktes  der  Schale  der 
3ten  Potenz  .seiner  Kntf(*rnung  von  einem  nicht  mit  dem  Mit- 
telpunkt zusammenfallenden  Punkte  S umgekehrt  propor- 
tional ist.  Dieser  Fall  hat  ein  hervorragendes  Interesse,  weil  er  in  eini- 
gen der  wichtigsten  clemeutareu  Probleme  aus  der  Elektricitätslehre  seine 
Anwendung  flndet. 

a)  P n n d 5 sind  d u r c h d i e.  K u g e 1 s c h a 1 e g c t r c n n t. 
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Der  Punkt  P kann  innerhalb  (Taf.  II,  Fig.  l)  und  ausserhalb  (Fig.  2) 
liegen.  Ausdrücke,  die  sich  für  beide  Figuren  verschieden  gestalten,  sollen 
als  Marke  diejenige  Figur  erhalten,  worauf  'sie  sich  beziehen.  Der  Kngel- 
radius  werde  mit  a,  der  Abstand  des  Punktes  5 vom  Kugelmittelpunkt  mit 
f bezeiclinet. 

Man  verbinde  .S  mit  P und  nehme  auf  SP  oder  seiner  Verlängerung 
den  Punkt  T so , dass 

(Fig.  1)  SP.ST  = f^  — a*-,  (Fig.  2)  SP.TS  = a^  — f\ 

Durch  r lege  man  eine  beliebige  Gerade,  welche  die  Kugel  in  A'  «ind 
A ' schneidet,  verbinde  /f  und  A"'  mit  S und  bezeichne  die  resp.  Schnitt- 
punkte mit  der  Kngeloberfläche  mit  E und  E\ 

Die  ganze  Kugelschale  werde  in  Paare  von  Elementen  zerlegt,  deren 
Umfänge  auf  Kegelüächen  liegen,  die  P zur  gemeinschaftlichen  Spitze 
haben.  K und  E'  seien  zwei  solche  au  den  Endpunkten  der  Sehne  KK 
gelegene  Elemente;  ihr  Kegel  habe  die  Oeffnung  ca.  Die  Kegel,  welche 
entstehen,  indem  man  eine  durch  S gehende  Gerade  sich  längs  des  Um- 
fangs von  K resp.  K'  bewegen  lässt,  mögen  aus  der  Kugelschale  die  Ele- 
mente E resp.  herausschneiden.  Hierdurch  zerlegt  man  die  Kugelschale  in 
Paare  von  Elementen  E und  E'\  denn  man  sieht  leicht,  dass  wenn  alle  Paare 
von  Elementen  K und  K'  genommen  worden  sind,  die  Summe  der  Elemente 
E und  E'  die  ganze  KugelÜäche  ergiebt  und  dass  kein  Element  zweimal 
vorkommt.  Die  Anziehung  der  ganzen  Kugelschale  auf  P ist  also  die  Re- 
sultirendo  der  Anziehungen  aller  Elementenpaare  E und  E'  auf  P. 

Bezeichnet  q die  Dichtigkeit  im  Punkte  E und  F die  Anziehung  E auf 
P,  so  ist 


Q E 


Nach  dem  vorausgesetzten  Dichtigkeitsgesetz  ist,  unter  k eine  Con- 
stante  verstanden, 

k 

S £»• 


Die  Gerade  SEK  hat  in  den  beiden  Durchschnittspunkten  mit  der 
Kugel  gleiche  Neigung  gegen  dieselbe,  also  ist 

_ S A*  SE^  2(1(0  TK^ 

' ""  ÄF*  * “ *■  ~KK'~~ 

und  deshalb 

k S E*  2 0 0)  PA'* 

' ÄF  kY'~  __  ’-i « tk* 

— j,<pt  • sFTa’p*  ■ 

ln  dem  grössten  Kreise,  dessen  Ebene  AA’ aufnimmt,  ist 

(Fig.  1)  SK.SE  = f^~  und  (Fig.  2)  SK.SE=u^  — f\ 

Demnach  ist  SK.SE=SP.ST  und  folglich  sind  die  Dreiecke  KS'I 
und  /*AA  ähnlich.  Hieraus  ergiebt  sich 
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uitd 


7'A*  _ I 

Der  Ansdruck  für  F gebt  durch  diese  Substitution  über  in 


1 


KK'  SE.SP* 

dem  man  auch  die  Form  geben  kann 

2a  0) 


. O), 


(Fig.  1)F=J 


. 2n 

(Fig.  2)  F=  A — , 


A /i'  (/*_a*)  .S’ />* 

(0 


NA'  und 
. A S, 


A'A 

Ob'icberweise  ergiebt  sieb  für  die  Anziehung  von  E’  auf’  F 


2 a 


(O 


A'  A ' (/■*  — a*)  N />* 


(Fig.  2)  F = A - 


2« 


CO 


. NA'^  uml 


. A 'N. 


A'A  («*  — /■*)  N/>* 

Also  F’.F'  = SA':Sk\ 

Es  ist  gezeigt  worden,  dass  L TKS  — L EPS'^  ganz  in  derselben  Weise 
folgt  L TK'S=L  E’PS.  Zieht  man  EA  "fiSE'  und  K E"ftSk\  so  ist 

A'NiA'A'" 

LSKE"=LEPE\ 

Die  Resultirende  von  F und  F'  muss  also  gegen  diese  Einzelkräfte 
dieselbe  Lage  haben,  wie  K k'  gegen  KS  und  KK” . Hieraus  ergiebt  sich: 

Die  Resultirende  der  von  A'und  F^auf  P ausgeübtenAn* 
Ziehungen  gebt  durch  S u n d h a t zu  den  Einzelkräften  Fund  F' 
d assclbc  Verhältniss,  wie  KE'  zw  d en  Sei  t en  A'N  u n d A’N  d e s 
Dreiecks  SEE'. 

Die  Grösse  der  Resultircnden  ist  mit  Berücksichtigung  des  letzten 
Tlieiles  dieses  Satzes: 

2 a 00  , A . 2 CI . GO 


. Ä'Ä"  oder 


EE'  (/"»  «*)  SP*  ' (/■*  CI»)  N P>* 

(Anmerkung:  /*  rv>  a*  bedeutet  Differenz  zw'ischen  f*  und  «*.) 

Die  Gesanimtnnziehung  auf  P ist  also 

A.2ci  ^ A.4te  CI 

(f*  'oo  a*)  SP*  * " (7*  a*)  SP*  ' 

Die  Anziehung  der  ganzen  Kugelschale  auf  P ist  demnach  dieselbe, 
A • 4 TT  Ä 

als  wenn  die  Masse  - ; im  Punkte  N concentrirt  wäre. 

/■*  fv)  a* 

b)  FundN  liegen  beide  innerhalb  oder  beide  ausserhalb 
d er  Kugelfläche. 
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Unter  C (Taf.  IV,  Fig.  7)  den  Mittelpunkt  der  Kugel  verstanden, 
nehme  man  auf  CS  oder  seiner  Verlängerung  einen  Punkt  S, , so,  dass 
CS.  CS,  = a*. 

• Verbindet  man  C mit  F,  so  folgt  aus  der  Aehulichkeit  der  Dreiecke 
CES  und  CES,y  dass  für  jeden  Punkt  der  Kugeltiäche 

SE  _ f 
SE,~^  a' 


Hier««»  folgt  = 


Ist  Q die  elektrische  Dichtigkeit  im 


.Punkt  E,  so  hat  man 


n»  A,  , , 


.S,  E^ 


Nach  den  Ausführungen  unter  a)  hat  also  die  Anziehung  der  Kugel- 
schale auf  P die  Kichtung  S,  P und  erfolgt  gerade  so,  als  ob  die  Masse 
. A|  4 


u 


- im  Punkte  S,  concentrirt  wäre.  Setzt  man  statt  A,  und  f,  ilne 


n‘ 


Wertho.  — und  — , so  hat  man  für  die  in  iS',  concentrirt  zu  denkende  Masse 

V • 


a 


A - . 4 Jt « 

/ 

«*  /* 

Wird  eine  Kugel  so  elektrisirt,  dass  die  elektrische  Dich- 
tigkeit jedes  Punktes  derOberfläche  der  3ten  Potenz  der  Kut- 
fernung  dieses  Punktes  v<»n  einem  innerhalb  der  Kugel  ge- 
legenen Punkte  umgekehrt  proportional  ist^  so  zieht  sic 
einen  äussoru  Punkt  so  an,  als  ob  ihre  ganze  Elektricität  in 
5 c o n c e n t r i r t wäre.  Die  Anziehung  auf  einen  i u n e r n Punkt 
ist  dieselbe,  als  ob  eine  im  Verhältnisse  zu /“grössere  Elektri- 
citätsmenge  in  einem  1* unkte  5,  concentrirt  wäre,  der  auf  der 
Verlängerung  von  CS  liegt  und  mit  »S'  durch  die  U e 1 a t i o ii 
6'S  , = a*  V e r b u n d e n ist. 

Die  Dichtigkeit  in  A,  Fig.  4,  sei  wie  vorhin  . Betrachten  wir 

die  Elemente  E und  E\  die  aus  der  Kugelschale  durch  einen  Doppelkegel 
herausgeschnitten  werden,  dessen  Spitze  S und  dessen  Oeftnnng  cu  ist,  so 

0)  o ^ 

hat  man  für  die  Inhalte  der  Elemente  E und  E bezüglich 


EE 


und 


CD 


.ta  . SE'^ 


EE 

I.)ie  beiden  Elemente  haben  die  Elektricitätsmenge 


A 2 « w ^ l I 1 ^ A 2 « 0) 

"Ä7r  ' vsÄ  s E')~  ^:  ~.~sl:’ 
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U 


SE.se'  liat  für  alle  durch  S gehende  Geraden  den  coustanten  Werth 
/*.  Für  die  ganze  Elektricitätsinenge  findet  man  also  den  Ausdruck 

X . A 7t  fl 
a*  — 


Bezeichnet  man  diesen  Ausdruck  tnit  w,  so  sind  nach  dem  Obigen  die 
Elektricitätsmengen , die  in  S oder  i'»,  concentrirt  gedaclit  werden  müssen, 
je  nachdem  P ausserhalb  oder  innerhalb  der  Kugelfläche  liegt,  bezüglich 


Draokfehler  im  Sapplementhefte  1868. 


Seite  117 

Zeile 

15  V.  0.  lies 

2025  ^ . . 2025 

TTTS  statt  — r*  . 

1012  204S’ 

» 11» 

77 

8 V.  0.  „ 

52607  statt  52637, 

M 135 

77 

12  V.  u.  ,, 

/?•«+  statt 

„ 138 

77 

If)  V.  0.  „ 

m-\-nq  + p t statt  m + np-\-p 

„ 139 

77 

19  V.  u.  „ 

07682  statt  07681. 

XV. 


Beiträge  zur  Geschichte  der  Fortschritte  in  der  elektrischen 

Telegraphie. 

Von 

Professor  Dr.  Eduard  Zetzsciie. 


V.  Die  unterseeische  Telegraphie. 

(Dritte  Abtheilung.) 


(Hierzu  Tafel  V,  Fig.  38—67.) 


Nach  der  im  vorhergehenden  Aufsatze  erfolgten  Besprechung  der 
Herstellung;  Prüfung  und  Versenkung  der  Unterseeleitung  wenden  wir 
uns  zur 

III.  Benutzung  der  unterseeischen  Leitung  zum 

Telegraphiren 

und  haben  dabei  zunächst  das  elektrische  Verhalten  unterseeischer  Taue 
zu  betrachten,  darauf  aber  die  auf  Unterseelinien  verwendeten  Telegra- 
phenapparate. 

1.  Dm  elektrische  Verhalten  unterseeischer  Telegraphentaue. 

Jeder  im  Wasser  oder  in  feuchter  Erde  liegende  Telegraphendraht 
bildet  bekanntlich  eine  Art  Leydener  Flasche  und  Siemens  nannte  des- 
halb solche  Drähte  Flaschendrähte;  die  Isolirschicht  des  Drahtes  ent- 
spricht nämlich  dem  Glas  der  Flasche,  der  Leitungsdraht  bildet  die  eine, 
die  metallene  Schutzhülle  oder  die  umgebende  Feuchtigkeit  dagegen  die 
andere  Belegung.  Jede  in  dem  Leitungsdrahtc  auftretendo  Elektricität 
muss  daher  vertheilend  auf  die  äussere  Hülle  wirken,  dadurch  aber  selbst 
gebunden  werden  und  es  muss  demnach  die  Fortpflanzung  eines  elek- 
trischen Stroms  im  Leitungsdrahte  wesentlich  verlangsamt  werden;  die 
ersteren  Erscheinungen  bczeichner  man  als  die  Ladungserscheinun- 
gen, die  letztere  nennt  man  die  Verzögerung  des  Stroms.  Schon 
im  Jahre  1848  wurden  diese  Erscheinungen  von  Siemens  undHalske 
einerseits  und  von  Kramer  andererseits  bei  Anlegung  der  unterirdischen 

Zeilsrhrin  f.  Malhcmalik  uml  Physik  \IV,  0.  31 
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Leitungen  von  Berlin  nach  Frankfurt  a.  ÄI.  und  von  Berlin  nach  Köln 
beobachtet;  l)r.  A.  Kramer  deutete  sie  zuerst  als  Ladungserscheinungen 
(Zeitschr.d.Tel.-Ver.  l,iS.  137),  I)r.  Werner  Siemens  untersuchte  sieweiter 
und  veröffentlichte  einen  am  18.  Jan.  1850  gehaltenen  Vortrag  inPoggendortt”s 
Annalen  (Bd.  70  S.  481;  Delamarche,  Kleniente  der  unterseeischen  Te- 
legraphie S,  14),  und  fast  gleichzeitig  machte  (Tuillemin  Mittheilungen 
über  diesen  Gegenstand  (PoggendorfT s Annalen,  79  S.  333).  Weitere  Un- 
tersuchungen von  Siemens  finden  sich  in  dessen  der  Pariser  Akademie 
vorgelegtem  und  unter  domsell)en  Titel  1851  auch  besonders  erschienenen 
Aufsatze:  Memove  sur  la  (rleyrap/iie  eleclri*/uc  (vgl.  Zeitschr.  d‘.  Tel. -Vor.  1, 
S.  138),  in  Poggcndorfl'’s  Annalen  (Bd.  102  S.  OO)  und  in  der  Zeitschr.  d. 
Tel.-Ver.  (6,  S.  97).  Da  die  Ladungsorscheinungen  seitdem  wiederholt 
ausführlich  besprochen  worden  sind  (vgl.  Dub,  Anwendung  des  Elektro- 
magnetismus S.  183—191  und  S.  233;  Schellen,  der  elektromagnetische 
Telegraph,  4.  Aufi.  S.  244—268;  Du  Moticel,  truUe  de  tclegrap}ne  cleclrigue, 
S.  55  und  264-T-277),  so  können  wir  uns  hier  auf  eine  kurze  Erwähnung 
der  für  die  Einrichtung  der  'I'elegraphenaj»parate  wichtigen  Erscheinun- 
gen beschränken. 

Wird  ein  gut  isolirter  unterseeischer  Leitungsdraht  ab  an  dem 
einen  Ende  b isolirt,  an  dem  andern  Ende  « mit  dem  einen  Pole  P|  einer 
Batterie  verbunden,  während  der  andere  Pol  mit  der  Erde  verbunden 
ist,  so  durchläuft  den  Draltt  ein  kurz  andauernder  Ladungsstrom  in 
der  Richtung  von  a nach  b-  trennt  man  das  Ende  a des  geladenen  Drahtes 
ab  von  dem  Batteriepole  Pi  und  verbindet  cs  dafür  mit  der  Erde,  so  wird 
der  Draht  in  der  Richtung  von  b nach  a von  dem  ungefähr  gleich  starken 
Entladungsstrome  oder  Rückströme  durchlaufen;  trennt  man  da- 
gegen das  Ende  « des  geladenen  Drahtes  ab  von  dem  Pole  P,  und  ver- 
bindet daftir  das  Ende  b mit  der  Erde,  so  hat  der  eben  so  starke  Ent- 
ladungsstrom jetzt  die  Richtung  von  a nach  b.  Ist  das  Ende  b vom  Anfang 
an  nicht  isolirt,  sondern  mit  der  Erde  verbunden,  so  wird  der  Strom  der 
bei  a eingeschalteten  Batterie,  bei  b erst  nach  der  erfolgten  Ladung  des 
Drahtes  wahrnehmbar;  wird  nach  der  L.adung  u isolirt,  so  tritt  der  Ent- 
ladungsstrom bei  b aus. 

Die  umfassendsten  Versuche  über  die  Ladung  haben  Faraday 
(Zeitschr.  d.  Tcl.-Vor.  1,  S.  120  und  2,  S.  101)  und  Charles  Wheatstone 
(Zeitschr.  d.  Tcl.-Vor.  2,  S.  152)  angestellt.  Prof,  Farad ay  benutzte  einen 
100  englische  Meilen  langen  Kupferdraht  von  Vio  Durchmesser  mit 
einem  etwa  Vjq  Zoll  dicken  Guttaperchaüberzug,  welcher  in  200  unter  sich 
verbundenen  Rollen  von  je  ’/g  Meile  Länge  zu  beiden  Seiten  eines  auf 
einem  Kanäle  schwimmenden  Falirzeugs,  in  das  Wasser  eintauchend,  auf- 
gehängt w'ar;  weitere  100  Meilen  desselben  Drahtes  waren  auf  dom  Fuss- 
boden  eines  trockenen  Speichers  aufgehäuft.  Die  Batterie  enthielt  3(*o 
Paare  von  Platten  zu  je  3 und  4 Zoll  Länge  und  Breite.  Die  Oberllächc 
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des  Kupferdrahte.s  betrug  S300,  die  der  Wasserbelegung  33000  Quadratfuss. 
Faraday  und  Jjatimcr  & (Mark  experimentirteu  ferner  auf  8 unter- 
irdischen Leitungen  zwischen  L(*ndon  und  Manchester,  in  einer  Gesammt- 
länge  von  1500  englischen  Meilen.  Prof.  Wheatstone  stellte  seine  Ver- 
suche an  dem  110  englischen  Meilen  langen,  für  die  MittelmeerliuieSpezzia- 
Corsica-Sardinien  bestimmten  Tau  an,  dessen  0 Kupferdrähte  von  Vic 
Durchmesser  je  V,y  Zoll  dick  mit  Guttapercha  überzogen  w'aren,  während 
die  Vs  Zoll  dicke  Schutzhülle  aus  12  Eisendrähten  bestand. 

AVhitehouse,  der  I’hysiker  der  transatlantischen  Compagnie,  machte 
Versuche  mit  einem  200  Kilometer  langen  unterirdischen  und  einem  eben 
so  langen  unterseeischen  Drahte  und  fand  bei  ersterem  eine  Verzögerung 
von  Vg,  bei  letzterem  von  Vj  Sccunde  (Dclamarche,  Elemente,  S.  17). 
Bei  neueren  Versuchen,  welche  Varley  mit  einer  aus  mehreren  Wider- 
standsrollcn  gebildeten  Leitung  anstellte,  deren  Widerstand  dem  von 
13000  Meilen  Kabel  gleichkain,  zeigte  die  Magnetnadel  des  Galvanometers 
am  Ende  der  Leitung  erst  nach  10  Secunden  eine  merkliche  Ablenkung 
(Schellen,  d.  atlant.  Kabel  S.  133).  Varley  zeigte  an  dieser  künst- 
lichen Leitung  durch  ein-  und  auszuschaltende  Condensatoren  zugleich 
den  Einiluss  der  elektrischen  Vertheilung  auf  die  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit und  die  Dauer  der  Entladung  gegenüber  der  einfachen  Ladung 
und  Entladung  des  Drahtes.  Bei  Faraday's  Versuchen  brauchte  eine 

Meilen  langen  unter- 
irdischen Leitung  2 Secunden,  während  bei  einer  gleich  langen  Luftlei- 
tung die  Zeitdauer  des  Durchgangs  kaum  messbar  war  (Zeitschr.  d.  Tel.- 
Ver.  1,  Seite  133).  Um  das  atlantische  Tau  zu  durchlaufen,  brauchte 
der  Strom  0,31  Secunde.  Nach  Siemens  (Poggendorffs  Annalen  102, 
Seite  00)  steht  die  elektrostatische  Induction  und  die  Verzögerung  des 
Stroms  in  Flaschendrähten  im  Verhältniss  der  (Quadrate  der  Drahtlängen. 

Wegen  der  Verzögerung  des  Stroms  kann  man  auf  langen  Unter- 
seeleitungen nur  langsam  arbeiten;  dagegen  kommen  die  Apparate  bei 
den  Unterseeleitungen,  obgleich  deren  Leitungsfähigkeit  um  % geringer 
ist,  mit  schwächeren  Batterien  in  gleich  schnellen  Gang,  wie  oberirdische 
mit  stärkeren,  da  die  im  Drahte  gebundene  Elektricität  sich  auf  der  ganzen 
Oberfläche  verthcilt  und  demnach  nur  ein  kleiner  Theil  den  Widerstand 
des  ganzen  Drahtes  zu  überwinden  hat.  Sehr  störend  sind  die  auftre- 
tenden Entladungsströme  und  deshalb  müssen  die  Apparate  den  Wirkun- 
gen derselben  entzogen  werden;  das  Mitsprechen  des  eigenen  Relais  ist  bei 
der  directen  Gorrespondenz  von  geringerer  Bedeutung  und  liesso  sich  z.  B. 
bei  Anwendung  von  Inductionsrclais  durch  entsprechende  Schaltung  der 
Batterien  umgehen  ; allein  der  kräftige  Rückstrom  macht  das  Relais  eine 


elektrische  Welle  zum  Durchlaufen  der  1500  englische 


•)  Auf  der  Cagliari-Malta- Corfu-Linie  wurde  das  Relais  durch  einen  beson- 
deren Umschalter  während  des  Sprechens  aus  der  Leitung  ausgcschaltet;  blieb  die 
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Zeit  lang  für  von  der  andern  Station  kommende  Telegraphirströme  un- 
empfindlich. Bei  Translation  werden  die  Schwierigkeiten  noch  grösser. 
Matzenauer  schlug  zur  Beseitigung  derselben  vor,  den  Tasterhebel 
oder  den  die  Translation  besorgenden  Morsc-Schreihhebel  während  seiner 
Bewegung  vorübergehend  mit  der  Erdleitung  in  Verbindung  zu  setzen 
(Zeitscbr.  d.  Tel.-Ver.  6,  S.  95). 

Die  Grösse  der  Ladung  einer  Unterseeleitung  kann  30 — 40  Mal 
so  gross  sein,  als  bei  einer  gleich  langen  oberirdischen;  sie  hängt  ab 
von  der* * Dicke  des  Leitungsdrahtes  und  seiner  isolirenden  Hülle,  von 
der  Natur  des  Isolationsmittels;  sie  wächst  mit  der  Stärke  der  Batterie 
und  mit  der  Dauer  der  Berührung  der  Leitung  und  des  Batteriepoles. 
Bei  rasch  vorübergehender  Berührung  ist  die  Ladung  bei  Leitungsdrähten 
der  verschiedensten  Art  fast  immer  dieselbe.  Gaugain  nimmt  daher 
eine  zweifache  Ladung  an:  eine  momentane,  von  der  isolirenden 
Substanz  unabhängige,  durch  eine  Wirkung  in  die  Ferne  erzeugte 
seitliche  Condensation  oder  Ladung,  und  eine  langsamer  erfolgende, 
von  Atom  zu  Atom  durch  die  isolirende  Substanz  fortschreitende,  also 
durch  molekulare  Wirkung  erzeugte.  Beim  Telegraphiren  dauert  die 
Berührung  so  lange,  dass  letztere  auftritt,  die  Ladung  also  dem  speci- 
fischen  Vertheilungsvermögen  des  Isolirmittels  proportional  ist.  Dieses 
ist  bei  Luft  = 1,  Glas  1,76,  Schellack  2,  Schwefel  2.24,  Kautschuk  2,8,  Gutta- 
percha 3,8  (Schellen,  elektromagn.  Tel.  4.  Anfl.  S.  25l).  — Die  Grösse 
der  Ladung  ist  dem  Strome  proportional,  der  sich  von  dem  Leitungs- 
drahte durch  die  isolirende  Schicht  nach  der  Kabelhülle  bewegt.  Nach 
dem  Ohm’schen  Gesetze  hat  man  für  die  Ströme  5'  und  von  « und  », 
gleichen  Elementen  bei  den  Widerständen  w und  tv, 


n n. 


^ m 

da  nun  der  Widerstand  des  Drahtes  und  der  Batterie  gegen  den  Wider- 
stand der  isolirenden  Hülle  ^vom  specifischen  Lcitungswiderstand  - ^ 
verschwindet,  für  letztere  aber  (d.  2.  Abth.  S.  17;  Pogg.  Annalen  102,  S.  10.3) 
loynai  — 

F=— — gefunden  wurde,  sb  ergieht  sich 


2 n kl 


c . c ” 

• TT  = 


Ukl 


W|  A,  /, 


logual  — logtiat  — 
r r, 

woraus  die  Gesetze  der  Ladung  und  Entladung*)  zu  entnehmen  sind. 


Leitung  Cagliari-Malta  nach  jeder  Stromgebung  isolirt  (durch  Isolation  des  Kulio- 
contacts  im  Taster),  so  WJirden  die  Zeichen  sehr  unregelmässig.  Delamarchc, 
Elemente,  S.  15  und  16. 

*)  Du  Moncel  (traiti,  8.  272)  hebt  noch  besonders  hervor,  dass  das  Loitungs- 
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Ständen  bei  zwei  Tauen  von  gleichem  Igolirniittel  (A  = A,)  die  Drahthalb- 
messer  r und  in  demselben  Verhältnisse,  wie  die  Halbmesser  /?  und 
der  isolirenden  Hülle,  so  würde 


iiS : S\  = nl 

d.  h.  die  Ladungen  sind  bei  gleichen  Längen  l und  der  Zahl  der  Ele- 
mente oder  der  Spannung  der  Batterie,  bei  einer  und  derselben  Batterie 
dagegen  der  Länge  der  Taue  proportional.  — Wäre  dagegen  « = 

/ = /j  und  A = Aj , so  würde 


li  R 

S : — lognat  — : logmtl 


Da  die  obige  allgemeine  Formel  für  6' : S',  einen  unbequemen  Werth 
für  S oder  für  die  Ladung  liefert,  so  hat  Wheatstone  aus  Versuchen 
an  ünterseetauen  die  bequemere  Formel 

abgeleitet,  worin  D einen  für  dasselbe  Tau  constanten  Coefficienten,  r den 
Halbmesser  des  Lcitungsdrahtes  und  d die  Dicke  der  Isolirschicht  be- 
deutet (Schellen,  elektromagn.  Telegr.  4.  Aufl.  S.  254).  Da  nun  die 
Stromstärke  mit  dem  Quadrate,  die  Ladung  nur  mit  der  Quadratwurzel 
des  Drahthalbmessers  wächst,  so  ist  cs  wirksamer,  den  Drahthalbmesser, 
als  die  Dicke  der  Isolirschicht  zu  vergrössern ; denn  diese  hat  auf  die 
Stromstärke  keinen  Einfluss  und  die  Ladung  ist  nur  umgekehrt  propor- 
tional der  Quadratwurzel  dieser  Dicke.  Eisendrähte  würden  eine  weit 
dickere  Isolirschicht  erfordern,  wenn  bei  gleicher  Leitungsfahigkeit  die 
Ladung  nicht  grösser  werden  sollte,  als  bei  Kupferdrähten  (Du  Moucel, 
iraile,  S.  270  und  277). 

Ist  ein  Flaschendraht  geladen  und  man  lässt  seine  Entladung  durch 
eine  Tangentenbussole  gehen,  so  wirkt  dieser  Strom  von  sehr  kurzer 
Dauer  nach  denselben  Gesetzen  wie  ein  horizontaler  Stoss  auf  ein  ruhen- 
des Pendel,  d.  h.  es  ist  die  Kraft  dem  Sinus  des  halben  Ausschlagswin- 
kels a proportional  (Pogg.  Ann.  34,  S.  302);  bei  zwei  verschiedenen  Tauen 
haben  wir  daher  auch: 


um  - : sift  — = S : 


nU 


n,Ai/i 


2 2 

oder  bei  , A = Aj  und  R : R^  — r 


logtml  — lognat  — 
r r. 


vermögen  des  Metalls  keinen  Einfluss,  Temperatur  und  Druck  nur  durch  ihre  Ab- 
änderung der  Isolation  Einfluss  auf  den  Entladungsbtrom  haben,  dass  nach  Guil- 
lemin  die  Zeit  derEntladung  eines  ungefähr  100  Lienes  langen  Drathes  etwa  4 mal 
so  gross  ist,  als  die  der  L.idiing,  und  dass  ein  isolirter  Draht  etsva  doppelt  so  stark 
geladen  wird,  als  ein  zur  Erde  abgeleiteter;  dass  endlich  die  Ladung  sehr  schwach 
ist,  wenn  die  äussere  Hülle  nicht  mit  der  Erde  verbunden  ist. 
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I : l.=  sin  — : sm  — , 

‘ 2 2 ’ 

d.  h.  die  Länge  zweier  Stücken  desselben  'Fans  verhalten  sich  wie  die 
Sinus  der  halben  Ausschlagswinkel,  welche  hei  Entladungen  entstehen, 
die  aus  der  T^adung  nnttels  derselben  Batterie  herrühren. 

Wheatstone  fand  mittels  eines  Galvanometers  mit  astatischen,  an 
einem  Coconfadeii  ohne  Torsion  aufgelüingten  Nadeln  hei  einem  Umwiu- 
dungsdralit  von  233  preiiss.  Fuss  Länge  und  V,o  Durchmesser 

in  einem  Tau  von 


' 

1 Meile 

8 Meilen 

16  Meilen  Länge, 

bei  16  Dauieirschen  Elementeu 

0" 

2,5" 

5« 

>1  >1  )) 

u 

5 

10 

» Ö4  „ ,, 

0 

10 

20 

>»  128  ,,  ,, 

2,5 

20 

11 

,1  256  „ „ 

5 

41 

88 

>1  512  „ „ 

10 

88 

88 

Erscheint  der  Ladungsstrom 

nach  d 

en  Zeiten  t und  an  den  Enden 

der  beiden  Taustücken  von  der 

Länge 

/ und  /j,  so 

ist: 

■ ‘ */  1^'  */ 

r loijnal — r^luynal- 

'(Zeilscli.  d.  Tel.-Ver.  0,  S.  Ü8)  oder,  falls  wieder  7?  :/?,=/* *  : /•,  wäre, 

/*  : /j’  z=;  /r* : l^r^. 

Die  Ladungszeiten  sind  also  unabhängig  von  den  Batterien. 

Bei  der  Berechnung  der  Geschwindigkeit,  mit  welcher  telegraphische 
Zeichen  durch  eine  Leitung  gegeben  Averden  können,  ist  die  von  Fara- 
day  zuerst  beobachtete  Bildung  elektrischer  Ladnngswellcn  im 
Kabeldraht  zu  berücksichtigen.  Unterbricht  man  nämlich  die  Verbindung 
des  Drahtes  mit  dem  freien  Pole  der  zur  Erde  abgeleiteten  Batterie,  so 
verbreitet  sich  die  bisher  im  Drahte  an  gesammelte  ruhende  Elektricität 
über  den  ganzen  Draht  und  der  Strom  beginnt  im  Messinstrumente  nach 
einiger  Zeit.  Kehrt  man  die  Batterie  um,  anstatt  sie  zu  unterbrechen, 
so  fliesst  die  vorhergehende  Ladung  theils  durch  das  Messinstrument, 
theils  vereinigt  sie  sich  mit  der  nachfolgenden  entgegengesetzten  Elek- 
tricität. Bei  schnellem  Batteriewcchsel  bilden  sich  in  beliebiger  Zahl**) 


X 

*)  Aus  t = vgl.  2.  Abth.  S,  18  u.  Zeitsclir.  d. Tel.-Ver.  7,  S.206.  — 

Zr^Xlognat  — 

Pogg.Ann.  102,8.66  ff.  — In  derduroh  die  Ladung  veibraiiclitcnZeit  liegt  eine  Ursache, 
weshalb  die  verschiedenen  Messungen  zur  Bestinriinung  der  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit der  Elektricität  so  sehr  von  einander  abweichende  Werthe  ergeben. 

In  langen  Leitungen,  wie  die  zwi.schen  England  und  Amerika,  konnte  man 
6 Wellen  erhalten  {Du  Moncel,  iraiie,  8.265). 
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Wellen,  deren  jede  von  der  naclifolgenden  entgegengesetzten  verzehrt 
wird,  sich  aber  dabei  nach  dem  Endo  hin  bewegt  und  bei  ausreichender 
Kraft  das  telegraphische  Instrument  bewegt.  Wechseln  lange  und  kurze 
Strömungen  ab,  so  werden  die  kurzen  Wellen  von  der  vorhergehenden 
und  folgenden  leicht  ganz  oder  über  das  praktisch  zulässige  Mass  hinaus 
verzehrt  (Zcitschr.  d.  Tel.-Ver.  0,  S.  97). 

Die  G rosse  der  Ladung  (Elektricitätsmenge),  welche  ein  Leiter  auf 
die  Längeneinheit  mittels  eines  elektrischen  Motors  von  der  Spannung 
1 erhält,  nennt  man  seinen  Lad  u n gsco c fficien ten , seine  Induc- 
tions-  oder  elektrostatische  Caj)acität;  derselbe  ist  für  das  Tele- 
gruphiren  auf  weite  Entfernungen  von  grosser  Bedeutung.  Da  die  Ströme 
S und  oll'enbar  den  die  Leiter  von  der  Länge  / und  ly  durchströmenden 
Elektricitätsmengen  proportional  sind,  so  erhält  man  bei  den  Ladungs- 
toeriicienten  (■  und  (\ 

sin  - ; sin  — = S : S.  — CI n : Ctl.n.. 

2 2 ^ ^ ^ 

Lässt  man  anstatt  eines  einzigen  Entladuugsstosscs  mittels  eines 
Unterbrechungsrades  eine  Reihe  rasch  hinter  einander  folgender  Ent- 
ladungen durch  das  Galvanometer  (Sinusbussolc)  gehen,  so  nimmt  dessen 
Nadel  während  der  Jiadungen  und  Entladungen  eine  feste  Ablenkung  ß und 
an;  diese  ist  abhängig  von  der  «len  Galvanomcterdraht  durchströmon- 
den  Elektricitätsmenge,  d.  h.  von  der  Zahl  m und  /«,  der  Ladungen  in 
1 Minute  und  der  Elektricitätsmenge,  welche'  bei  jeder  Entladung  durch 
den  Draht  geht.  Dann  wird 

sin  ß ; sin  ß,  = Cn  m l : C,  /#,  m,  /, . 

Bei  Tauen  von  sehr  grosser  Länge  erfordert  die  Ladung  einige  Zeit ; 
die  vorstehenden  Methoden  setzen  aber  voraus,  dass  für  beide  Taue  die 
volle  Ladung  in  nahezu  derselben  Zeit  erreicht  werde.  Bei  nur  einige 
Fuss  langen  Tauen  erhält  man  nur  bei  rasch  auf  einander  folgenden 
Ladungen  und  Entladungen  in  einer  Bussole  mit  20000  bis  30000  Um- 
windungen eine  bemerkbare  dauernde  Nadelablenkung. 

Als  Einheit  für  den  Ladungscoefficieut  wählt  man  die  La- 
dung eines  Condensators  von  1 Quadratmeter  Oberfläche,  dessen  ebenso 
grosse,  zur  Erde  abgeleitete  zweite  Platte  durch  eine  Jmftschicht  von 
1 Millimeter  von  der  ersten  getrennt  ist.  Danach  ist  der  Ladungscoeffi- 
cient  eines  'l'aus,  dessen  1,5  Millimeter  dicker  kupferner  Lcitungsdraht  mit 
einer  4 Millimeter  dicken  Guttapcrchaschicht  bekleidet  ist,  etwa  8,6. 

Bei  oberirdischen  Leitungen  findet  nach  Siemens  (Pogg.  Ann.  102, 
S.  108)  auch  eine  Ladung  statt,  nur  ist  sie  wegen  der  grösseren  Entfer- 
nung des  Drahtes  von  der  Erde  sehr  schwach;  sic  wächst  mit  der  Ober- 
fläche und  mit  der  Stärke  der  Krümmung  bei  gleicher  Oberfläche,  aus 
dem  ersteren  überwiegenden  Grunde  wächst  sie  mit  dem  Ilalbme.sser,  aus 
dem  zweiten  nimmt  sie  mit  dem  llalbmesscr  ab. 
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Ein  von  einem  Strome  durchflossener  (am  Ende  nicht  isolirter)  Leiter 
wird  wegen  der  Ladung  erst  nach  einiger  Zeit  einen  dauernden  elek- 
trischen Zustand  annehmen,  obgleich  die  Elektricität  fast  augenblicklich 
am  anderen  Ende  erscheint.  Erst  wenn  der  Draht  vollständig  geladen 
ist,  geht  der  Strom  regelmässig  und  in  unveränderlicher  Stärke  durch 
den  Draht.  Die  Dauer  D des  veränderlichen  Zustandes  ist  bei 
2 Leitern  von  gleicher  Länge  und  gleichem  Widerstande  (oder  Leitungs- 
fahigkeit)  proportional  dem  elektrischen  Vertheilungsvermögen  *)  oder 
dem  Ladungscoefficienten  C.  Mit  der  Länge  / des  Leiters  wächst  nicht 
blos  die  Ladung,  sondern  auch  der  von  der  Elektricität  zu  durchlaufende 
mittlere  Weg;  daher  wächst  die  Dauer  des  veränderlichen  Zustandes  mit 
dem  Quadrate  der  Länge.  Sie  wächst  aber  endlich  auch  im  geraden 
Verhältniss  zur  Leitungsfähigkeit  oder  im  umgekehrten  zum  Widerstande 
des  Leiters;  daher  steht  sie  auch  im  umgekehrten  Verhältnisse  zu'dem 
Querschnitte  q des  Leiters.  Die  elektromotorische  Kraft  der  Batterie 
ist  ohne  Einfluss  auf  jene  Dauer;  denn  wenn  diese  Kraft  wächst,  so 
wird  zwar  die  Ladung  eine  schnellere,  aber  auch  eine  grössere  und  des- 
halb eine  längere  Zeit  erfordernde**).  »Bei  den  spccifischen  Leitungsver- 
mögen k und  A,  ist  daher 

kq  ■ 


r/* 

A,  (/,  A q 


Bei  gewöhnlichen  eisernen  'relegraphendrähtcn  von  4 Millimeter  Durch- 
messer und  500  Kilometer  (etwa  05  Meilen)  Länge,  welche  mittels  der 
Isülirhütc  auf  Tragstangen  in  der  Luft  ausgespannt  sind,  schwankt  die 
Dauer  des  veränderlichen  Zustandes  zwischen  0,014  und  0,022  Secunden, 
ist  also  im  Mittel  0,018  Secunden.  Bei  einem  Draht  von  1 Meile  J.änge, 
aber  von  gleichem  Widerstande  = A// : A,  </,)  wäre  demnach  diese 
Dauer  nur  0,018  : 65  = 0,0003  Secunden;  bei  einem  Drahte  von  der  näm- 
lichen Beschaffenheit,  aber  100  Meilen  Länge,  würde  die  Dauer  100’=  10000 
so  gross  sein. 

Nehmen  wdr  nun  nach  der  obigen  Formel  voij  Wheatstone  die 

Ladung  und  damit  auch  den  Ladungscoefficient  proportional  ]/  so  er- 
halten wir  für  den  Draht  von  4 Millimeter  Durchmesser  und  500  Kilometer 
Länge  C = ^2,  y = 4a  und 

/2 . 500’ 


0,018  = 


47t  A 


M Secunden 


*)  Nach  Gaugain  geben  Scliwefel  und  Gummiinck  zwar  schnell  eine  starke 
Ladung,  die  vollständige  Ladung  wird  aber  viel  später  erreicht,  als  bei  Guttapercha 
(f)u  iMoncel,  traili,  8.273). 

•*)  Ueber  die  von  Guilleinin  aufgcstellten  Gesetze,  vgl.  auch  Dub,  Anw. 
d.  Klektromagn.  S.  235,  aus  Annales  de  vhim.  el  de  phys.  60,  S.  386.  — Eine  Ver- 
grösserung  der  Dicke  des  Leitungsdralitcs  wäre  also  auch  aus  diesem  Grunde 
rätblicb. 
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und  daraus  bei  dem  Halbmesser  r Millimeter  oder  preuss.  Linien  und 
der  Länge  l Kilometer  oder  preuss.  Meilen 


D 


l/rl^  21/2  /* 

1 — 0,018. : 

knr*  rj/r 


0,018. 


0,915  /0,015  /o 


Bei  / = 500  Kilometer  findet  man  für  r . 
r = 2,5  Millimeter  D = 0,013  Secunden. 


^0  V^'o 
1,5  Millimeter  D — 


Secunden. 
0,027  und  für 


Wie  schon  erwähnt,  ist  der  Ladungscoefficient  bei  einem  Untorsee- 
tau 30—40  mal  so  gross,  als  bei  einer  Luftleitung;  wäre  nun  die  Leituiigs- 
fähigkeit  des  Drahtes  dieselbe,  wie  bei  einem  4 Millimeter  dicken  Eisen- 
draht, so  wäre  die  Dauer  des  veränderlichen  Zustandes  bei  500  und  2000 
Kilometern  Länge  30 . 0,018  = 0,54  und  4* . 0,54  = 8,64  Secunden.  Bei  einem 
Unterscetau  mit  einem  1,5  Millimeter  dicken  Kupferdraht  und  einer  4 Milli- 
meter dicken  Guttaperchalage  würde  die  Dauer  des  veränderlichen  Zu- 
standes nahe  ebenso  gross  sein,  wenn  sie  nicht  dadurch  noch  verlängert 
würde,  dass  die  Elektricität  in  die  isolirendc  Schicht  eindringt.*) 

Bei  einem  am  anderen  Ende  isolirten  Leitungsdrahte  erstreckt  sich 
die  Ladung  blos  auf  die  Oberfläche  und  ist  in  ihrer  Grösse  dujch  die 
Grösse  und  Gestalt  dieser  Oberfläche  bedingt;  die  Ladung  ist  propor- 
tional der  Drahtlänge,  wenn  die  Isolation  so  gut  ist,  dass  in  allen  Punkten 
dieselbe  Spannung  herrscht;  sic  wächst  mit  dem  Umfange  des  Drahtes 
und  ist  proportional  der  Spannung  oder  der  elektromotorischen  Kraft 
der  Batterie.  Die  Dauer  des  veränderlichen  Zustandes  ist  4 mal  so  gross 
als  bei  einer  zur  Erde  abgeleiteten  Leitung,  erfolgt  also  bei  Untersce; 
tauen  keineswegs  augenblicklich  und  die  gesammte  Ladung  kann  deshalb 
bei  langen  Leitungen  nicht  durch  einen  Gulvanometernadelausschlag  beim 
ersten  Erguss  der  Elektricität  in  den  Draht  gemessen  werden,  weil  dieser 
als  durch  einen  momentanen  Stoss  erzeugt  anziiseheu  ist. 

Die  Dauer  der  Entladung  eines  geladenen  Drahtes  lässt  sich 
nicht  mit  grösserer  Genauigkeit  angeben,  als  die  der  vollendeten  Ladung; 
die  Entladung  durch  beide  zur  Erde  abgeleitete  Drahtenden  erfolgt  in 
derselben  Zeit  wie  die  Ladung;  ist  aber  blos  ein  Ende  abgeleitet,  das 
andere  isolirt,  so  dauert  die  Entladung  4 mal  so  lange,  als  die  Ladung. 
Bei  Unterseetauen  entladet  sich  die  .von  Elektricität  dm-chdrungene  iso- 
lirende  Schicht  theils  durch  den  Leitungsdraht,  theils  durch  die  äussere 
Schutzhülle,  daher  bemerkt  man  bei  einem  solchen  Tau  gleich  nach  er- 
folgter Hauptentladung  an  beiden  Enden  noch  einen  schwachen  Strom, 
der  um  so  länger  anhält,  je  länger  die  Batterie  mit  dem  Lcitungsdrahte 
verbunden  war,  je  mehr  also  die  Elektricität  in  die  Tsolirschicht  eindrin- 


*)  Varley  erhielt  bei  einem  1500  engl.  Meilen  langen,  mit  Qrittapercha  iso- 
lirten Drahte  am  andern  Ende  die  grösste  Intensität  erst  nach  7 Secunden,  dieselbe 
hielt  aber  auch  noch  7 Hecunden  nach  Unterbrechung  der  Batterie  an  (Zeitschr. 
d.  Tol.-Ver.  1,  S.  287).  Vgl.  auch  die  Nachträge. 
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gen  konnte.  Dadurch  kann  bei  Untersoetauen  die  Ladung  und  Ent- 
ladung um  15  bis  20  Minuten  verlängert  werden*).  — Aus  dem  atlan- 
tischen Tau  von  1806  entwich  die  von  einer  schwachen  Batterie  her- 
rührende,  also  nicht  starke  Ladung,  wenn  beide  Enden  isolirt  waren, 
so  langsam,  dass  nach  1 Stunde  kaum  die  Hälfte  der  Elektricität  durch 
die  Guttapercha  in’s  Wasser  übergegangen  war. 

Die  zur  Erzeugung  eines  Signals  erforderliche  Zeit,  vom 
Anlegen  der  Batterie  an  dem  einen  Endo  der  Linie  bis  zum  Entstehen 
des  Signals  am  anderen  Ende,  ist  niclit  (wie  die  Dauer  des  veränder- 
lichen Zustandes)  proportional  dem  Quadrat  der  Ijängc;  sie  wird  bedingt 
durch  den  Zeichengeber,  die  Empfindlichkeit  des  Empfangsapparates, 
Länge  und  Isolationszustand  der  Linie,  die  Batterie.  Bei  einer  500  Ki- 
lometer langen,  4 Millimeter  dicken  oberirdischen  Eisenleitung  waren  für 
den  Apparat  von  Hughes  0,002  bis  0,003  Secunden  erforderlich,  und  diese 
Zeit  änderte  sich  nahezu  proportional  zu  der  iJinge  der  Linie;  der 
Elektromagnet  dieses  Apparates  ist  sehr  empfindlich,  und  daher  kann 
mau  für  einen  Zeiger-  oder  Morse’schen  Telegraphen  bei  70 — 80  Daniell- 
schen-Elementen  bei  500  Kilometern  0,01  Sccunde  und  bei  1000  Kilometern 
0,03  Secunden  annehmen.  Bei  einer  unterirdischen  oder  unterseeischen 
Leitung  würden  bei  500  Kilometern  für  den  Elektromagnet  von  Hughes 
0,09  Secunden,  für  ein  gewöhnliches  Relais  0,45  Secunden  erforderlich 
sein.  Hughes  fand  für  seinen  Apparat  bei  einem  Unterseetau  mit  1,0 Milli- 
meter dickem  Kupfordrahte  und  einer  2,4  Millimeter  dicken  Guttapercha- 
schicht bei  Längen  von 

121  242  363  484  605  726  Kilometern 

0,025  0,045  0,080  0,115  0,140  0,160  Secunden; 

Whitehousc  1858  am  transatl.antischen  Kabel  mit  Kupferlitze  von  0,07 
Millimeter  Durchmesser  und  3 Giittaperchalagen  von  3,7  Millimeter  Ge- 
sammtdickc  bei  einem  gewöhnlichen  Relais  bei  Längen  von 

233  308  796  Kilometern 

0,14  0,34  0,79  Secunden. 

Bei  zu  kurzer  Dauer  des  Contactes  erreicht  der  Strom  nicht  seine  volle 
Intensität  und  kann  deshalb  möglicher  Weise  gar  kein  Zeichen  her\'or- 
bringen,  um  so  mehr  als  er  hierzu*  mit  der  nöthigen  Intensität  eine  hin- 
reichend lange  Zeit  wirken  muss;  während  der  Entladungsstrom  einer  Ley- 
dener Flasche,  selbst  von  sehr  grosser  Intensität^  die  Magnetnadel  nicht  ab- 
lenkt, thut  dies  ein  viel  schwächerer  Strom  von  einiger  Dauer.  Die  Dauer  des 
Contactes  kann  iiidess  stets  kleiner  sein,  als  die  zur  Erzeugung  eines  Sig- 
nals erforderliche  Zeit;  sie  beträgt  bei  einer  gewöhnlichen,  .500  Kilometer 
langen,  oberirdischen  Leitung  für  den  Elektromagnet  von  H u g h e s 0,00.3, 
für  einen  gewöhnlichen  Elektromagnet  0,01  Secunden.  Bei  einem  Untcr- 


*)  Auf  der  Linie  London-.\iu8tordaiu  dauerte  die  Eiilludung  etwa  Seennde. 
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seetau  von  72Ö  Kilometern  fand  Uughcs  bei  seinem  Elektromagnet  nur 
einen  Contact  von  0,0‘JI  Secnnden  erforderlich,  während  das  Zeichen  erst 
nach  0,1()0  Secnnden  erschien.  Bei  einem  gewöhnlichen  Relais  muss  auf 
einer  Unterseclinie  zur  Erzeugung  eines  vollen  Ankeranzugs  der  Contact 
0,10  bis  0,15  Secnnden  dauern;  für  ein  Galvanometer  etwa  0,3  Secnnden. 

Die  Geschwindigkeit  der  Aufeinanderfolge  der  telegra- 
phischen Signale  ist  wesentlich  durch  die  Dauer  der  Ladung  und 
Entladung  bedingt.  Bei  zu  raschem  Schlicssen  und  Oeflnen  der  Batterie 
vcrsclnvindet  der  Strom  im  Empfangsapparate  nicht  ganz,  sondern  seine 
Intensität  nimmt  nur  abwechselnd  zu  und  ab.  Ein  Elcktromacrnetanker 
wird  in  dem  Momente  augezogeu,  wo  der  Strom  ausreichend  stark  ist, 
und  wieder  losgelassen,  sobald  die  Stromstärke  so  weit  herahgesunkeu 
ist,  dass  die  ihr  entsprechende  Magnetisirung  nicht  mehr  ausreicht,  den 
Anker  angezogen  zu  erhalten;  je  näher  sich  diese  beiden  Stromstärken 
liegen,  desto  rascher  können  (al)gesehen  von  der  Zeichendauer)  die  Zei- 
chen auf  einander  folgen.  Die  Empfindlichkeit  des  Empfangsapparates 
dagegen  hat  auf  diese  Geschwindigkeit  keinen  Einfluss.  Beim  Elektro- 
magnet von  Uughes  wird  der  Anker  mechanisch  gegen  die  permanent 
magnetischen  Pole  angelegt  und  fällt  dann  ab,  wenn  der  Strom  diesen 
permanenten  Magnetismus  schwächt;  daher  hängt  bei  ihm  die  Geschwin- 
digkeit des  Tclegraphircns  vorwiegend  von  der  Geschwindigkeit  jener 
mechanischen  Bewegung  ah.  Bei  länger  dauernden  Zeichen,  z.  B.  Morse- 
Strichen,  wird  die  Ladung  stärker,  die  Entladung  dauert  länger  und  man 
muss  langsamer  sprechen.  Die  Entladung  kann  mau  beschleunigen  durch 
Anlegen  einer  Erdleitung  nach  jedem  Strom  (wie  cs  beinr  Morse-Taster 
geschieht);  durch  Nebcnschliessungen  zur  Eule  von  hinreichend  gro.s.sein 
Widerstande  (doch  sind  dabei  Anlässe  zu  Störungen,  namentlich  zu  Po- 
larisation zu  vermeiden);  durch  Anwendung  von  Inductions-  und  mag- 
netoelektrischen Strömen*),  Avclche  wegen  ihrer  grösseren  Spannung 
die  zur  Zeichengebung  nöthige  Stäikc  schneller  erreichen  ; durch 
Ströme  von  wechselnder  Richtung**),  indem  man  z.  B.  zum  Zeichen- 
gebeu  positive  Ströme  benutzt,  zwischen  je  2 positiven  Strömen  aber 
einen  negativen  zur  th  eil  weisen  Entladung  in  die  Linie  sendet,  wes- 
halb auch  dieser  negative  kürzere  Dauer  haben  oder  von  einer  schwächeren 
Batterie  herrühren  muss. 

Bonclli  berichtet,  dass  auf  dem  Cagliari- Malta -Tau  mit  etwa 
2 Millimeter  dicker  Drahtlitze  aus  7 Drähten  und  2 Millimeter  dicker 


*)  Doch  dürfen  diese  (ebenso  auch  die  prafvanischon)  nicht  so  stiuk  «ein,  dass 
sie  die  Gnttaperchahüllo  gefährden. 

Die  Zeiclion  abwechBclnd  durch  einen  positiven  und  negativen  Strom  her- 
vorzubringen, ist  weniger  vortheilhaft , weil  dann  jeder  negative  Strom  erst  die 
ganze  Ladung  des  positiven  beseitigen  und  darauf  den  Leiter  negativ  laden  muss. 
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Guttaperchahüllo  kaum  75  Signale  in  1 Minute  gegeben  werden  konnten, 
und  dass  man  bei  schnellem  Spiel  beim  Morse-Alpliabet  anstatt  Punkten 
und  Strichen  nur  kurze  und  lange  Striche  erhielt,  indem  auf  einander 
folgende  Punkte  zu  einem  Strich  verschwammen  oder  ganz  ausblieben 
{ßhaf fixer ^ idegraph  manual,  S.  509). 

2.  Die  Apparate  für  ünterBeeliaien. 

Die  auf  ünterseelinien  zu  verwendenden  Apparate  müssen  ver  Allem 
möglichst  empfindlich  sein,  damit  man  mit  möglichst  schwachen  Strömen 
telegraphiren  kann;  denn  zu  starke  Ströme  gefährden  (abgesehen  von 
der  längeren  Zeit  zur  Entladung)  erfahrungsgemäss  die  Guttapercha 
theils  durch  zu  grosse  Erwärmung,  thcils  durch  Durchschlagen  der  Elek- 
tricität,  und  gerade  in  der  Anwendung  von  zu  starken  Strömen  in  der 
bereits  mangelhaft  gewordenen  und  mit  schwachen  Strömen  nicht  mehr 
betriebsfähigen  Leitung  sucht  mau  die  eine  Ursache  des  Misslingens  der 
atlantischen  Kabellegung  vom  Jahre  1858,  Die  Einrichtung  der  Apj)arate 
muss  ferner  den  soeben  erörterten  Erscheinungen  der  Ladung  und  Ent- 
ladung Rechnung  tragen. 

Auf  den  verschiedenen  Ünterseelinien  kamen  auch  sehr  verschiedene 
Apparate  zur  Anwendung.  Auf  der  Linie  Oxfordncss-llaag  wurden  vor- 
wiegend Doppelnadelapparatc,  jedoch  auch  Bain's  elektrochemischer 
Schreibapparat  verwendet  (Zcitschr.d.Tel.-Vcr.J,S. 56);  auf  ersteren  waren 
die  Ladungserscheinungeu  weit  weniger  störend,  wegen  der  sich  wieder- 
holenden Umkehrung  der  Stromrichtung.  Auf  derselben  Linie  benutzte 
man  auch  Morseapparate  mit  einer  von  Varlcy  angegebenen  Vorrich- 
tung, durch  welche  der  Strom  bei  jeder  Bewegung  des  Tasters  umgekehrt 
wurde;  als  Relais  diente  eine  sehr  empfindliche  Galvauometcrnadel,  welche 
aber  nicht  stumpf  gegen  einen  festen  Coutact  sich  anlpgte,  sondern  schief 
auf  einer  Goldfeder  hinglitt,  damit  bei  schneller  Bewegung  nicht  etwa 
eine  dünne  Luftschicht  zwischen  Nadel  und  Contact  bleiben  und  die 
Innigkeit  der  Berührung  beeinträchtigen  sollte;  man  telegi-aphirte  bis 
25  Worte  in  1 Minute  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  1,  S.  288;  Dingler’s  Jour- 
nal 134,  S.  418).  Auch  auf  den  Linien  Varna -Sebastopol  (?)  und  Varna- 
Constantinopel  fanden  Morseapparate  Verwendung  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver. 
2,  S.  168  und  284).  Im  persischen  Golfe  nahm  Hughes  seine  Typen- 
druckt elcgrapheu  (Zctzsche,  Copirtelegraphen,  Typendrucktclegraphen 
und  Doppeltelegraphie,  Leipzig  1805,  S.  Ol)  in  Gebrauch. 

Besondere  Verdienste  um  die  Vervollkommnung  der  Apparate  für 
unterseeische  Linien  erwarben  sich  Siemens  & Ualske,  Varlcy  und 
Thomson. 

a)  Die  Apparate  von  Werner  Siemens  d'  Halske. 

Das  Fortgehen  der  4’elegramnie  vermittelt  der  Submar  intaster 
(Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  0,  S.  KK)).  Während  bei  dem  gewöhnlichen  Taster 
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Fig.  38  Taf.  V die  Euftlcitung  L mit  der  Axe,  I dos  Tasterliebels  T,  das 
Relais  R mit  dem  Riiliecontact  2 und  <lcr  eine  Pol  der  Batterie  B mit 
dein  Arbeitscontact  3,  der  andere  Pol  und  das  Relais  aber  mit  der  Erde 
E verbunden  zu  werden  pÜegt,  ist  der  Marinetaster,  um  dem  Entladungs- 
strome den  Weg  durch  das  Relais  abzuschneiden,  nach  der  Skizze  Fig.  39 
eingeschaltet;  steht  die  l^citung  L mittels  des  als  beweglich  gedachten 
Armes  n mit  in  Berührung,  so  ist  das  Relais  R zum  Empfangen  ein- 
geschaltet; wird  L dagegen  mit  .Vj  verbunden,  dann  ist  das  Relais  aus- 
geschaltct,  der  Taster  zum  Geben  bereit,  und  sendet  in  seiner  Ruhelage 
einen  negativen  Strom  der  Gegen batterie  ^j,  beim  Niederdrücken  auf 
3 aber  einen  positiven  aus  der  Arbeitsbatterio  /?|  in  die  Leitung; 
um  endlich  bei  Herstellung  der  Verbindung  zwischen  L und  s,  nicht  den 
letzten  Entladungsstrom  durch  das  Relais  gehen  zu  lassen,  berührt  a auf 
seinem  Wege  nach  .v,  kurze  Zeit  den  mit  der  Erde  K verbundenen  Con- 
tact  Der  Tasterhebel  ist  zugleich  mit  seinen  beiden  Lagerständern 
um  eine  verticale  Axe  drehbar,  wird  aber  durch  eine  Spiralfeder  in  sei- 
ner Ruhelage  erhalten  und  dabei  mit  einer  Contactschraube  gegen  einen 
mit  dem  Relais  verbundenen  Contact  Sj  angedrückt;  da  die  Tasteraxe 
durch  ihren  Ständer  mit  der  Luftleitung  verbunden  ist.  so  ist  das  Relais 
zum  Empfangen  eingeschaltet;  in  dieser  Ruhelage  kann  aber  der  Taster- 
hebel um  seine  horizontale  Axe  nicht  niedergedrückt  werden,  weil  sein 
Handgriff  gerade  über  einem  Anschläge  der  Grundplatte  liegt.  Soll  der 
Taster  zum  Sprechen  eingeschaltet  werden,  so  wird  er  zuerst  um  jene 
verticale  Axe  gedreht;  dadurch  wird  einerseits  der  nach  dem  Relais 
führende  Contact  von  seiner  Contactschraube  verlassen  und  das  Relais 
ausgcschaltet,  andererseits  aber  durch  einen  gegen  die  Ständer  isolirten 
Knopf  eine  mit  dem  Ruhecontact  des  Tasters  verbundene  Contaetfeder 
an  ihren  nach  der  Gegenbatterie  führenden  Contact  angedrückt,  diese 
Batterie  also  geschlossen,  so  lange  der  Tasterhebel  auf  dem  Ruhecontact 
liegt;  drückt  man  dann  den  Tasterhebel  auf  den  mit  der  Arbeitsbatterie 
verbundenen  Arbeitscontact  nieder,  so  wird  die  Gegenbatterie  geöffnet 
und  dafür  die  Arbeitsbatterie  geschlossen.  Wird  endlich  der  Taster  um 
die  verticale  Axe  in  seine  anfängliche  Lage  zurückgoführt,  so  streift  ein 
Vorsprung  an  ihm  gegen  einen  mit  der  Erde  verbundenen  Contact 
und  entladet  die  Linie.  Die  Ruhecontactschraube  des  Tasters  legt  sich 
nicht  unmittelbar  auf  ihren  Contact,  sondern  drückt  eine  ebenfalls  mit 
dem  Tasterständer  und  so  mit  der  Luftleitung  verbundene  Feder  auf 
diesen  Contact  nieder. 

Das  polarisirte  Relais  (Zeitschr.  d.  Tel. -Ver.  6,  S.  102)  ist  sehr 
empfindlich.  Sein  senkrecht  stehender  Elektromagnet  hat  2 Schenkel 
K und  A,  (Fig.  40),  deren  untere  Enden  durch  einen  Verbindungsanker 
wie  gewöhnlich  verbunden  sind;  an  diesem  Verbindungsanker  ist  ein 
winkelförmig  nach  oben  gebogener  Stahlmagnet  mit  seinem  Nordpol  ver- 
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schraubt,  maclit  also  zugleich  den  Verbindungsauker  und  die  beiden 
Eisenkerne  des  Elektrom«‘\gnets  in  ihren  oberen  Enden  nordpolarisch;  auf 
dem  Südpol  S des  Stahlmagnetcs  dagegen  ist  in  einem  Lager  eine  eiserne 
Zunge  Z so  befestigt,  dass  sic  sich  zwischen  den  oberen  Elektromagnet- 
polen leicht  bewegen  kann , wobei  ihre  Bewegung  durch  2 Schrauben  d 
und  d,  begrenzt  wird,  deren  eine  d den  Contact  für  den  Schluss  der 
Localbatterie  Idldet.  Incgt  diese  südpolarische  Zunge  nicht  genau  zwischen 
beiden  Polen,  so  wird  sic  von  dem  näheren  angezogen-  Die  positiven 
'relegraphirströme  durchlaufen  den  Elektromagnet  so,  dass  der  auf  der 
Seite  von  d liegende  Pol  N der  Kerne  nordpolarisch,  der  auf  der  Seite 
von  d,  liegende  l*ol  A’,  aber  südpolarisch  wird;  unter  Einwirkung  der 
Telcgraphirstrüme  überwiegt  also  die  Wirkung  von  N auf  die  Zunge,  bei 
der  Einwirkung  der  entladenden  Ströme  der  Uegenbatterie  aber  die  Wir- 
kung von  A*,.  Will  man  ohne  Gegenbatterie  arbeiten,  so  muss  die  Zunge 
näher  an  A',  liegen. 

Um  den  Strom  stets  in  der  zur  Erzielung  der  eben  geschilderten 
W'irkungen  nöthigen  Richtung  durch  das  Relais  senden  zu  können,  be- 
lindet  sich  vor  dem  Relais  ein  einfacher  Stromwender  (Zcitschr.  d. 
Tel. -Ver.  6,  S.  104),  dessen  Einrichtung  Fig.  41  .skizzirt;  die  Kurbel  h 
desselben  kann  durch  Einschnappen  eines  Stiftes  in  das  eine  oder  das 
andere  von  2 Löchern  in  2 Stellungen  festgehalten  werden;  in  der  einen 
Stellung  verbindet  der  eine  mit  der  Kurbel  verbundene  Melallbügel  mit- 
tels der  aufschlcifcnden  Federn  die  Klemmen  1 und  2,  der  andere  Bügel 
die  Klemmen  3 und  4 wie  in  Fig.  41 ; in  der  anderen  Stellung  verbindet 
der  eine  Bügel  die  Klemmen  1 und  3,  der  andere  die  Klemmen  2 und  4 
und  der  Strom  durchläuft  nun  das  Relais  R in  der  entgegengesetzten 
Richtung. 

Der  polarisirte  Schwarzschreiber  (Zcitschr.  d.  Tel. -Ver.  6, 
S.  160)  hat  einen  eben  solchen  Elektromagnet,  wie  das -Relais,  nur  liegen 
seine  Schenkel  horizontal;  nur  die  Pole  stehen  sammt'  der  Zunge  aus 
dem  das  Triebwerk  zur  Bewegung  des  Paj)ierstreifcns  enthaltenden  Kasten 
hervor;  die  Zunge  ist  rückwärts  verlängert  und  hat  an  ihrem  Ende 
eine  Schneide,  welche,  wenn  der  Apparat  schreibt,  den  Papierstreifen  au 
die  von  einer  täglich  frisch  anzufeuchtenden  Schwärzwalze  aus  mit  Farbe  ver- 
sehene vom  Triebwerke  uragedrehte  Schwärzscheibo  andrückt.  Der  Schwarz- 
schreiber  ist  mit  einer  Selbstauslösung  des  Trieb-  oder  Jjaufwerkes  versehen; 
es  sitzt  nämlich  innerhalb  des  Kastens  unmittelbar  neben  dem  Schreibmag- 
net noch  ein  kleiner  Elektromagnet  R Fig.  42,  welcher  mit  jenem  in  dem- 
selben Schliessungskreisc  liegt;  so  lange  der  Anker  a nicht  angczogeii 
ist,  liegt  die  Feder  f am  Ankerhebel  bremsend  mit  einem  durch  das 
Laufgewicht  p regulirbaren  Drucke  auf  der  kleinen  Elfcnbeinwalze  g und 
hemmt  das  Laufwerk;  wird  a angezogen,  so  lässt  f die  Walze  g und  das 
Laufwerk  los,  zugleich  aber  stellt  sich  der  seitwärts  von  p liegende  Stiefel 
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n senkrecht,  so  dass  er  mit  dem  Absätze  auf  der  darunter  liegenden,  auf 
einer  Radaxe  des  Triebwerks  sitzenden  und  sich  deshalb  mit  drehenden 
'J'rommel  T so  lange  tanzt,  als  telegraphirt  wird;  hört  das  'rdegraphiren 
auf,  so  wird  der  Stiefel  durch  die  Reibung  von  der  '^I'rommel  >vieder 
seitwärts  mitgenommen  ; in  Folge  dessen  senkt  sich  die  Feder  f wieder 
auf  die  Walze,  g und  hemmt  das  Laufwerk.  Bei  den  in  neuerer  Zeit 
gebauten  Schwarzschreibern  läuft  die  Schwärzscheibe  mit  ihrem  unteren 
'J’heile  in  einem  oftenen  Farbtroge  und  wird  durch  den  Schreibhebel  mit 
ihrem  oberen  Theile  gegen  den  an  dieser  Stelle  über  eine  scharfe  Kante 
laufenden  l’a|iierstreifen  angedrückt;  auch  ist  ihr  Rand  fein  gekerbt,  damit 
die  Schrift  dentlicher  wird.  Der  Schwarzschreiber  ist  so  empfindlich,  dass 
er  meist  ohne  Relais  unmittelbar  in  die  Leitung  eingeschaltet  werden 
kann. 

Soll  der  polarisirte  Schreibapparat  als  Translat  o r (Zeitschr.  d.  Tel.- 
Ver.  0,  S.  103)  dienen,  so  wird  die  Einschaltung  nach  der  Skizze  Fig.  43 
bewirkt.  Bringt  ein  aus  der  Leitung  Z,  cintreffender  Strom  das  Relais 
Ry  zum  Ansprcchen,  so  wird  die  JiOcalbattcrie  b geschlossen,  der  Schreib- 
hobel  h des  Schreibapparates  legt  sich  auf  den  Contact  3 und  schliesst 
die  Arbeitsbatterie  />,,  welche  ihren  Strom  in  die  Leitung  sendet,  so- 
bald  der  Arm  a auf  liegt;  beim  Rückgang  des  Schreibhcbels  erfolgt 
wieder  eine.  Entladung  mittels  des  Stromes  der  Gegenbatteric  Durch 
das  Relais  Rj  kann  kein  Rückstrom  gehen;  denn  selbst  wenn  der  Arm 
a von  Sj  auf  .v,  zurückgeführt  wird,  streift  er  erst  .v,  und  setzt  dabei  die 
Leitung  Zj  ablcitend  mit  der  Erde  E in  Verbindung.  Das  Uraschalten 
der  Kurbel  a erfolgt  am  Schre.ibapparat  nicht  durch  JMenschenhand,  son- 
dern von  selbst,  nämlich  durch  den  auf  der  Axe.  des  Hebels  der  Selbst- 
auslösung (Fig.  42)  sitzenden  Commutatorhebel,  indem  sich  dieser  auf 
die  eine  oder  die  andere  zweier  Contactschrauben  legt,  von  denen  die 
eine  mit  dem  Schreibhebel,  die  andere  mit  dem  Relais  in  Verbindung 
steht;  die  Entladung  (Stellung  von  a auf  .f.,)  aber  besorgt  der  Stiefel  w 
der  Selbstauslösung,  welcher  vorn  an  der  Zehe  und  hinten  am  Absätze 
isolirt  ist,  nicht  aber  in  der  Mitte  der  Sohle,  so  dass  er  in  seiner  ruhen- 
den oder  tanzenden  Stellung  nicht,  wohl  aber  wenn  er  seitwärts  ab- 
gleitet, den  Hebel  der  Auslösung  mit  der  Trommel  T und  durch  eine  auf 
dieser  schleifenden  Feder  mit  der  Erde  leitend  verbindet.  — Um  bei 
Anwendung  der  Translation  die  vom  Schreibhebel  zu  seiner  Bewegung 
verbrauchte  Zeit  nicht  von  der  Schliessungszeit  der  durch  den  Schreib- 
hebel geschlossenen  Batterie  in  Contact  kommen  zu  lassen,  haben  Sie- 
mens & Halske  dem  Schreibhebel  einen  .federnden  Contact  gegeben,  so 
dass  die  Gontaetfeder  ihren  Contact  früher  erreicht,  als  der  Schroibhebel 
ihn  erreichen  würde,  und  auf  ihm  selbst  noch  eine  Zeit  lang  liegen 
bleibt,  wenn  der  Schreibhcbel  schon  seinen  Rückgang  begonnen  hat 
(vgl.  Jahrgang  X S.  210  und  34«).  Auch  der  Commutatorhebel  erhält  solche 
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Contactfedern.  — Die  vollständigen  Schemata  der  Einschaltung  und  Ver- 
bindung säramtliclier  Apparate,  sowie  die  verschiedenen  Stüpselungen 
sind  beschriehen  und  durch  Abbildungen  erläutert  in  der  Zeitschrift  des 
deutsch -österreichischen  Telegraphen -Vereins  (6,  S.  169)  und  daraus  in 
Duh,  Anwendung  des  Elektromagnetismus  (S.  425),  und  in  Schellen, 
der  elektromagnetische  Telegraph  (4.  Aufl.  S.  490  und  495). 

Die  Apparate  von  Siemens  & Halske  kamen  auch  auf  den  unter- 
seeischen Linien  von  Port-Vendres  nach  Algier  und  von  Malta  nach 
Alexandrien  zur  Anwendung. 

b)  Die  Apparate  von  Cromwell  Fleetwood  Varley. 

Am  16.  Februar  1854  liess  sich  Varley  3 zusammen  gehörige  Apparate 
patentiren  (Polytechn.  Centralbl.  1855,  S.  729  oder  Dingler’s  Journal 
136,  S.  262  aus  Repertory  of  Patent  InventionSj  April  1855,  S.  293):  einen 
Taster,  ein  Relais  und  einen  Commutator  (siHtc?i).  Der  Cominu- 
tator  befindet  sich  auf  der  Platte  des  Tasters  und  enthält  eine  auf  zwei 
Ständern  lagernde,  mit  der  Leitung  L verbundene  Welle,  deren  Kurbel 
in  zwei  durch  die  Worte  ,, Abgang“  und  „Empfang“  bezeichnete  Lagen 
gebracht  wird;  in  der  ersteren  Lage  liegt  ein  an  der  Welle  befindlicher 
Stift  h auf  einer  Feder  g,  in  der  anderen  Lage  ein  Stift  i auf  einer 
Feder  J]  beim  Umstellen  des  Commutators  aus  der  einen  in  die  andere 
Lage  kommt  ein  dritter  Stift  o der  Welle  mit  einer  dritten,  mit  der  Erde 
verbundenen  Feder  n in  Berührung,  wodurch  die  Leitung  L bei  jedem 
Wechsel  entladen  wird.  Die  Axe  des  Tasterhebels  besteht  aus  zwei  gegen 
einander  isolirten,  durch  ein  scheibenförmiges  elfenbeinernes  Mittelstück 
mit  einander  verbundenen  Theilen;  diese  Theile  stehen  durch  2 Federn 
b und  r,  welche  zugleich  den  Tasterhebel  in  seiner  Ruhelage  erhalten, 
mit  den  Polen  C und  Z der  Telegraphirbatterie  in  Verbindung;  das 
elfenbeinerne  Mittelstück  ist  von  2 sich  nicht  berührenden  metallenen 
Halbkreisen  umgeben,  von  denen  der  eine  mit  dem  Tasterhebel  und  dem 
Pol  Z,  der  andere  mit  dem  Pol  C verbunden  ist.  Ist  der  Taster  in  sei- 
ner Ruhelage,  so  geht  der  positive  Strom  durch  ihn  in  eine  mit  der 
Commutatorfeder  g verbundene  Feder  /”,  und  wenn  der  Commutator  auf 
„Abgang“  steht,  durch  den  Stift  h in  die  Leitung  Z,  nach  der  anderen 
Station,  wo  der  Commutator  auf  „Empfang“  steht,  durch  den  Stift  i und 
die  Feder  j nach  dem  Relais,  bewegt  aber  den  Relaishebel  so,  dass  die 
Localbatterie  nicht  geschlossen  wird.  Drückt  man  nun  den  Taster  nie- 
der, so  wird  zunächst  die  Leitung  Z mittels  einer  am  Taster  schleifenden 
Feder  /»  (welche  also  jetzt  zugleich  mit  f auf  demselben  Halbkreise  auf- 
schleifen  muss)  entladend  mit  der  Erde  verbunden,  glbich  darauf  aber 
kommt  k mit  dem  anderen  Halbkreise  in  Berührung  und  bewirkt  die  Um- 
kehrung des  Stroms  (weil  f noch  auf  dem  ersteren  Halbkreise  schleift), 
wodurch  das  Relais  auf  der  Empfangsstation  den  Localstrom  schliesst. 
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Das  Relais  (Fig.  44)  ist  ^era  Wesen  nach  ein  Galvanometer,  dessen  Nadel 
in  Folge  einseitigen  Ucborgewichts  sich  mit  einem  an  seiner  Axe  befes- 
tigten Arm  (i  gegen  eine  Feder  e anlegt  und  so  den  Eocalstrom  schliesst; 
während  jedoch  der  Taster  sich  in  der  Ruhelage  befindet,  dnrchiänft  der 
Strom  das  Relais  so,  dass  er  den  Arm  d von  der  Federe  entfernt.  Der 
Contact  am  Arm  d hat  eine  Kugelhaube  als  Oberfläche.  Die  Regulirung  des 
Relais  wird  durch  Vergrössevung  oder  Verkleinerung  des  Uebergewichts 
in  Folge  einer  grösseren  oder  kleineren  Schrä}»stellung  bewirkt.  Der 
Empfangsapparat  ist  ein  gew'öhnliches  Galvanometer. 

Die  in  Fig.  45  abgebildetc  Einrichtung  des  Relais  für  Ströme  von 
wechselnder  Richtung  von  Varley  erwähnt  Du  Moncel  {iraile,  S.  488). 
Der  Relaishcbel  a b liegt  innerhalb  der  Spulen  S und  schwingt  zwischen 
den  Polen  zw'cier  permanenter  Magnete  l\  und  P,,  welche  zu  ihm  pa- 
rallel zu  beiden  Seiten  seiner  Axe  c liegen;  an  die  beiden  Arme  seines 
Qnerhauptes  d sind  2 Federn  angelöthet,  welche  die  beiden  Cotactkugeln 
aus  Platin  tragen  und  mit  diesen  sich  an  die  Stellschrauben  i>,  und  r, 
aulegen  können. 

Ein  noch  anderes  Relais  von  Varley,  welches  für  verschiedene 
Zwecke  dienen  kann  und  einen  polarisn’ten  und  einen  nicht  magnetisir- 
ten  eisernen  Hebel  hat,  beschreibt  Gl  Ösen  er  {trailc  des  applicalions  de 
C eleclricile  I,  S.  215). 

Ein  anderer  Apparat  von  Varley  besteht  aus  einem  eigenthümlichen 
Taster,  nebst  einem  Relais  {Srvilcfi).  Mit  diesem  Switch  steht  eine 
besondere  Switch batterie  in  Verbindung,  so  dass  jede  Station  2 Linien- 
und  2 Localbatterien  \ind  für  jede  Jduie  2 Relais  (ein  gewöhnliches  und 
einen  Switch)  braucht.  Beim  Niederdrücken  des  Tasters  wird  der  Strom 
der  Linienbatterie  nach  der  anderen  Station  entsendet  und  zugleich 
einem  von  der  anderen  Station  kommenden  Strome  ein  anderer  Weg  als 
gewöhnlich  durch  das  Relais  eröffnet.  Diesen  Weg  durch  den  Switch 
nämlich  verfolgt  nach  dem  Loslassen  des  Tasters  der  Rückstrom  und  der 
Ström  der  Gegenbatterie;  er  ist  jedoch  dem  Strome  nur  kurze  Zeit  ge- 
öffnet, nämlich  so  lange  der  Rückstrom  dauert,  damit  dieser  nicht  durch 
das  Relais  gehe;  dann  wird  dieser  Weg  unterbrochen  und  der  alte  durch 
das  Relais  hergestellt.  Die  Eröffnung  des  neuen  Weges  wird  durch  eine 
eigenthümliche  Einrichtung  des  Tasters,  dagegen  die  nicht  plötzlich  mit 
dem  Losla.ssen  des  Tasters  erfolgende  Unterbrechung  desselben  durch  den 
Switch  bewirkt.  Der  Taster  hat  ausser  den  gewöhnlichen  2 Contact- 
kegeln  und  der  Leitung  nach  der  Hebelaxe  noch  2 Klemmen,  von  denen 
die  eine  mit  einem  dritten  Contactständer,  die  andere  mit  einer  langen 
Feder  verbunden  ist,  welche  letztere  beim  Ni'*derdrücken  des  Taster- 
hebels von  diesem  auf  den  dritten  Contactständer  aufgedrückt  wird  und 
dadurch  die  Switchbatterie  schliesst;  indem  nun  der  Strom  dieser  Batterie 
den  Switch  - Elektromagnet  a (Fig.  40}  umkreistund  dieser  seinen  Anker 
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anzieht,  unterbricht  der  Ankerhebel  e zunächst  den  Weg  über  die  Stell- 
schraube M nach  dem  Relais,  bringt  dafür  aber  die  Feder  f mit  der  Schraube 
bei  TV  in  Verbindung.  Damit  nun  beim  Loslassen  des  Tasters,  wo  die  Gegen- 
batterie in  Thätigkeit  tritt,  nicht  auch  die  Feder  /'loslässt,  steht  der  Hebel 
e des  Switch  mit  einem  kleinen  Gewicht,  einem  Zahnrad  und  einem  Wind- 
flügel in  Verbindung,  wodurch  er  genöthigt  ist,  sich  nur  langsam  zu  senken 
und  erst  etwa  Secunde  nach  dem  Loslassen  des  Tasters  die  Gegen- 
batterie zu  öffnen  und  mittels  des  Contactes  n das  Relais  wieder  einzu- 
schaltcn  (Schellen,  d.  elcktrom.  'relegraph,  3.  Aufl.  S.  201).  — Deutlicher 
lassen  sich  die  Vorgänge  an  dem  Eiuschaltungsschema  Fig.  47  erkennen. 
Beim  einfachen  Telegraphireu  ist  der  Umschalter  f/  in  4 und  5 gestöpselt. 
Wird  der  Taster  T niedergedrückt,  so  geht  der  Strom  der  Telegraphir- 
batterie  über  3 und  1 nach  4 und  durch  L nach  der  Empfangsstation, 
daselbst  aber  aus  L über  4 in  f/,  I und  2 des  ruhenden  Tasters  T nach  dem 
Hebel  e des  Switch  über  u durch  das  Relais  R zur  Ejde  A’,  so  dass  der 
Strom  der  Localbatterie  über  5 des  Umschalters  U durch  den  Schreib- 
apparat M geht;  zugleich  ist  aber  auf  der  sprechenden  Station  die  Switeb- 
battcrie  6,  geschlossen  worden  und  der  Strom  derselben  geht  über  p durch 
den  Taster  T nach  q durch  den  Switchelektromagneten  nach  r,  daher  wird 
der  Switchhebel  c der  sprechenden  Station  angezogen , dadurch  der  Weg 
von  2 in  7'  über  c und  den  Coutact  u nach  dem  Relais  R und  zur  Erde  A 
abgebrochen,  dafür  aber  die  Feder  f an  den  Contact  fr  angelegt  und  der 
Weg  von  c aus  über  und  R^  zur  Erde  E hergestellt;  die  Gegenbatterio 
ist  aber  noch  nicht  geschlossen,  weil  in  dem  noch  niedergedrückten 
Taster  1 und  2 ausser  V^erbindung  sind.  Sowie  aber  der  d’aster  in  die 
Ruhestellung  zurückgclangt  ist,  sendet  die  Gegenbatterie  //*  ihren  Strom 
über  TV,  e,  2 und  1 in  7’,  4 in  U nach  L zur  Entladung,  bis  der  Switclihebel 
sich  in  seine  Ruhelage  begiebt,  wobei  f von  tv  fortgeht  und  e sich  wieder 
an  anlegt.  — Bei  der  Translation  ist  natürlich  noch  ein  zweites  eben 
so  beschaffenes  Apparatsystem  (nach  Befinden  jedoch  ohne  Switch  und  mit 
gewöhnlichem  Taster)  vorhanden,  etwa  rechts  von  dem  in  Fig.  47  skizziiien. 
Der  Umschalter  U ist  dann  in  t5  und  7 gestöpselt.  Kommt  nun  in  der 
einen  Apparathälfte  ein  Strom  aus  L'  durch  U'  und  die  Apparate  dieser 
Hälfte:  M,  2 in  7’,  e und  ti  in  durch  R'  zur  Erde  A',  so  spricht  das  Relais 
R'  dieser  Hälfte  an,  der  Strom  der  zu  R'  gehörigen  in  der  anderen  Apparat- 
hälfte. stehenden  Localbatterie  0\  und  Switchbatterie  wird  geschlossen 
und  läuft  von  b\  über  x durch  R' , 7 in  U',  5 in  U'  nach  b\,  r,  S'  und  V', 
die  beiden  letzteren  ziehen  ihre  Anker  an,  wodurch  72  ausgeschaltet  und 
zugleich  ein  Strom  nach  R ‘weitergegebon  Avird, 

Schellen  (d.  elektrom.  Telegraph,  1.  Aufl.  S.  512)  beschreibt  einen 
auf  der  Unterseeleitung  London  - Amsterdam  auf  8 Drähten  ohne  jede 
Schwierigkeit  und  Störung  durch  die  Rückströme  (mit  einer  Geschwindig- 
keit von  ungefähr  300  Punkten  in  1 .Minute j arbeitenden  Kabeltranslato  r 
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oder  Switch  von  Varley,  welcher  nur  eine  Abänderung  des  polarisirton 
Relais  ist.  In  Fig.  43  sind  « und  (t^  die  Pole  des  Elektromagnetes,  dessen 
Drahtenden  l und  sind;  c ist  der  leichte  Uebel,  welcher  mit  seiner  Dreh- 
axe  auf  dem  Südpolschenkel  des  Stahlmagnetes  aufsitzt,  w^ährend  der  Nord- 
polschenkel dieses  Stahlmagnetes  mit  den  Kernen  des  Elektromagnetes 
verschraubt  ist.  Im  Ruliezustande  zieht  das  Polende  «|  den  Hebel  c gegen 
die  Schraube  d:  die  Contactschraube  d^  ist  mit  dem  Zinkpole  der  Gegen- 
oder Zinkbatterie  R*  verbunden,  während  die  Arbeits-  oder  Kupferbatterie 
mit  dem  Kupfcrpole  nach  dem  Taster  geführt  ist.  Die  Polenden  a und 
u^  und  die  Contactschraithen  d und  d^  sind  so  gestellt,  dass  der  Hebel  von 
jedem  Polende  an  der  Contactschraube,  an  welche  er  sich  durch  die  Wir- 
kung eines  Stroms  angelegt  hat,  auch  dann  noch  fcstgehalten  wird,  wenn 
der  Strom  ^verschwindet,  so  dass  es  also  jedesmal  eines  zweiten  Stromes 
von  entgegengesetzter  Richtung  bedarf,  w’enn  der  Hebel  von  einer  Schraube 
an  die  andere  gelegt  w’erden  soll.  Der  Widerstand  der  Drahtrollen  ent- 
spricht ungefähr  dem  der  ganzen  Leitung.  — Wollen  2 Stationen  durch 
eine  Untersecleitung  L mit  einander  sprechen,  so  haben  sie  beide  die  näm- 
liche in  Fig.  49  angedeutete  Einschaltung,  und  in  beiden  ist  der  Umschalter 
U bei  4 und  5 gestöpselt.  Wird  der  Taster  T niedergedrückt,  so  geht  der 
Strom  der  Kupferbatterie  /?,  über  3 und  1 des  Tasters  und  4 des  Umschal- 
ters nach  dem  Galvanometer  G:  von  hier  aus  bieten  sich  ihm  2 Wege  von 
gleichem  Widerstande:  der  eine  führt  nach  der  Klemme  l des  Switch,  die 
Drahtrollen  des  Elektromagnetes  und  über  /,  zum  Zinkpole  von  zurück, 
der  andere  Weg  führt  durch  das  Galvanometer  und  in  die  Leitung  nach 
der  anderen  Station.  Auf  der  gebenden  Station  wird  daher  der  Nordpol  a 
verstärkt,  der  Nordpol  n^  geschwächt  oder  gar  in  einen  Südpol  umgewan- 
delt, der  Hebel  c also  gegen  die  Contactschraube  d^  angelegt;  allein  trotz- 
dem kann  die  Zinkbatterie  ihren  entladenden  Strom  nicht  eher  in  die 
Leitung  senden,  als  bis  der  'Fester  in  seine  Ruhelage  zurückgekomihen  ist; 
damit  dieser  Strom  aber  eine  etwas  längere  Zeit  erhalte,  ist  der  Switch- 
hebel auf  der  Contactseitc  mit  einer  leichten  Stahlfeder  versehen,  w'elche 
die  Zinkbatterie  noch  kurze  Zeit  geschlossen  hält,  wenn  -der  Hebel  bereits 
seinen  Rückweg  angetreten  hat;  natürlich  muss  auch  der  Tasterhebel  beim 
Rückgang  sich  fest  auf  seinen  Ruhecontact  auflcgen,  weil  sonst  in  Folge 
mangelnder  Entladung  der  Rückstrom  störend  auftreten  würde.  Auf  der 
Empfangsstation  geht  der  Strom  der  Kupferhatterie  B^  durch  das  Galvano- 
meter, den  Hebel  des  ruhenden  Tasters,  durch  den  Switchhebel,  durch  das 
Relais  R und  durch  die  Erde  E nach  der  gehenden  Station  zurück;  durch 
die  Switchdrahtrollen  geht  von  c aus  nur  ein  verhaltnissmässig  geringer 
Stromtheil,  weil  der  Widerstand  auf  diesem  Wege  beträchtlich  grösser  ist; 
der  Rclaishebcl  schliesst  natürlich  den  durch  den  Schreibapparat  M gehen- 
den Strom  der  Localbatterie  b.  Auch  der  Entladungsstrora  der  Zinkbatterie 
theilt  sich  bei  e in  2 Theile,  von  denen  der  eine  in  die  Leitung  L geht  und 
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den  Rückstrom  neutralisirt,  während  der  andere  Theil  durch  die  Rollen 
des  Switch  geht  und  den  Switchhebel  in  die  Ruhelage  znrückführt,  so  dass 
das  Relais  der  gebenden  Station  wieder  in  die  Leitung  eingeschaltet  wird, 
— Soll  zwischen  der  unterirdischen  Leitung  Z,  und  einer  oberirdischen 
licitung  übertragen  werden,  so  braucht  die  Translationsstation  ausser 
den  bisher  erwähnten  Apparaten  der  Fig.  49  noch  den  in  Fig.  50  abgebil- 
deten Wechsel  IV  und  den  in  Fig.  51  skizzirten  Apparatsatz,  welcher  durch 
den  Draht  pp  mit  dem  Apparatsafz  der  Fig.  49  verbunden  ist.  In  Fig.  49 
aber  muss  der  Umschalter  U^  ebenso  wie  der  Umschalter  I/*  in  Fig.  51 
gestöpselt  sein,  nämlich  in  6 und  7.  Kommt  nun  ein  Strom  aus  7.^,  so 
geht  er  durch  das  Galvanometer  über  6 in  f/,  nach  dem  Hebel  des 
Schreibapparates  vV*  durch  den  Umschalter  V und  das  Relais  /?,  zur  Erde 
K:  der  Relaishebel  schliesst  die  Localbatterie  welche  ihren  S^rom  durch 
pp,  I/j,  «j  und  in  IV und  il/,  sendet,  worauf  der  Sclireibhebel  von  4/, 
den  Strom  der  Arbeitsbatterie  in  die  Leitung  L^  weiter  giebt,  ebenfalls 
mit  Stromtheilung  hei  dem  Galvanometer  , so  dass  zugleich  auch  der 
Switchhebel  gegen  die  Schraube  d^  gelegt  wird  und  beim  Rückgang  des 
Schreibhebels  ein  Entladungsstrom  der  Batterie  /?g  die  Leitung  durch- 
strömt. Um  ein  Zurückprallen  des  Schreibhebels  vom  Ruhecontact  un- 
schädlich zu  machen,  ist  der  Schreibhebel  auch  gegen  diesen  Contact 
hin  mit  einer  leichten  Feder  versehen.  Kommt  ein  Strom  aus  A, , so 
geht  er  durch  J/, , 47, , über  d und  f durch  7?, , schliesst  dadurch  die 
Batterie  5, , deren  Strom  durch  pp,  lif , ?/, , und  w,  in  IV,  durch  47g  geht, 
so  dass  der  Hebel  des  Schreihapparates  4/g  jetzt  den  Strom  der  Batterie  B‘ 
über  7/g  und  6’,  nacli  7.,  weiter  giebt. 

Am  20  December  1862  liess  sich  Varley  mehrere  Telegraphir- 
methoden  patentiren  (Dingler’s  Journal  175,  S.329  oder  Polytechn.  Cen- 
tralbl.  1863,  S.  1625,  aus  The  Engineer,  August  1863,  S.  95),  bei  denen  die 
telegrapliischen  Zeichen  nicht  durch  das  Auftreten  von  Strömen  (wie  ge- 
Avöhnlich),  sondern  durch  Zu-  und  Abnahme  der  Stromstärke*)  hervor- 
gebracht und  zugleich  Ladungsplatten  **)  und  Widerstandsrollen  angewen- 
det werden.  Bei  der  ersten  Methode  sind  auf  der  Empfangsstation  zwischen 
Leitung  7 und  Erde  E eine  Anzahl  metallener,  gegen  einander  isolirter 
Ladungsj)latten  P (Fig.  52)  so  angebracht , dass  die  Platten  gerader 
Niimmer  mit  7,  die  ungerader  Nummer  mit  E verbunden  sind;  das  Relais  /? 


*}  Etwa«  Aehnliches  war  schon  1858  für  R.  A.  Rroonian  patentirt  worden 
(.lahrg'.  V,  S.  46).  Auch  Casclli  und  Honclli  suchten  bei  ihren  Copirtclegraphen 
die  Rückströme  unschädlich  zu  machen  (Zctzsche,  Copirtelographen,  S.  12  u.  26). 

*•)  In  gewisser  IJeziehung  dem  verwandt  ist  die  Verwendung  einer  Gegcn- 
batteric  zur  Reseitigung  der  Rückstiüme,  wozu  M.  H Jacob i grosse  Platinelek- 
troden  in  einem  Gefäss  mit  verdünnter  Schwefelsäure,  Gaston  Plante  Hlcielek- 
troden  vorschlug  (Zeitschr,  d.  Tel.- Ver.  7,  S.  II  und  13).  Ueber  J acob  i ’s  Gegen- 
batterie vgl.  auch  Dn  Moncel,  iraiti,  8.  354. 
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ist  zwischen  den  Platten  und  L oder  zwischen  den  Platten  und  E ein- 
geschaltet; ausserdem  ist  zwischen  L und  E noch  eine  zur  Erhöhung 
der  Geschwindigkeit  des  Telegraphirens  dienende  Widerstandsrolle  Jy 
eingeschaltet.  Der  ankomraende  Strom  tritt  auf  der  Empfangsstation  mit 
allmälig  wachsender  Stcärke  auf  und  verzweigt  sich  theils  nach  den  La- 
dungsplatten, theils  durch  fV  zur  Erde;  hat  mit  vollständiger  Ladung 
der  Platten  die  Stromstärke  ihr  Maximum  erreicht,  so  hört  der  Zweig- 
strom durch  das  Keluis  auf,  wenn  auch  der  Strom  in  der  Leitung  fort- 
dauert. Wird  auf  der  gebenden  Station  der  Strom  umgekehrt,  so  senden 
die  sich  entladenden  Platten  einen  Strom  von  entgegengesetzter  Richtung 
durch  das  Relais.  Bei  der  zweiten  Methode  schliesst  ein  Elektroscop, 
dessen  beide  Pole  durch  eine  AViderstandsrolle  verbunden  sind,  beim 
Wechsel  der  Stromstärke  die  Localbatterie.  Bei  der  dritten  Methode 
ist  die  äu.ssere  (primäre)  Windung  einer  Inductionsspule  mit  der  Lei- 
tung L und  der  Erde  E verbunden,  während  der  Empfangsapparat  R in 
die  innere  (secundäre)  Windung  eingeschaltet  ist  und  somit  bei  jedem 
Auftreten  oder  Verschwinden,  Zu-  oder  Abnehmen  eines  Stromes  in  der 
äusseren  Windung  von  einem  Inductionsstrome  durchlaufen  wird.  Der 
Eisenkern  der  Inductions.spule  besteht  aus  einem  Bündel  Eisendrähten, 
welche  4 Mal  so  lang  sind,  als  die  Spule,  worauf  die  äusseren  und  inneren 
Windungen  aufgewickelt  sind;  diese  Eisendrähte  sind  urngebogen,  so 
dass  sie  die  ganze  Spule  wie  eine  Büchse  umschliessen.  Bei  der  vierten 
Methode  hat  das  Relais  zwei  Windungen  von  verschiedener  Länge  und 
verschiedener  Windungszahl;  die  erste  Umwickelung  habe  z.  B.  h^b  so 
viel  Widerstand  und  halb  so  viel  Windungen,  als  die  zweite,  und  es 
sei  ein  Elektromagnet  und  eine  Inductionsspule  vorhanden,  dessen  Wider- 
stand dem  der  zweiten  Umwickelung  gleich  ist.  Wird  nun  die  erste 
Ümwickelung  mit  der  zweiten  und  zugleich  auch  mit  dem  Elektromagnet 
verbunden,  so  gebt  jeder  Strom  ungetheilt  durch  die  erste  Ümwickelung 
und  verzweigt  sich  dann  zur  Hälfte  in  die  zweite  Umwickelung  und  zur 
anderen  Hälfte  in  den  Elektromagnet;  da  nun  der  Strom  in  der  ersten 
und  in  der  zweiten  Ümwickelung  in  entgegengesetzter  Richtung  fliesst, 
so  gleicht  sich  seine  magnetisirende  Wirkung  aus  und  es  würde  folglich 
keine  Wirkung  im  Relais  auftreten,  wenn  nicht  das  Eisen  jenes  Elektro- 
magnetes  während  des  Magnetisirens  dem  Durchgänge  des  Stromes  eine 
Art  Widerstand  entgegenstellte,  so  dass  der  Strom  in  der  zweiten  Unr- 
wickelung  etwas  mehr  als  die  Hälfte  beträgt  und  ein  Zeichen  auf  dem 
Relais  giebt.  — Bei  der  fünften  Methode  umkreist  der  Strom  zwei 
Galvanometer  von  verschiedener  Grösse,  deren  Nadeln  sich  zwar  durch 
einen  gegebenen  Strom  nach  derselben  Richtung  bewegen  und  denselben 
Ausschlag  erlangen,  aber  nicht  gleich  schnell.  Die  grössere  und  lang- 
samere bat  mehr  Umwickelungen,  giebt  aber  keinen  grösseren  Ausschlag, 
da  ein  Theil  des  Stromes  in  eine  Widerstandsrollo  abgezweigt  ist.  Die 
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beiden  Galvanometer  bilden  ein  Relais;  ihre  Axen  liegen  vertical  über 
einander,  stehen  aber  nicht  in  metallischer  Verbindung;  die  eine  Axe 
trägt  eine  isolirte  Gabel,  bei  welcher  der  eine  Zinken  isolirt,  der  andere 
mit  einer  kleinen  Coutaetfeder  mit  Gold-  oder  Platin -Knöpfchen  versehen 
ist.  Wenn  die  Nadeln  sich  nach  der  einen  Richtung  bewegen,  so  legt 
sich  die  Contaetfeder  an  einen  von  der  Axe  der  anderen  Nadel  zwischen 
die  Gabelzinken  herabreichenden  Stab  und  schliesst  einen  Localstrom; 
bei  der  Bew’egung  nach  der  anderen  Seite  wird  der  Kreis  des  Local- 
stromes geöffnet.  Oder  es  hängt  von  der  Gabel  ein  Draht  herab  in  einen 
halbkreisförmigen  mit  Wasser  gefüllten  Trog  und  zwischen  den  Gabel- 
zinken hängt  ein  zweiter,  gegen  die  Zinken  isolirter  Draht  herab  in  den 
Trog,  auf  dessen  Boden  ein  mit  dem  einen  Batteriepol  verbundener  Draht 
liegt;  der  andere  Batteriepol  ist  mit  der  einen  Nadelaxe  verbunden , von 
der  Mitte  der  Batterie  aber  geht  ein  Draht  durch  ein  (zweites)  Relais  nach 
der  zw'eiten  Galvanometeraxe.  Wenn  nun  der  Linienstrom  sich  in  dem 
einen  Sinne  ändert,  so  werden,  wegen  der  schnelleren  Bewegung  der 
kleineren  Nadel,  die  beiden  Drähte  in  der  Flüssigkeit  sich  einander 
nähern;  bei  einer  Aenderung  der  Stromstärke  im  entgegengesetzten  Sinne 
entfernen  sie  sich  von  einander.  Wurde  nun  die  Entfernung  der  Drähte 
im  Trog  entsprechend  gewählt  (mit  Zuhilfenahme  von  Widerstandsrollen), 
so  wird  in  den  genannten  beiden  Fällen  ein  Strom  nach  der  einen  oder 
nach  der  andern  Richtung  das  (zw'eite)  Relais  durchlaufen,  selbst  wenn 
der  Unterschied  in  der  Entfernung  der  beiden  Drähte  weniger  als  V,q  Zoll 
beträgt.  Auch  hier  lassen  sich  mit  Vortheil  Inductionsplatten  anw’enden. 
— Wesentlich  einfacher  wird  die  Einrichtung,  wenn  man  blos  eine  Gal- 
vanometer-Nadel  nimmt  und  mit  einem  daran  angebrachten  Arm  in  das 
Wasser  des  Trogs  tauchen  lässt;  ein  Ende  des  'l'rogs  ist  dann  durch 
die  primäre  Umw’ickelung  einer  Inductionsspule  hindurch  mit  dem  einen 
Pole  der  Batterie  verbunden,  während  der  andere  Pol  mit  der  Axe  der 
Nadel  in  Verbindung  steht;  in  die  seeuhdäro  Umwickelung  der  Induc- 
tionsspule  ist  ein  polarisirtes  Relais  oder  ein  anderer  Telegraphen-Apparat 
eingeschaltet.  Dreht  ein  Strom  die  Nadel  nach  der  einen  oder  anderen 
Seite,  so  wird  der  Widerstand  der  Wassersäule  grösser  oder  kleiner, 
deshalb  nimmt  die  Stromstärke  ab  oder  zu,  es  wird  also  ein  Strom  in 
der  einen  oder  anderen  Richtung  in  die  secundäre  Umw'ickelung  inducirt 
und  durchläuft  das  Relais.  — Die  Einschaltung  der  Batterie  B in  der  geben- 
den Station  kann  verschieden  sein,  doch  w’erden  auch  hier  Inductions- 
platten P zwischen  Erde  E und  Kabel  L eingeschaltet,  und  deren  Spannung 
addirt  sieh  beim  Urakehren  des  Stromes  zu  der  der  Batterie.  Solche  Ein- 
schaltungen zeigen  Fig.3,  4 u.  5 auf  Taf.47  des  Polytcehn.  Centralblatts  vom 
J.  1803;  in  diesen  Figuren  sind  durch  B' Widerstandsrollen  angedeutet,  welche 
einen  schwachen  Strom  nach  dem  ersten  kräitigen  veranlassen  sollen;  die  ln- 
ductionsrollcu  (/iuFig.  1)  sind  von  feinem  Draht,  enthalten  ein  Bündel  Eisen- 
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drähte  undbefördern  dieEntladung  des  Kabels,  indem  sie  nach  ihrer  vollstän- 
digen Magnetisirung,  wenn  der  Strom  von  den  Platten  Paufhört,  den  Magnetis- 
mus verlieren  und  dabei  einen  entgegengesetzten  Strom  in  die  Leitungsenden. 
Der  Taster  mag  so  eingerichtet  sein,  dass  er  die  Leitung  behufs  der  Plnt- 
ladung  nach  jedem  Strom  kurze  Zeit  mit  der  Erde  in  Verbindung  bringt. 

Die  Contaetfedern  an  dem  Relaishebel  sind  nicht  einfache  flache 
Federn,  sondern  sie  sind  mit  kleinen  kuglichen  Contactknöpfchen  aus 
Platin  versehen , wodurch  die  Tendenz  zu  Vibrationen  wesentlich  ver- 
mindert ist.  Die  Federn  erhöhen  zugleich  die  p]mpfindlichkeit  der  Relais, 
da  sie  die  magnetische  Anziehung  zum  Theil  überwinden  und  so  das 
Haftenbleiben  verhüten.  Bei  dem  einen  Relais  läuft  der  Hebel  in  eine 
Feder  aus  und  hat  2 Contactschrauben  gegenüber;  erst  legt  sich  die  Feder 
auf  die  erste  und  dann  der  Hebel  selbst  an  die  zweite  Schraube.  — Beim 
Betrieb  langer  unterseeischer  Leitungen  ist  es  meist  wichtig,  zu  wissen, 
wie  die  Zeichen  auf  der  Empfangsstation  ankommen.  Um  dies  zu  er- 
fahren, soll  eine  sogenannte  Prüfungsleitung  in  der  gebenden  Station 
angebracht  werden,  so  dass,  wenn  Etwas  am  zeichengebenden  Apparate 
oder  die  Batterie  nicht  in  Ordnung  ist,  die  Prüfungsleitung  den  Gebenden 
unterrichtet,  was  von  seinen  Zeichen  w'ahrscheinlich  auf  der  Empfangs- 
.station  ankommt,  oder  ob  er  zu  schnell  telegraphirt.  Es  genügt,  dass 
der  in  die  Prüfungsleitung  gesendete  Strom  nur  Vio  Stärke  des 

Stromes  im  Kabel  hat.  — Als  Isolator  wendet  Varley  zwischen  den  La- 
dnngsplatten  mit  Paraffin  getränktes  Papier  an. 

c)  Die  Apparate  von  Edward  B r a i 1 s f o r d B r i g h t 

in  Liverpool 

sind  zum  Telegraphiren  mit  gleiclr  langen  Strömen  von  wechselnder 
Richtung  bestimmt  und  wurden  am  J3.  J:inuar  185S  patentirt  (Polytechn. 
Centralbl.  1850,  S.  3Ö8,  aus  London  Journal  üctober  1858,  S.  206).  Beim 
Loslassen  und  Niederdrücken  des  ^J'astors  dreht  sich  eine  excentrischc 
Scheibe,  auf  welcher  Federn  aufschleifen,  allemal  durch  ein  Uhrwerk  mit 
Sperrvorrichtung  um  00“  und  unterbricht  dadurch  oder  schliesst  den  Strom 
in  der  einen  oder  anderen  Richtung.  Das  Relais  hat  2 Arbeitscontacte, 
an  die  sich  der  Hebel  anlegt,  um  den  Localstrom  zu  schliesscn. 

d)  Die  Apparate  für  die  transatlantische  Linie  von 

'Phomson  und  Varley. 

Da  man  bei  dem  atlantischen  Tau  mit  Rücksicht  auf  die  Erhaltung 
desselben  auf  die  Benutzung  sehr  schwacher  galvanischer  Ströme  ange- 
wiesen w’ar,  so  war  die  Anwendung  von  Apparaten  mit  Elektromagneten 
ausgeschlo.ssen,  weil  bei  diesen  nur  durch  kräftige  Ströme  eine  ausreichende 
Magnetisirung  der  Eisenkerne  zu  erzielen  ist,  und  weil  zugleich  die  P>r- 
zengung  und  das  Verschwinden  des  Elektromagnetismus  eine  merkliche 
Zeit  erfordert.  Die  Galvanometer  dagegen  lassen  sich  durch  Vermin- 
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derung  des  Nadelgewichtes  und  Vermehrung  der  Umwindungen  beliebig 
empfindlich  machen.  Um  den  Nadelausschlag  noch  deutlicher  wahrnehmbar 
zu  machen,  grifl'  Professor  William  'rhomson  in  Glasgow  1858  zu  dem 
bereits  1833  von  Gauss  und  Weber  in  Göttingen  benutzten  Spiegel- 
galvanoineter*)  zurück.  Wirft  der  Spiegel  AB  (Fig.  53)  den  in  der 
Richtung  FTC  durch  einen  Schlitz  in  dem  mit  einer  Skala  versehenen 
Schirme  JMM  normal  auffallenden  Strahl  der  Lampe  F in  sich  selbst  zurück, 
so  muss  der  Winkel  FCF,  um  welchen  der  reflectirte  Strahl  CE  nach 
der  Drehung  des  Spiegels  in  die  Lage  A^  Bf  von  dem  einfallenden  Strahle 
F6’ abweicht,  doppelt  so  gross  sein,  als  der  Drehwinkel  AC weil  dieser 
ja  eben  so  gross  ist,  als  der  Winkel  DCF^  um  welchen  das  Einfallsloth 
BC  jetzt  vom  einfallenden  Strahle  abweicht.  Der  Weg,  den  das  Spiegel- 
bild auf  der  Skala  zurücklegt,  ist  ausserdem  auch  noch  proportional  der 
Entfernung  des  Schirms  MM  oder  von  dem  Spiegel  AB,  wodurch 

eine  weitere  Vergrösserung  desselben  möglich  ist.  Thomson  gab  nun 
seinem  Reflex-  oder  Spiegelgalvanometer  die  aus  Fig.  54  ersicht- 
liche Anordnung.  Das  mit  vielen  tausend  gut  isolirten  Windungen  eines 
feinen  Kupferdrahtes  versehene  Galvanometer  G wird  mit  den  Draht- 
enden X und  y in  die  Leitung  eingeschaltet  ; in  der  Mitte  der  Rolle 
hängt  an  einem  feinen  Coconfaden  das  sehr  leichte  Magnetstäbchen  m, 
auf  dessen  Rücken  ein  kleines  Stahlspiegelchen  s so  befestigt  ist,  dass 
die  Spiegelebene  mit  der  verticalcn  Ebene  der  Nadel  m zusammenfällt 
und  bei  der  Ruhelage  der  Nadel  in  dem  magnetischen  Meridian  liegt,  in 
w'elchen  auch  die  Drahtwindungen  eingestellt  werden.  Drei  Fuss  von  dem 
Spiegel  entfernt  steht  ein  Schirm  S mit  einer  Spalte  J,  welche  sich  durch 
einen  Schieber  nach  Bedarf  verengern  lässt;  eine  dicht  hinter  dem  Schirm 
stehende  Lampe  F wirft  ein  Lichtbündel  durch  die  Spalte  T auf  die 
Sammellinse  L,  so  dass  das  Bündel  auf  dem  Spiegel  s als  eine  helle  und 
scharfe  Lichtlinie  erscheint  und  als  solche  vom  Spiegel  auf  die  etwas 
höher  stehende  Latte  mit  Skala  MM  geworfen  und  in  einem  dunkeln 
Raume  dem  Auge  sichtbar  wird**).  So  lange  kein  Strom  in  den  Win- 

*)  Dassellie  war  schon  von  Poggendorff  zu  einem  hohen  Grade  der  Voll- 
kommenheit und  Genauigkeit  ausgebildct  und  von  Du  II  o i s- H ey  m on d in,  Berlin 
in  der  Weise,  wie  es  jetzt  von  Thomson  geschieht,  bei  seinen  Vorlesungen  zum 
Sichtbarmachen  schwacher  Nerven-  und  Muskelströme  angewandt  worden;  auch 
Lamont  und  Wiedemann  haben  solche  Apparate  con.struirt,  letzterer  mit  mag- 
netisirtem  Spiegel  vor  etwa  10  Jahren. 

**)  Zum  Hervorrufen  der  überraschenden  Leistungen  dieses  Galvanometers 
reicht  ein  gewöhnlicher  Multiplicator , auf  dessen  Nadel  ein  etw'a  einen  halben 
Quadratzoll  gros.ses  Glasspiegelchen  mit  Wachs  befestigt  ist,  völlig  aus,  wenn 
man  nur  eine  recht  intensive  Gas-,  Petroleum-  oder  Oellampc  und  eine  ziemlich 
grosse  Condcnsatorlinse  von  etwa  sechs  Zoll  Brennweite  anwendet,  dabei  aber 
durch  Einschliessen  der  Lampe  in  einen  mit  einer  Spalte  versehenen  Blechkasten 
alles  Seitenlicht  von  der  mit  weissem  Papier  überzogenen  Latte  abbält. 
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dangen  von  G die  Nadel  m umkreist,  steht  dieselbe  im  magnetischen  Meri- 
dian und  die  helle  Lichtliuie,  der.  Lichtzeiger  (iudex  lighl)  steht  im 
Nullpunkte  der  Skala.  Geht  ein  Strom  durch  den  Multiplicator  G,  so 
wird  die  Nadel  mit  dem  Spiegel  ahgelenkt  und  der  Lichtzeiger  schreitet , 
dabei  auf  der  Skala  um  den  doppelten  Winkel  nach  rechts  oder 
links  fort. 

In  den  Fig.  55  und  56  ist  das  Instrument  in  der  Form  abgebildet, 
wie  es  praktisch  angewandt  wird.  (Dingler’s  Journal  181,  S.  420  aus 
Engineer y Juni  1866,  S.  447).  Das  Magnetstäbchen,  wegen  seiner  Klein- 
heit in  der  Zeichnung  kaum  zu  erkennen,  ist  einen  halben  Zoll  lang, 
einen  Zehntel  Zoll  breit  und  einen  Zehntel  Zoll  dick;  das  damit  verbun- 
dene kreisrunde  Glassilberspiegelehen  ist  nur  einen  Zweihundertstel  Zoll 
dick,  beide  zusammen  wiegen  nur  ein  Zweiundzwanzigstel  preussisches 
Loth;  Spiegel  und  Magnet  können  übrigens  so  zart  gearbeitet  werden, 
dass  ihr  Gesammtgewicht  nicht  mehr  als  1%  Grains  (ein  Einhundertsech- 
zigstel preussisches  Loth)  beträgt  und  derartige  Apparate  sind  von 
l’homson  bereits  ausgeführt  worden.  Das  Magnetstäbchen  besteht  dann 
aus  einem  kleinen  Stück  einer  sehr  feinen  Uhrfeder  und  das  Spiegelchen 
aus  einem  der  dünnsten  Mikroskopdeckgläschen,  welches  auf  der  einen 
Seite  chemisch  versilbert  ist.  Die  Multiplicatordrähte  G sind  in  mehrere 
Rollen  vertheilt  und  so  in  Gruppen  angeordnet,  dass  man  je  nach  Be- 
dürfniss  das  Instrument  für  schwache  oder  starke  Ströme  anw'enden  kann. 
Sie  sind  mittels  Platten  von  Hartkautschuk  au  dem  Gehäuse  D befestigt. 
In  der  Mitte  derselben  ist  die  Magnetnadel  mit  ihrem  Spiegelchen  an 
einem  Coconfaden  aufgehängt,  und  dicht  davor  befindet  sich  die  kleine 
Sammellinse,  deren  Brennpunkt  beinahe  im  Spiegel  liegt.  Das  luftdicht 
schliessende  Gehäuse  D hält  jede  störende  Einwirkung  von  Luftströmun- 
gen auf  die  Nadel  fern.  Ein  gekrümmter  Stahlmagnet  NS  ist  an  der 
Aufhängeröhre  p mittels  eines  eigenen  Halters  so  befestigt,  dass  er  mittels 
der  Mikrometerschraube  v verrückt  und  eingestellt  werden  kann,  bis 
er  auf  die  Nadel  so  einwirkt,  dass  in  dessen  Ruhelage  das  von  der  Mitte 
des  Spiegels  reflectirte  und  ebenfalls  durch  die  Linse  zurückgehende  Licht 
auf  dem  Nullpunkt  der  Elfenbeinskala  MM  einspielt.  Der  Rahmen  R 
hält  jede  weitere  Verbreitung  des  Lampenlichtes  von  dem  Telegrapheu- 
apparate  ab,  so  dass  der  Lichtzeiger  E scharf  auf  der  dunkeln  Skala  M M 
hervortritt.  Thomson  hat  übrigens  die  Absicht,  die  Skala  so  anzu- 
ordnen, dass  die  telegraphischen  Signale  auf  photographischem  Papiere 
gleich  fixirt  werden  (^Engineer ^ Juli  1866,  S.  2).  Zur  Erzielung  der  er- 
forderlichen Empfindlichkeit  ist  das  ganze  Instrument  auf  einem  gegen 
alle  seitlichen  Erschütterungen  geschützten  und  gemauerten  Steinpfeiler 
in  einem  dunkeln  Zimmer  aufgestellt,  welches  nur  für  den  mit  dem 
Empfange  der  Depeschen  beauftragten  Beamten  zugänglich  ist.  Dieser 
Beobachter  sitzt  hinter  dem  Galvanometer,  den  Blick  unverwandt  auf 
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den  Inchtzeigrr  gerichtet,  der  je  nach  der  Stromwirkung  auf  der  Elfen- 
beinskala rechts  oder  links  ausschwingt. 

Soll  das  Instrument  als  Marinegalvanometer  dienen  (Schellen, 
das  atlant.  Kabel,  S,  141),  so  dürfen  die  Schwankungen  des  Schiffs  die 
Stellung  des  Spiegelchens  gegen  die  Skala  nicht  ändern.  Deshalb  wird 
das  Magnetstäbchen  vermittelst  eines  Coconfadens  sowohl  oben  als 
unten  an  das  die  Dralitwindungen  tragende  Holzrähmchen  ^ befestigt 
und,  wie  Fig.  57  zeigt,  in  der  Mitte  der  Multiplicatorwindungen  einge- 
spannt. Der  Coconfaden  muss  genau  durch  den  gemeinschaftlichen 
Schwerpunkt  des  Magnetstäbchens  und  des  Spiegelchens  gehen,  so  dass 
letzteres,  wenn  der  Multiplicatordraht  gedreht  oder  geneigt  wird,  seine 
Lage  zu  der  Skala  und  zu  dem  darauf  erscheinenden  Lichtzeiger  unver- 
ändert beibehält.  Der  Einfluss  der  Schwere  der  Erde  wird  hierdurch 
aufgehoben,  und  der  Magnet  behält  unter  allen  Stellungen  des  Instrumentes 
dieselbe  verhältnissmässige  Lage  zu  der  Skala,  welche  mit  ihm  auf  dem- 
selben Tischbrette  befe.stigt  ist.  F'erner  muss  der  Einfluss  des  Erdmag- 
netismus auf  den  Magnet  aufgehoben  werden,  indem  man  den  Multipli- 
catonlrnht  nebst  Magnet  und  Spiegelchen  in  eine  Büchse  von  starkem, 
weichem  Eisen  einschliesst  und  zugleich  im  Innern  dieser  Büchse  einen 
inä.ssig  starken  Stahlmagnet  A'.V  in  Ilufeisenform  so  aufstellt,  dass  seine 
beiden  Pole  die  Drahtrollen  zwischen  sich  fassen.  Da  die  magnetische 
Wirkung  dieser  Pole  auf  die  Magnetnadel  stärker  ist,  als  die  Richtkraft 
der  Erde,  so  wird  letztere  dadurch  aufgehoben  und  die  Nadel  stellt  sich 
in  der  Ruhelage  bei  allen  Stellungen  des  Instrumentes  in  die  Linie  SN, 
welche  die  Pole  des  Hufeisenmagnets  verbindet. 

Mit  einem  so  eingerichteten  Marinegalvanometer  lassen  sich  seihst 
hei  sehr  stürmischem  Wetter  auf  der  See  alle  Arten  galvanometrischer 
Messungen  eben  so  leicht  und  sicher  ausführen,  wie  auf  dem  Lande;  weder 
der  stets  wechselnde  Cours  des  Schiffs,  noch  die.  hochgehenden  W^ellen 
der  See  haben  auf  die  Ablenkungen  des  Lichtzeigers  irgend  einen  Einfluss. 
Der  seitliche  Hufeisenmagnet  beeinträchtigt  die  Empfindlichkeit  des  In- 
strumentes etwas;  bei  seiner  Anwendung  als  Schiffsgalvanometer  pflegt 
man  daher  auch  etwas  stärkere  Strömö  anzuwenden , als  es  sonst  erforder- 
lich ist. 

Bezüglich  der  Erzielung  eines  möglichst  schnellen  Tclegraphirens 
einigten  sich  Thomson  und  Varley  dahin,  durch  einen  j)Ositiven  Strom 
den  Lichtzeiger  nach  rechts  ahzulenken,  bei  Unterbrechung  desselben 
durch  einen  (etwas  stärkeren  oder  länger  andauernden)  negativen  den 
Lichtzeiger  nach  der  Ruhelage  zurückzuwerfen,  vor  Erreichung  der- 
selben aber  ihn  zur  Verhinderung  von  lebhafteren  Schwingungen  durch- 
einen dritten  (kürzeren  oder  schwächeren)  positiven  Strom  aufzuhaltcn, 
darauf  die' vom  dritten  Strom  herrührende  Ladung  durch  einen  vierten 
noch  kürzeren  negativen  Strom  zu  beseitigen  und  endlich  durch  einen 
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fünften  ganzknrzen  positiven  Strom  die  Nadel  in  der  Ruhelage  zumStillstand 
zu  bringen.  Nach  Versuchen  an  dem  im  Great  Eastern  liegenden  Kabel 
mussten  sich  die  Ströme  der  Dauer  nach  wie  — 156:-l-80:  — 32,5:-|-2ß 

verhalten.  Diese  fünf  Ströme  geben  ein  einfaches  Signal  oder  Urzeichen. 
Aus  den  positiven  und  negativen  Urzeichen  (Ablenkung  nach  rechts  und 
links)  kann  man  Gruppen  zur  Bezeichnung  der  Buchstaben  und  Ziffern  bilden. 
Bei  dem  atlantischen  Kabel  dagegen  verwandte  man  nicht  positive  und  ne- 
gative, sondern  Urzeichen  mit  gleichsinnigen,  aber  verschieden  grossem 
Ausschlag  und  Hess  einen  Ausschlag  von  *15"  einen  Morsestricb,  einen 
Ausschlag  von  20"  einen  Morsepunkt  bezeichnen.  Ausserdem  kam  bei 
der  atlantischen  Telegraphie  der  Signalcodex  des  englischen  Capitains 
F,  J.  Bolton  (Dingler's  Journal  183,  S.  337  aus  Genie  indusiriel  Decbr. 
1866,  S.  316)  zur  Anwendung,  welcher  Marryat’s  Schiffscodex  in  einem 
gewissen  Grade  ähnlich  ist.  Von  seinen  5 'riieilen  enthält  der  erste  auf 
den  Seiten  0 — 9 mit  den  Zeilen  0 — 9 die  Buchstaben,  Ziffern,  Interpune- 
tionszcichen  und  Dienstphrasen , der  zweite  enthält  auf  den  Seiten  00—09 
mit  den  Zeilen  0 — 9 die  Silben  der  englischen  Sprache,  der  dritte  auf  den 
Seifen  000 — 999  mit  den  Zeilen  0 — 9 häufig  vorkommende  Ortsnamen,  die 
Monate,  Tage,  Stunden  und  Signale  für  commerciclle , industrielle  und 
politische  Nachrichten,  der  vierte  auf  den  Seiten  0000 — 9999  mit  den  Zeilen 
0 — 9 die  Worte  der  englischen  Sprache  und  einige  Sätze,  der  fünfte  endlich 
auf  den  Seiten  00000 — (»9999  mit  den  Zeilen  0—9  alle  bekannten  Ortsnamen 
und  eine  Reihe  von  Sätzen.  Bei  Benutzung  des  ersten,  zweiten,  dritten, 
vierten  oder  fünften  l'heils  w-erden  Gruppen  von  jo  2,  3,  4,  5 oder  6 Zifl’ern 
telegraphirt.  Die  Benutzung  dieser  5 Codices  soll  die  Geschwindigkeit 
des  Telegraphirens  um  100%  erhöhen. 

Den  von  Thomson  und  Vavley  angegebenen  Zeichengeber  zum 
Hervorbringen  positiver  und  negativer  Urzeichen  machen  die  Fig.  58 — 64 
anschaulich  (vgl.  Dingler’s  Journal  181,  S.  423  aus  Knfjincer^  Juli  IHflo, 
•S.  433).  Die  Uauptwelle  AA  wird  während  des  'rdegraphirens  durch  ein 
Uhrwerk  in  dauernder  Umdrehung  erhalten;  auf  sie  ist  ein  hohler  Cylinder 
/? //  lose  aufgesteckt,  welcher  in  einer  Relbungsscheibe  D endet;  durch 
die  auf  B liegende,  .sich  einerseits  gegen  die  auf  A sitzende  Scheibe  7’, 
andererseits  gegen  eine  auf  /’  sitzende  Scheibe  L anstemmende,  kräftige 
Spiralfeder  F wird  D unter  Vermittelung  einer  geölten  Lederscheibo  an 
die  auf  A befestigte  Scheibe  C angepresst;  daher  wdrd  C den  Cylinder 
li  mitnehmen,  so  lange  1>  sich  frei  bewegen  kann  , d,  b.  so  lange  sich  nicht 
der  zweimal  rechtwinkelig  gebogene,  durch  eine  Feder  auf  T)  aufgedrückte, 
um  die  Axe  cc  drehbare  Sperrarm  G in  die  Nuth  p (Fig.  02)  am  Umfang 
• von  !J  einlegt.  Wird  eine  der  'l’asten  oder  Pj  auf  den  darunter  befind- 
lichen Stempel  niedergedrückt  und  gleich  wieder  losgelassen,  so  hebt  sie 
zunächst  G von  D ab  und  geht  dann  durch  die  Wirkung  einer  Feder  gleich 
wieder  in  die  Ruhelage  zuiück;  dadurch  ist  aber  B frei  geworden  und 
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kann  A während  einer  Umdrehung  folgen,  bis  sich  G wieder  in  die  Nuth 
p eiulegt.  Nun  sitzen  aber  auf  B noch  2 unter  den  Federn  ^ und  /"* 
liegende,  sectorförmig  ausgesclinittenc  parallele  Scheiben  L und  M (Fig.  59 
und  6f));  L mit  3 Ausschnitten  liegt  unter  /*,,  M mit  2 Ausschnitten  unter/”,, 
und  zwar  sind  diese  beiden  Sclieibcn,  wie  Fig.  01  zeigt,  so  gestellt,  dass 
die  massiven  Sectoren  der  einen  den  leeren  der  andern  gegenüberstehen ; 
nur  wenn  beide  Federn  ^ und  ^ in  dem  leeren  Ausschnitte  6 ruhen, 
stehen  demnach  beide  Federn  tief,  sonst  ist  die  eine  gehoben  und  die 
andere  gesenkt  und  dabei  tritt  die  gehobene  mit  einer  der  oberen  Con* 
taetfedern  f,  oder  Pj,  die  gesenkte  mit  einer  der  unteren  Contaetfedern 
r,  oder  Fj  in  Berührung;  diese  Contaetfedern  haben  Platincontacte;  die 
Feder  ^ steht  mit  der  Kabelklemme  h\  die  Feder /”j  mit  der  Erdleitung  E 
in  Verbindung.  Die  ^J'asten  P^  und  sind  unabhängig  von  einander  in 
den  I^agern  /«, , und  w»,  drehbar,  heben  mit  ihrem  hintern  Ende  den 
Sperrarm  G,  mit  dem  vordem  Ende  dagegen  wirken  sie  auf  die  beiden 
metallenen  Arme  z,  und  Zj  des  Hebels  des  Commutators  (Fig.  63);  diese 
Arme  sitzen  au  einer  um  die  Axe  /t  A'  drehbaren  Scheibe,  sind  aber  gegen 
einander  isolirt  und  mit  je  einem  Pole  der  Telegraphirbatterie  b leitend 
verbunden;  die  Arme  z,  und  schleifen  federnd  auf  den  Contactstücken 
0,  und  Oj,  «I  und  des  Commutators,  von  denen  o,  und  o*  unter  sich 
verbunden,  aber  gegen  die  ebenfalls  unter  sich  verbundenen  «,  und 
isolirt  sind;  letztere  beide  stehen  durch  den  Draht  r mit  den  Contact- 
federu  r,  und  r*,  crstcre  durch  den  Draht  q mit  den  Federn  F,  und  F, 
in  Verbindung.  Wird  die  Taste  P,  nicdei gedrückt,  so  kommt  z,  mit  o, 
und  z^  mit  Mj,  wird  niedergedrückt,  so  kommt  z,  mit  w,  und  z*  mit  o, 
in  Berührung;  im  erstcren  Falle  geht  der  positive,  im  anderen  der  negative 
Strom  von  b über  v«  und  Z in  das  Kabel  A'. 

Die  Vorgänge  beim  'J'elegraphiren  sind  nun  leicht  zu  übersehen. 
Stehen  beide  Tasten  in  der  Ruhelage,  so  liegt  G in  der  Nuth  p und 
verhindert  B,  die  Drehung  von  .1 'mitzumachen,  ^ und /”2  liegen  in  den 
Ausschnitten  0,  daher  ist  die  Batterie  b nicht  geschlossen,  aber  das  Kabel  A' 
steht  durch  fy  und  /”*,  F^  uiTd  F,  mit  der  Erde  E in  Verbindung  und 
ein  ankommender  Strom  kann  auf  dem  Galvanometer  ein  Zeichen  hervor- 
briugen.  Wird  die  Taste  P,  niedergedrückt  und  so  G gehoben,  z^  mit  i/j 
und  Zj  mit  Oj  in  Berührung  gebracht,  so  macht  B eine  Umdrehung  mit  A; 
dabei  schleift  erst  auf  1 in  L und  kommt  mit  r,,  aber  gleichzeitig  mit 
V^  in  Berührung  und  der  positive  Strom  geht  von  b aus  über  A,  z, , m,  , i/j 
und  /•,  i'i  und  Z”*  nach  A';  gleich  darauf  schleift  /]  auf  2 in  il/  auf,  tritt 
mit  Vj,  ft  aber  mit  Fj  in  Berührung,  so  dass  jetzt  ein  negativer  Strom  von 
b über  Zj,  o*,  7,  F*  und  ft  nach  A'  geht;  beim  weiteren  Drehen  des  Cylin- 
ders  B kommen  dann  noch  die  Sectoren  3 in  Z,  4 in  M und  5 in  Z der 
Reihe  nach  unter  die  Federn  ^ und  ft,  wodurch  noch  ein  positiver, 
darauf  ein  negativer  und  endlich  noch  ein  positiver  Strom  in  das  Kabel 


^79 


Telegraphie.  Von  Dr.  Kduard  /^ktzscitk. 

gesendet  wird.  Endlich  fällt  G wieder  in  die  Nuth  p und  nun  kann  ein 
neues  Zeichen  abgesendet  werden,  was  dem  Telegraphisten  durch  den 
Ton  bemerklich  gemacht  wird,  den  eine  von  der  Nase  einer  auf  dem 
Cylinder  B sitzenden  Scheibe  (Fig.  04)  abspringende  Stahlfeder  erzeugt. 
Beim  Niederdrücken  der  Taste  P,  ist  der  Vorgang  ganz  ähnlich,  nur  sind 
u und  0 jetzt  mit  anderen  Polen  von  b verbunden,  daher  haben  alle  Ströme 
jetzt  das  entgegengesetzte  Vorzeichen.  Dass  die  auf  einander  folgenden 
Ströme  die  richtige  Dauer  haben , bewirken  die  genau  abgemessenen 
Längen  der  Ausschnitte.  Nach  jedem  Urzeichen  tritt  das  Kabel  mit  der 
Erde  in  leitende  Verbindung.  Die  Hauptwelle  A kann  100—200  Umdre- 
hungen in*l  Minute  machen;  bei  Zusammenstellung  der  Buchstaben  und 
Ziffern  aus  2 Urzeichen  sind  durchschnittlich  3,7  Urzeichen  zu  je  einem 
Buchstaben  erforderlich;  bei  100 Umdrehungen  kann  man  daher  in  1 Minute 
27  Buchstaben  (=  5,4  Worte)  telegraphiren ; in.  der  That  telegraphirt  man 
6 — 10  Worte  in  1 Minute  (vgl.  auch  Zeitschr.  d.  Tel. -Vor.  11,  S.  72  und  73). 

Der  vorstehend  beschriebene  Apparat  lässt  sich  auch  leicht  dahin 
abänderu,  dass  beim  Niederdrücken  der  einen  oder  der  andern  Taste  ein 
Strom  von  demselben  Vorzeichen,  aber  von  verschiedener  Stärke,  in  das 
Kabel  gegeben  wird.  Da  der  Strom  auch  auf  der  Abgangsstation  durch 
das  Galvanometer  geht,  so  bewegt  sich  hierbei  der  Lichlzeiger  beim  Geben 
vom  Nullpunkt  aus  auf  der  einen,  beim  Empfangen  von  Zeichen  auf  der 
andern  Seite  der  Skala. 

Die  angewandte  Batterie  besteht  aus  20  Daniell’schen  Elementen, 
deren  Zinkzelle.n  blos  mit  Wasser  gefüllt  sind,  indem  die  durch  Zersetzung 
des  Kupfervitriols  sich  bildende,  zur  Leitung  des  Stromes  erforderliche 
Schwefelsäure  von  selbst  zur  Zinkzelle  übergeht;  doch  gelang  cs  sogar 
durch  die  zu  einem  Stromlauf  vereinigten  Taue  von  1805  und  1806  mittels 
eines  Stromes  zu  telegraphiren,  den  man  erhielt,  indem  man  in  einen 
silbernen  Fingerhut  verdünnte  Schwcfel.säure  goss  und  2 Stückchen  Zink 
und  Kupfer  in  die  Flüssigkeit  tauchte  (^Les  Mondes  XII,  S.  270). 

IV.  Die  Legung  des  atlantischen  Telegraphentaues 
zwischen  Irland  und  Neufundland. 

Eine  eingehende  Schilderung  der  Vorkommnisse  bei  den  3 ensten 
atlantischen  Kabellegungen  in  den  Jahren  1857  und  1858  kann  hier  tim  so 
eher  unterlassen  werden , als  diese  3 Unternehmungen  in  der  seitdem 
verflossenen  Zeit  wiederholt  eine  ausführliche  Besprechung  gefunden  haben. 
Die  Vorgänge  bei  dem  nach  gründlichen  Vorarbeiten  (Zeit.schr.  d.  Tel.-Ver. 
3,  S.  175)  begonnenen  Unternehmen  d.  J.  1857  besclireibt  u.  A.  Dela- 
niarc.he  in  den  Elementen  der  unterseeischen  'I'elegraphie  (deutsch  von 
Vichelmann,  Berlin  1859,  S 08  — 02)  sehr  ausführlich;  desgleichen 
Sh  aff  n er  im  ielegraph  tnanual  (S.  022 — 034),  auch  in  Dingler’s  Journal 
(146,  S.  104 — 114)  findet  sich  eine  längere  Mittheilung  darüber  aus  dem 
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Civil  Engineer  and  ArchilccCs  Journal  (August  1857,  S.  245),  dem  Cosmos, 
revue  enri/elopedif/ue  (August  1857)  uml  dem  Mechanics'  Magazine  (29.  August 
1857);  ähnlich  in  der  Zeitschr.  d.  Tel, -Ver.  (4,  S.  233).  Das  l’au  riss 
jedeufalls  in  Folge  zu  starker  Bremsung  der  Auslogmaschiue.  Nach  Ver- 
hesserungen  der  Auslegmaschinc  durch  Wm.  K.  Kverett,  Appold  und 
Charles  B right,  nach  den  umfängliclien  Versuchen  des  Prof,  Thomson 
über  die  Leitung  des  Kupferdrahtes  und  nach  der  Eidindung  des  Spiegel- 
galvanometers  und  des  Älariuegalvanometcrs  im  März  und  April  1858, 
schritt  man  zu  den  beiden  Versuchen  des  Jahres  1858,  deren  erster  mit 
dem  Ueissen  des  'l’aus  endete,  während  der  zweite  auf  kurze  Zeit  eine 
telegraphische  Verbindung  zwischen  Europa  und  Amerika  herstcllte.  Die 
Ursachen  des  Misslingens  und  die  Wahrscheinlichkeit  des  endlichen  Ge- 
lingens bespricht  Maury  im  Civil  Engineer  and  Arch.  Journal-  (\Sb9,  S.  221 
und  320),  Siemens  in  Dingler’s  Journal  (151,  S.  380;  gegen  Mohr,  Bd. 
150,  S.  285),  Varley  und  Henley  in  Shaffner’s  telegraph  nianual  (S.  037 
bis  G47);  vgl.  auch  Schellen,  das  atlantische  Kabel  (S.  40 — 00).  Der 
1858  mit  verwendete  Rest  des  'I’aus  von  1S57  war  schlecht  isolirt,  wahrend 
seiner  Verfertigung  nicht  gründlich  geprüft  worden  und  hatte  inzwischen 
mehrere  Monate  trocken  und  nicht  kühl  genug  gelegen;  trotzdem  ward 
er  ohne  durchgreifende  Ausbesserung  und  in  einer  nach  Mau  ry ’s  Erfahrun- 
gen günstig  gewählten  Zeit  versenkt;  die  Risse  in  der  Guttapercha  er- 
zeugten Stromverluste,  man  gritV  daher  zu  immer  kräftigeren,  abwechselnd 
positiven  und  negativen  Strömen^)  und  unter  dem  Einüuss  derselben 
w'ard  die  Oxydation  des  Kupferdrahtes  und  die  Zerstörung  des  'Paus  bald 
eine  vollständige.  Alle  Versuche  der  Wiederherstellung  waren  vergeblich. 
Das  Unternehmen  hatte  der  Gesellschaft  370029  Pfd.  St.  (nach  einer  an- 
deren Angabe  1350000  Pfd.;  D.  Ind.-Ztg.  1800,  S.  449)  gekostet,  obgleich 
die  engli.sche  und  amerikanische  Regierung  die  2 AuslegschiÜ'e  und  ihre 
3 Beglcitdampfer  unentgeltlich  dazu  hergegeben  hatten. 

Die  zur  Verbindung  Europas  und  Amerikas  gewählte  l^inie  hatten 
die  Sondirungen  als  eine  sehr  günstige  erkennen  lassen.  Von  Irland 
bis  II“  15'  westlich  von  Greenwich  ist  der  Meeresboden  sandig  und  die 
'riefe  nimmt  allmklig  bis  19  Raden  zu,  bei  12“  ist  felsiger  Boden  in  200 
Faden  Tiefe,  von  da  bis  PP  lä'  schlammiger  mit  durchschnittlich  400  Faden 
Tiefe;  die  sandige  Ebene  zwischen  13“  30*  und  14“  30'  liegt  im  Mittel 
200  Faden,  der  felsige  Boden  unter  14“  48'  550  Faden,  der  schlammige 
unter  15"  o'  1750  Faden  lief  (irischer  Abhang,  mit  der  stärksten  Nei- 
gung). Zwischen  dem  irischen  .\bhang  und  dem  45"  wechseln  die  Tiefen 


*)  Die  telegraphische  Veibindung  zwisclien  den  beiden  das  Tun  auslegenden 
Schiffen  ward  diircli  2 sogenannte  Sandbatlcricn  unterhalten,  welche  nu.s  240  Paaren 
Zink-  und  lCuiifcrj)laltcn  von  14  Qnadral/oll  Oborflächo  bestanden;  diese  Platten 
waren  in  verdünnte  und  zum  Schutz  gegen  da.s  Verschütten  mit  Sagemehl  ange- 
machte Schwefelsäure  eingesetzt. 
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mit  sanften  Ucbergängen  zwischen  1450  und  2400  Faden  (Maury:  Tele- 
graphenplateau), sind  also  wesentlich  geringer,  als  anderwärts  im 
atlantischen  Ocean.  Zwischen  45"  23^  und  45"  45'  nimmt  die  Tiefe  von 
2225  auf  1450  Faden  ab.  Fig.  07  zeigt  den  Verticalschnitt  des  Telegra- 
phenplateaus;  die  Länge  und  Breite  der  Punkte,  deren  Tiefe  in  Faden  ein- 
geschrieben ist,  ergiebt  sich  leicht  aus  der  zugehörigen  Fig.  05.  Den 
zwischen  A und  B gelegenen  irischen  Abhang  zeigt  Fig.  66  in  etwas  ge- 
ringerer Vergrösserung  der  Tiefen. 

Da  die  gerade  Entfernung  von  St.  Johns  auf  Neufundland  bis  zur  Insel 
Valentin  1610  englische  (=  350  deutsche)  Meilen  beträgt,  so  hatte  man 
2500  Meilen  Tau  zur  Hälfte  bei  Glass  und  Co.  in  Greenwich,  zur  Hälfte 
bei  Ne  wall  & Co.  in  Birkenhöad  anfertigen  lassen  und  1858  lieferte  Glass 
noch 000  Meilen  nach.  Das  in  Fig.  21  (Taf.  I)  abgebildete  etwalOMillim.  dicke 
Tau  hatte  einen  2 Millim.  dicken  Strang  von  7 Kupferdrähten,  von  denen 
6 um  den  7.  gewunden  W’aren,  darüber  3 Lagen  Guttapercha,  welche  zu- 
sammen 2 Millim.  dick  waren,  daun  eine  Lage  aus  fünf  Fäden  Hanfgarn, 
getränkt  mit  einer  Mischung  von  Stockholmer  Theer,  V12  Pech, 
gekochtem  Leinöl  und  V12  gewöhnlichem  Wachs;  die  18  Litzen  der  Schutz- 
hülle bestanden  aus  je  7 Holzkolilen-Eisendrähten  Nr.  22  (2  Millim.  Dicke). 
Das  von  der  letzten  Maschine  ablaufende  l’au  wurde  durch  eine  heisse 
Mischung  aus  Theer,  Pech  und  Leinöl  gezogen.  Das  Gewicht  einer  Meile 
betrug  l Tonne,  nämlich  das  Kupfer  93  Pfd.,  die  Guttapercha  237  Pfd.,  die 
Garnhülle  2 Centner,  die  Schutzhülle  15  Centner,  der  äussere  Ueberzug 
von  Pech  16  Pfd.;  im  Wasser  wog  es  13,4  Centner;  seine  Festigkeit  be- 
trug 3,25  Tonnen,  d.  h.  nahe  70  Kilogramm  auf  1 Quadratcentimeter.  Die 
Eisendrähte  liefen  aus  Versehen  bei  der  einen  Hälfte  rechts,  bei  der^ 
anderen  links  herum.  Die  Küstenenden  hatten  eine  doppelte  Hanflage 
und  12  Eisendrähte  von  7 Millim.  Dicke,  nach  dem  Tiofseetau  zu  aber 
verjüngte  es  sich  bis  zur  Stärke  des  letzteren. 

Im  Jahre  1865  wurde  das  zum  Tau  zu  verarbeitende  Material  von 
der  dazu  niedergesetzten  wissenschaftlichen  Cüinmis.sion  (Gal ton,  Fair- 
bai rn,  W h eatston  e,  Thomson,  W hi t wo rth)  geprüft;  es  wurden  dem- 
nach über  120  verschiedene  Probetaue  angefertigt,  vorwiegend  Abände- 
rungen des  Constructionsprincips , welches  von  der  Commission  bereits 
unter  den  in  Folge  eines  öffentlichen  Ausschreibens  eingelieferten  Tau- 
proben ausgewählt  worden  war.  Als  Preis  für  das  2300  Seemeilen  lange 
Kabel  waren  700000  Pfd.  Sterl.  festgesetzt  und  für  den  Fall  des  Gelingens 
noch  137170  Pfd.  in  alten  ungarantirten  Actien  der  AtUiniic  Telegraph 
Company;  jedoch  betheiligten  sich  Glass  und  Co.  selbst  mit  315000  Pfd, 
da  1864  erst  285000  Pfd.  gezeichnet  waren.  Fig.  22  zeigt  das  Tau;  der 
Knpferstrang  war  in  Chatterton’s  Masse  gehüllt,  sonst  w'ie  1858,  nur  wog 
die  Seemeile  nicht  107,  sondern  300  Pfd.;  Drahtdicke  Nr.  18;  Strangdicke 
fast  4 Millim.;  Gewicht  der  4 Lagen  Guttapercha,  welche  mit  Chattertou’s 


482  Beiträge  zur  Gescliiclite  der  Fortschritte  in  der  elektrischen 


Mischung  abwcchselten,  400  Pfd.  (18.">8  nur  2ßl);  die  Schutzhülle  bildeten 
10  Eisendrähte  {hotnogcnous  iran)  Nr.  13  aus  Webster  und  HorsfalFs 
Werken  zu  Killmarsh  hei  Sheffield;  jeder  dicser'^Drähte  war  mit  fünf 
Strängen  aus  Manilla-Garn,  welches  mit  einer  conservirenden  Masse  ge- 
tränkt (getheert)  war,  umgeben;  die  10  Drähte  wurden  spiralförmig  um 
den  mit  (nach  John  und  Edwin  Wright’s  Patent)  Jute -Hanf,  der 
ebenfalls  mit  conservdrender  Masse  (Catecbulösung)  getränkt  war,  um- 
wickelten Kern  gelegt.  Gewicht  einer  Seemeile  in  der  Luft  357^  Centner, 
im  Wasser  14  Centner,  Zerreissungsfestigkeit  7 Tonnen  15  Centner,  d.  h. 
das  11  fache  seines  Gewichts  im  Wasser  für  1 Meile  (gegen  das  nicht 
ganz  5 fache  von  1858),  so  dass  es  bis  zu  11  Meilen  W”a8sertiefe  sich  selbst 
tragen  konnte  (Zeitschr.  d.  Tcl.*Ver.  11,  S.  74;  Mech,  Magaz.  XIII,  S.  41). 
Vor  Umlegung  der  Hanfhülle  prüfte  Willoughby  Smith  die  Leitung 
und  Isolation  im  Wasser  von  24“  C.  und  unter  sehr  hohem  Drucke;  als 
Minimum  des  Widerstands  der  Isolation  für  I Seemeile  war, 5700000  Ein- 
heiten von  Varley  (=  1.51,5  Millionen  Sicmens’scher  Einheiten)  fest- 
gesetzt. Das  Küstenkabel  hatte  als  Schutzhülle  12  Eisenlitzen  aus  je  3 
galvanisirten , Zoll  starken  Drähten  und  wog  bei  56  Millim.  Dicke 
20  Tonnen;  für  die  irländische  Küste  waren  27,  für  die  neufundländische 
3 Meilen  davon  vorhanden;  auf  den  letzten  1.500  Fuss  geht  seine  Dicke 
allmälig  in  die  des  Tiofseetaus  über.  Verbraucht  wurden  im  Ganzen 
25000  Meilen  Kupferdraht,  35000  Meilen  Eisendraht  und  400000  Meilen 
Hanfstränge.  Nachdem  das  Tau  auf  dem  Great  Eastern’  eingeschiflft  war, 
stellten  Thomson  und  Varley  am  12.  Juli  noch 'eine  Reihe  Versuche 
damit  an,  wobei  mit  den  neuen  Apparaten  von  Varley  eine  Geschwin- 
digkeit von  4,27  bis  5,7  Worten  in  1 Minute  erreicht  wurde.  Die  Legung 
leitete  Canning,  an  Bord  standen  die  Elektriker  der  Tchujraph  Conslruc- 
tion  and  Mainlcuunce  Company  wniQx  Oberleitung  von  de  Sauty,  wäh- 
rend Varley  und  Thomson  die  Oberleitung  über  die  Techniker  der 
AtlanÜc-Telcgraph-Company  hatten.  Die  Batterie,  bestand  aus  40  Daniell- 
schen  Elementen.  Die  Gesammtladung  des  Great  Eastern  schätzt  man 
auf  24000  Tonnen  (d/ec/i.  Magaz.  XIV,  S.  31).  Der  Lauf  des  Schiffs  ist 
aus  Fig.  65  ersichtlich,  von  l bis  doch  sollte  das  Tau  nicht  wie  1858 
am  fernsten  Ende  {Bull  arm)  der  Trinity-Bay,  sondern  in  dem  der  Tri- 
nity-Bay  45  Meilen  näheren  Hafen  von  Heart's  Content  gelandet  werden, 
ebenso  sollte  es  an  der  irischen  Küste  nicht,  wie  1858,  um  die  Insel  Va- 
lentin bei  Doulus  Head  herum  nach  Ballycarberry  Strand  geführt  werden, 
sondern  die  Landungsstelle  war  bei  Bray  Head  an  der  gegen  Wind  und 
Wellen  sehr  geschützten  Foilhounnerumbay  der  Insel  Valentin  gewählt 
worden.  Eine  ausführliche  Beschreibung  des  Verlaufs  der  ebenfalls  miss- 
glückten Legung  enthält  The  Allanlic  Telegraph  (London  1866,  S.  41  ff.). 
Am  23.  Juli  Abends  lOV^  Uhr,  als  schon  78Vo  Seemeilen  Tau  abgelaufen 
waren,  zeigte  das  Galvanometer  einen  Fehler  im  'l’au;  nachdem  10  Meilen 
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wieder  aufgewunden  waren,  fand  man  einen  etwa  2 Zoll  langen  Eison- 
draht  im  Tau,  der  bis  auf  die  Kupferseele  reichte.  Beim  Punkt  g (Fig.  65), 
636  Meilen  von  Valo»tia,  kam  der  Great  Eastern  am  20.  Juli  an,  und  es 
waren  schon  Tiefen  von  2400  Faden  überschritten  und  707  Meilen  Tau 
ausgelegt;  da  zeigte  sich  Nachts  1 Uhr  „dead  earlh^^  und  abermals  musste 
das  Tau  aufgewunden  werden,  bis  Abends  ll'4  Uhr  die  fehlerhafte  Stelle*) 
an  Bord  kam.  Am  30.  Juli  musste  abermals  ein  Stück  herausgeschnitten 
werden,  da  das  Tau  stark  beschädigt  wurde,  als  man  es  vom  Vordertheil, 
wo  es  beim  Aufwinden  zusammengelcgt  worden  war,  nach  dem  Hinter- 
theil  auf  die  Auslegmaschine  brachte;  erst  um  10  Uhr  ging  die  Fahrt  vom 
Punkt  Ä,  660  Meilen  von  Valentia,  weiter.  Am  31.  Juli  Mittags,  bei  Ä*, 
war  man  793  Meilen  von  Valentia  entfernt  und  hatte  003  Meilen  Tau  ver- 
senkt. Am  2.  August  Morgens  8 Uhr  war  ein  Stück  Draht  im  Kabel 
mit  über  Deck  gegangen ; dasselbe  war  aber  sicher  nicht  absichtlich  in’s  Tau 
gesteckt,  sondern  aus  den  Hanfstr.angcn  hervorgesprungen,  rührte  also, 
wie  w’ahrscheinlich  auch  die  andern,  von  den  Schutzdrähten  her.  Beim 
Aufwinden  arbeitete  die  Aufwindemaschine  wegen  Wassermangel  in  den 
Kesseln  schlecht,  der  Great  Eastern  musste  daher  Stillstehen,  um  das 
Tau  nicht  zu  überlaufen,  und  gerieth  dabei  in  eine  schiefe  Lage  gegen 
das  Tau;  dieses  legte  sich  über  den  vorstehenden  Rand  des  äussersten 
F-Kades  am  Bug  und  verwickelte  sich  an  dem  eisernen  Vorsprunge  einer 
der  Klüsen  am  Vordersteven.  Zum  Schutz  des  Taues,  welches  durch  die 
heftige  Reibung  an  2 Stellen  beschädigt  wurde,  liess  man  eine  Kette  mit 
einem  Drahtseil  hinab,  um  es  zu  halten  und  wieder  in  die  Rinne  des 
Rades  zu  bringen;  die  Aufwindemaschine  kam  wieder  in  Gang,  Tau  und 
Kette  gelangten  auf  das  Rad,  allein  in  schräger  Richtung  gegen  dasselbe. 
Schon  war  die  erste  beschädigte  Stolle  an  Bord  gebracht,  da  sprang  das 
Dynamometer  plötzlich  noch  3V2  Zoll  über  60  Centner,  den  höchsten  Punkt, 
der  markirt  war.  Kette  und  Drahtseil  \varen  aus  der  Rinne  des  F- Rades 
über  dessen  Rand  geschnappt  und  krachend  auf  ein  kleineres  Rad  herab- 
gefallen, wobei  das  Tau,  mit  dem  sie  noch  verbunden  waren,  einen  hef- 
tigen Ruck  erlitt.  Noch  war  die  Maschine  in  Gang,  Tau  und  Drahtseil 
wurden  noch  aufgewunden,  ersteres  auf  eine  Trommel,  letzteres  auf  die 
Gangspille,  da  riss  das  Tau  kurz  vor  dom  Dynamometer  ab  und  bald 
war  es  im  Meere  verschwunden.  1213  Meilen  Tau  waren  versenkt  und 
der  Great  Eastern  befand  sich  (bei  Punkt  /)  unter  51®  25'  Breite  und  39® 
6'  Länge , über  einer  Tiefe  von  1950  Faden.  Der  bald  darauf  an  einem 
Drahtseile  von  10  Tonnen  Tragkraft  hinabgclassene  3 Centner  schwere 


♦j  In  einem  Einschnitt  des  einen  Hanfstrangs  fand  man  ein  das  ganze  Tau 
durchdringendes  Stück  Eisendraht  von  der  Dicke  der  äusseren  Drähte,  an  dem 
einen  Ende  rauh,  am  anderen  wie  mit  der  Beisszange  zngeschärft;  da  man  diese 
Beschädigung  für  eine  böswillige  und  absichtliche  hielt,  so  sprach  Canniiig 
öffentlich  von  einem  erkauften  Kabelmörder. 

Zeilschrift  f.  Malhcmalik  u.  I’liyKik  Xlil,  6.  33 
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Enterhaken  erreichte  den  Boden  erst  mit  25^0  Faden ; •während  das  Schiff 
den  Anker  quer  über  die  Kabellinie  hin  und  her  sclileppte,  stieg  die 
Spannung  des  Seils  bis  auf  80  Centner;  6 Uhr  40  Minuten  Morgens  begann 
man  das  Aufwinden  des  Uakens  mit  dem  Kabel  und  setzte  es  fort,  obgleich 
kurz  nach  0 Uhr  ein  Spurrad  der  Aufwindemaschine  brach,  allein  um 
3 Uhr  20  Minuten  riss  einer  der  Ringe,  mittels  deren  die  100  Faden  langen 
Drahtseilstiickc  verbunden  waren , und  der  Haken  mit  1600  Faden  Seil 
sank  ins  Meer  zurück.  Wegen  des  eintretenden  Nebels  musste  der  nächste 
Versuch  bis  zum  7.  August  verschoben  werden ; 2 Uhr  40  Minuten  ruhte 
der  Enterhaken  am  Boden  mit  2500  Faden  Seil;  am  nächsten  Morgen  l^k 
Uhr  waren  1500  Faden  (=  1 Meile)  Seil  aufgewunden,  da  sprang  wieder 
ein  Ring  bei  seiner  dritten  Windung  auf  der  Gangspille.  Ein  am  10. 
hiuabgelassener  Enterhaken  fasste  das  Tau  nicht  und  w’ard  •%'ieder  auf- 
gewunden.  Am  11.  ward  ein  Haken  mit  kürzerem  Stock  an  einem  aus 
1600  Faden  Drahtseil,  220  Faden  Hanfseil  und  510  Faden  Manillaseil  be- 
stehenden und  sorgfältig  geprüften  Seil  hinabgelassem,  fasste  das  Tau, 
heim  Aufwinden  stieg  der  Zug  einmal,  als  ein  Kettenglied  durch  die 
Maschine  ging,  bis  auf  lOG  Centner,  allein  9 Uhr  40  Minuten  Abends,  als 
765  Faden  aufgewunden  waren,  riss  wieder  ein  Glied. 

Das  Tau  von  1866  (Fig.  23)  wurde  in  denselben  Fabriken  vorfertigt, 
wie  das  von  1865,  von  dem  es  sich  auch  nur  wenig  unterscheidet;  unter 
den  mit  5 Litzen  aus  weissem  Manillahanf  umwickelten  Eisendrähten  lag 
eine  Schicht  (mit  präservirender  Mischung  getränkter)  gewöhnlicher  Hanf. 
Gewicht  einer  Seemeile  in  der  Luft  31  Centner,  im  AVasser  14'^  Centner, 
Festigkeit  102  Centner.  Die  beiden  Küstenenden  erhielten  eine  Schutz- 
hülle aus  12  einzelnen  Eisendrähten,  die  noch  mit  einer  präparirten  Hanf- 
lage überzogen  sind;  an  der  irischen  Küste  ist  das  stärkste  Ende  8 Mei- 
len lang,  die  folgenden  8 Aleilen  sind  etwas  dünner  und  dann  14  Meilen 
noch  dünner;  das  ueufundländische  Küstenendc  ist  nur  5 Aleilen  lang. 
Zu  dem  vom  vorigen  Jahre  verbliebenen  Reste  wurden  noch  1660  Meilen 
neu  gefertigt  und  im  Ganzen  2730  Seemeilen  verschifft,  wovon  I960  auf 
die  neue  Linie  und  etwa  700  auf  die  Ergänzung  der  alten  gerechnet 
wurden.  Vor  der  Abfahrt  des  Great  Eastern  wurde  noch  ein  sehr  stren- 
ger Versuch  mit  dem  Tau  gemacht.  In  der  Mitte  einer  Strecke  von 
1700  Meilen  wurde  das  Kabel  von  der  Eisenhülle  befreit,  die  Guttapercha 
auf  eine  Länge  von  einem  Fuss  herausgeschält  und  so  die  Kupferader 
blosgelegt;  das  Seilstück  wurde  dann  ins  Meer  geworfen  und  so  tief 
hinabgelassen,  dass  der  blosliegende  Kupferdraht  auf  dem  Meeresboden 
auflag.  Als  man  nun  durch  den  Draht  telegraphirte,  wobei  der  Strom 
die  blosliegende  Drahtstelle  passiren  musste,  um  zum  anderen  Drahtende 
hinzugelangen,  erhielt  man  an  dem  Reflexgalvanometer  noch  immer  voll- 
kommen deutliche  und  lesbare  Zeichen,  obgleich  der  grösste  Theil  des 
Stromes  sicher  an  der  nicht  isolirten  Kabelstello  direct  ins  Meer  und  in 
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(He  Erde  ging  und  nur  ein  kleiner  Bruclitheil  desselben  das  Ende  der 
Leitung  und  das  Galvanometer  erreichte.  Vor  der  Auslegung  betrug  der 
Isolationswiderstand  713,  nach  der  Auslegung  2300  Millionen  Siemens- 
scher Einheiten  für  1 Knoten;  die  Zunahme  ist  theils  auf  Rechnung  der 
Temperatur,  theils  auf  Rechnung  des  Druckes  zu  schreiben  (Dingler’s 
.lourual  182,  S.  71  aus  Ulcch.  Muejaz.  XVI,  S.  81). 

Den  Great  Eastern  begleiteten  der  Dampfer  Medway,  der  Raddampfer 
Terrible  und  dieSchraubendarapfer  Albany  und  William  Cory.  DemCapitain 
Anderson  des  Great  Eastern  war  Capitain  Moriarty  zur  Anstellung  der 
astronomischen  Beobachtungen  beigegeben;  Canning  und  Clifford 
leiteten  das  Auslegcn,  W.  Smith  und  Professor  Thomson  überwachten 
das  elektrische  Verhalten,  während  Varlcy  dies  an  der  irischen  Küste 
that.  Am  30.  Juni  12  Uhr  ging  der  Great  Eastern  von  Sheerness  die 
Themse  hinab,  in  der  er  an  mehreren  Stellen  den  Schlamm  aufrührte,  da 
er  32  Fuss  Tiefgang  hatte;  am  13.  Juli  traf  er  bei  Valcntia  ein.  Während 
der  ganzen  Legung  (14. — 27.  Juli)  fand  nur  eine  einzige  Unterbrechung 
von  3 Stunden  statt;  als  nämlich  das  Tau  in  der  Nacht  vom  17.  Juli  vom 
hinteren  Tender  ausgelegt  wurde,  warf  es  vor  der  Auslegmaschine  zwei 
Schleifen,  die,  weil  die  Maschine  nicht  sofort  Stillstand,  sich  zu  einem 
unentwirrbaren  Knoten  zusammenzogen;  in  weniger  als  1 Minute  wurde 
jedoch  das  Schiff  angehalten,  ein  Schaufelrad  gelöst  und  so  geschickt  ge- 
steuert, da.ss  das  vom  Stern  herabhängende  Tau  nicht  eine  zu  starke 
Spannung  auszuhaltcn  hatte;  nach  etwa  2 Stunden  war  Alles  wHeder 
in  Ordnung  und  die  Fahrt  ging  weiter.  Das  3 Meilen  lange  Küstenkabel 
wurde  vom  Medway  aus  mit  Hilfe  der  Boote  des  Terrible  Freitag,  den 
27.  Juli  4 Uhr  Nachmittags  gelandet  und  nach  einer  vollkommen  befrie- 
digenden elektrischen  Untersuchung  des  Taues  gab  Daniel  Gooch,  der 
Director  der  Telegraph  Conslruclion  and  Mainletuincc  Company  an  Richard 
Atwood  Glass  das  erste  Telegramm  nach  Valcntia*).  Darauf  wurden 
Beglückwünschungstelegramme  zwischen  der  englischen  Königin  und  dem 
Präsidenten  der  Vereinigten  Staaten  gewechselt.  Am  31.  Juli  und  1.  August 
wurde  die  telegraphische  Verbindung  zwischen  Neufundland  und  dem 
amerikanischen  Festlande  durch  den  Albany  hergestellt  und  am  4.  August 
wurde  die  transatlantische  Linie  dem  Verkehr  übergeben. 

Behufs  Ergänzung  des  Taues  von  1805  musste  man  von  dem  Bruch- 
ende des  Taues  absehen,  weil  dieses  mit  den  Enterhaken  und  schweren 
Drahtseilen  vom  vorigen  Jahre  belastet  war.  Daher  wurden  zunäch.st 
in  der  Richtung  der  Taulinie  mehrere  Bojen  ausgclegt  und  dann  sollten 
3 Schiffe  in  gewissen  Entfernungen  von  einander  zugleich  nach  dem  Tau 


•)  W.  Smith  hat  die  während  der  Legung  zwischen  dem  Schiff  und  Valentia 
gewechselten  Telegramme  gesammelt  und  unter  dem  Titel  Great  Eastern  Telegraph 
1800  atid  Test  room  Chronicle  als  Manuscript  drucken  lassen. 
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fischen.  Der  Albany  fasste  am  12.  August  das  Tau  und  hing  es  an  ein 
Bojentau  auf,  doch  sank  es  wieder,  weil  ein  Glied  der  Kette  riss,  welche 
die  Boje  mit  dem  Enterhakentau  verband.  Vergeblich  fischte  der  Great 
Eastern  am  13.  fünfzehn  Meilen  vom  Bruchende;  der  14.  und  15.  war  trüb 
und  nebelig;  am  15.  Nachmittags  wurde  es  hell,  daher  Hess  man  den 
Enterhaken  3 Meilen  südlich  von  der  Boje  Nr.  2,  wo  der  Albany  aufge- 
stellt blieb,  hinab,  während  der  Medway  2 Meilen  weiter  westlich  fischte. 
Gegen  7 Uhr  hatte  der  Haken  des  Great  Eastern  das  Tau  erfasst;  als 
man  aber  anfing,  das  Tau  aufzuwinden  und  die  grösste  Boje  (von  70  Cent- 
ner  Gewicht)  vom  Schiff'  hinabgelassen  werden  sollte,  stiess  dieses  mit 
der  Boje  Nr.  1 zusammen,  da  es  bei  dem  wieder  cingetretenen  Nebel 
unbemerkt  von  einer  starken  Strömung  von  Ost  nach  West  getrieben 
worden  w'ar.  Als  man  sich  von  der  Boje,  frei  gemacht  hatte  und  Nachts 
1 Uhr  begann,  die  Kette  der  auszulegenden  grossen  Boje  mit  dem  in- 
zwischen um  1300  Faden  aufgehobenen  Enterhakentau  zu  befestigen,  um 
das  Kabel  schwebend  zu  erhalten,  verschwand  das  Kabel  wieder,  bevor 
die  Spleissung  des  Enterhaken-  und  Bojentaus  vollendet  w-ar.  Am  10. 
4^/i  Uhr  Nachmittags  wurde  der  Enterhaken  6 Meilen  östlicher  2400  Faden 
tief  hinabgelassen,  fasste  um  7 das  Tau;  am  17.  4%  Uhr  Morgens  begann 
man  das  Aufziehen  und  10'\  Uhr  erschien  das  Tau  über  dem  Meeres- 
spiegel und  zeigte  in  seiner  oberen  Hälfte  die  schwarzen  getheerten  Ma- 
nillasträngc,  unten  einen  Üeherzug  von  weisslichem  Schlamm.  Aus  dem 
vom  Dynamometer  angegebenen  Zuge  von  6^^  Tonnen  berechnete  Thom- 
son, dass  das  Tau  zu  jeder  Seite  des  Enterhakens  in  einer  Länge  von 
4*^  Meilen  gehoben  sei,  dass  es  den  Meeresboden  in  2 um  8 Meilen  von 
einander  entfernten  Punkten  berühre,  dass  es  am  Fanghaken  einen  Winkel 
von  89®  bildete  und  auf  jeder  Seite  dieses  Hakens  4V2  Tonnen  Spannung 
habe.  Als  man  aber  einen  Stopfer,  d.  h.  eine  an  einem  starken  Draht- 
seile befindliche  Klemmvorrichtung  an  das  Enterhakentau  befestigen  w’olltc, 
sprang  das  Kabel  bei  einer  seitlichen  Neigung  des  Hakens  von  dessen 
Flügeln  ab  und  versank  wieder,  5 Minuten  später,  als  es  erschienen  war. 
Am  19.  August  4^1  Uhr  w'ard  das  Tau  wdeder  gefasst,  1000  Faden  aufge- 
wunden und  unter  51®  Breite  und  38®  39'  50"  Länge  an  eine  Boje  be- 
festigt. Die  folgende  Woche  bemühten  sich  die  3 Schiflfe  vergeblich,  an 
verschiedenen  Stellen  das  Tau  zu  fischen  , aber  bei  dem  ungünstigen 
Wetter  fuhr  man  einen  falschen  Cours  oder  das  (mehrmals)  gefasste  Tau 
entschlüpfte  wieder.  Die  Stimmung  au  Bord  wurde  dadurch  ungünstig. 
Am  2C.  Abends  5 Uhr  fasste  der  Albany  ein  Tau,  brachte  es  um  an 
Bord  und  hängte  es  12%  Uhr  an  eine  Boje,  allein  beim  Aufwdnden  dessel- 
ben durch  den  Alhany  erwies  es  sich  als  ein  2 Meilen  langes  Bruchstück. 
Auch  die  am  19.  gelegte  Boje  sah  man  flott  an  einer  anderen  Stelle,  sie 
hatte  also  das  Kabel  verlassen.  Am  28.  machte  der  Great  Eastern  wdeder 
zwei  vergebliche  Versuche,  w'ar  inzwischen  15  Meilen  östlich  von  der 
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Stelle,  wo  man  das  Fischen  begonnen  hatte,  in  immer  tieferes  Wasser 
gelangt  und  beim  letzten  Versuch  am  29.  erreichte  der  Enterhaken  bei 
2500  Faden  anscheinend  den  Boden  nicht  Jetzt  beschloss  man,  80  Meilen 
östlicher  zu  gehen,  wo  die  Karten  nur  1900  Faden  Tiefe  angaben.  Am 
30.  legte  man  hier  eine  Boje  aus,  da  der  heftige  Wind  nichts  Anderes 
vorzunehmen  gestattete.  Am  31.  hatte  sich  der  Wind  gelegt;  von  10 — 1 Uhr 
Mittags  liess  der  Great  Eastern  einen  Enterhaken  mit  2150  Faden  Tau 
hinab,  um  2 Uhr  50  Minuten  war  das  Kabel  gefasst  und  man  begann  so' 
fort  mit  dem  Aufwinden;  am  1.  September  4 Uhr  50  Minuten  früh  wurde 
das  Tau  in  800  Faden  Tiefe  an  einer  Boje  befestigt,  95  Meilen  von  dem 
Bruchende  entfernt;  um  8 Uhr  50  Minuten  Hessen  der  Great  Eastern  3 Mei- 
len und  der  Medway  5 Meilen  von  der  Boje  Enterhaken  hinab;  um  5 Uhr 
Nachmittags  fasste  der  Great  Eastern  das  Kabel  und  hob  es  bis  300  Faden 
unter  dem  Spiegel;  Uhr  hatte  auch  der  Medway  das  Kabel  gefasst, 
erhielt  den  Befehl:  ,, schnell  aufziehen  und  das  Kabel  brechen“  und  um 
10  Uhr  Abends  war  das  Kabel  300  Faden  unter  dem  Spiegel  am  Enter- 
haken gerissen.  Nun  begann  der  Great  Eastern  wieder  das  Aufwinden, 
worauf  das  Kabel  10  Minuten  vor  1 Uhr  über  dem  Spiegel  erschien  und 
3V^  Uhr  Morgens  in  den  Untersuchungsraum  an  Bord  eingeführt  wurde. 
Das  dritte  nach  Valentia  gesandte  elektrische  Signal  wurde  von  dort 
beantwortet,  worauf  Canning  und  Glass  unter  allgemeinem  Jubel  ihre 
Glückwünsche  austausebten.  Um  6^  Uhr  war  das  Ergänzungsstück  an 
das  gehobene  Kabel  angeknüpft  und  7 Uhr  10  Minuten  brach  der  Great 
Eastern  nach  Heart’s  Content  auf,  welches  er  am  8.  September  11  Uhr 
Vormittags  erreichte,  nachdem  an  diesem  Tage,  13  Meilen  von  Heart’s 
Content,  der  einzige  Unfall  auf  dieser  Fahrt  glücklich  überstanden,  näm- 
lich eine  entdeckte  Fehlcrstellc  aus  dem  Kabel  herausgeschnitten  worden 
war,  noch  ehe  sie  das  Meer  erreicht  hatte.  Das  Kabclende  wurde  auf 
den  Medway  gebracht,  mit  dem  Küsteutau  zusammengespleisst  und  dieses 
noch  an  demselben  Abende  gelandet.  Die  Isolation  zeigte  sich  bei  dem 
aufgehobenen  Tau  besser,  als  sie  1805  bei  seiner  Legung  gewesen  war. 

Die  Lage  der  beiden  Taue,  von  denen  das  neue  am  20.’  Juli  1867 
zum  zweiten  Male,  50  Seemeilen  von  Heart’s  Content,  gerissen  ist,  ergiebt 
sich  aus  folgenden  , dem  Nautical  Magazine  (October  1806)  entnommenen 
täglichen  Schiflspositionen ; 


1865 

Nördl.  Br. 

W.  L.  V.  Or. 

Entfernung 

Tuuliin 

in  Seemeilen 

24.  Juli 

52”  2' 

12”  23' 

— 

— 

25. 

52  5 

14  22 

150 

175 

26. 

52  32 

18  30 

— 

300 

27. 

52  38 

19  38 

— 

— 

28. 

.52  42 

22  20 

145 

500 

29. 

52  40 

26  12 

600 

650 

30. 

52  40 

27  30 

650 

750 
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1865  Nördl.  Br.  W.  L.  v.  Gr.  Entfernung  Taulänge 

in  Seemeilen 


31. 

Juli 

52®  20' 

30®  10' 

750 

900 

1.  Aug. 

51 

57 

34  5 

900 

1050 

2. 

51 

35 

37  52 

1050 

1200 

1866 

2.  Septb 

r.  52 

0 

36  40 

von  diesem  Punkt 

3. 

51 

32 

39  37 

157 

184 

4. 

51 

0 

41  55 

226 

254 

5. 

50 

12 

45  0 

353 

418 

6. 

49 

44 

48  2 

472 

555 

7. 

49 

10 

51  28 

006 

698 

8. 

Landung  bei  Heart’s  Content. 

1866 

Nördl.  Br. 

W. 

L. 

Entfernung 

Kabellänge 

Tiefe 

in  Seemeilen 

in  engl,  Faden 

14.  Juli 

52® 

0' 

14® 

l' 

135,75 

144,25 

120 — 216 

15. 

52 

1 

17 

29 

263 

283 

216—1950 

16. 

52 

6 

20 

36 

378 

420 

1950-1575 

17. 

52 

15 

23 

48 

495,5 

557,82 

1575—1950 

18. 

52 

1 

26 

37 

600,9 

682,48 

1950  - 2400 

19. 

51 

54 

29 

39 

712,9 

811,14 

24(X) — 2170 

20. 

51 

30 

32 

57 

830,4 

938,6 

2176—1550 

21. 

51 

18 

30 

1 

952,3 

1074,33 

1000—1657 

22. 

50 

48 

30 

14 

1075,7 

1207,47 

1057—1950 

23. 

50 

16 

42 

16 

1196,9 

1345,24 

2424 — 2050 

24. 

49 

30 

45 

21 

1319,67 

1480,06 

2050—2225 

25. 

49 

30 

48 

11 

1430 

1010 

2225  — 1203 

26. 

48 

45 

51 

10 

1558 

1744 

1203—130 

27. 

Ankunft  in  der 

Trinitybay. 

Die  Unternehnmngcn  in  den  Jahren  1805  und  1806  haben  je  600000 
Pfd.  Stcrl.  gekostet.  Das  einfache  Telegramm  von  20  Worten  kostete  an- 
fänglich 20  Pfd.,  seit  dem  1.  Novbr,  1866  10  Pfd.;  die  für  den  1.  März  1867 
beabsichtigte  Herabsetzung  auf  5 Pfd.  trat  nicht  ein.  Die  Geschwindigkeit 
des  Telegraphirens  wird  verschieden  angegeben;  0 Worte  (Dingle  r’s  Jour- 
nal 182,  S.  71),  12 — 14  Worte,  15 — 20  Worte  in  1 Minute;  in  der  81  Worte 
enthaltenden  Botschaft  des  amerikanischen  Präsidenten  an  die  englische 
Königin  betrug  sie  7 Worte  in  1 Minute  (D.  Ind.-Ztg.  1806,  S.  330  und  339; 
Les  Mondes  XII,  S.  270).  Bei  10  Worten  in  der  Minute  würde  die  Ein- 
nahme sich  täglich  auf  14400,  jährlich  auf  4320000  Pfd.  belaufen.  In  den 
ersten  8 AVochen  vom  28.  Juli  bis  21.  Sept.  betrug  sie  40084  Pfd.,  d.  h.  täglich 
837  Pfd.  Das  Tau  von  1805  beförderte  am  17,  Mai  71  Telegramme  für 
1008  Pfd.  19  Schillinge.  Nach  der  Herabsetzung  der  Beförderungsgebühr 
von  20  auf  10  Pfd.  stieg  die  tägliche  Einnahme  von  813  auf  874  Pfd. 
(D.  Ind.-Ztg.  1807,  S.  9).  Der  Reingewinn  stieg  bald  auf  25  Procent,  so 
dass  10  Proceht  als  Abschlagsdividendc  gegeben  werden  konnten  (D.  Ind.- 
Ztg.  1807,  S.  29). 


DIgitized  by  Google 


489 


Telegraphie.  Von  Dr.  Eduard  Zrtzschk. 


Es  möge  gestattet  sein,  einige 

Berichtigungen  und  Nachträge 
anznfügen  , welche  erst  nach  Schluss  des  Manuscriptes  (im  Herbst  1867) 
veröffentlicht,  beziehentlich  mir  bekannt  wurden: 

1.  Auf  Jahrgang  XIII,  Seite  27  ist 

(«  — t»  cos  ct)  \y  Ü ir  J)  — T)  sin  u 
zu  lesen,  und  S.  22  Z.  1 v.  o.  „Wird  dagcgen‘‘.  * 

2.  (Zu  Jahrg.  XII,  S.  424.)  Dos  Tau  zwischen  Frankreich  und  Nord- 
amerika ist  1808  nicht  gelegt  worden,  muss  aber  von  der  durch  Erlanger 
und  Reuter  vertretenen,  zu  seiner  Legung  concessionirten  Gesellschaft 
contractlich  bis  1.  September  1869  vollständig  versenkt  sein.  Es  bekommt 
zwischen  Brest  und  den  Inseln  St.  Pierre  und  Miquelon  268ß  und  zwischen  St. 
Pierre-Miquelon  und  New -York  960  englische  Seemeilen  Länge.  Von  St. 
Pierre-Miquelon  läuft  es  nach  der  Küste  Neubraunschweigs  und  durch  die 
nordamerikanischen  Staaten  Maine,  New- Hampshire,  Massachusets  und 
Connecticut  nach  New-York  (Leipziger  Ztg.  1868,  S.  4703). 

3.  (Zu  Jahrg.  XIII,  S.  459.)  Am  Ende  der  oben  (S.  453)  erwähnten 
künstlichen  Leitung  von  13000  Meilen  Länge  erreichte  der  Strom  erst  nach 
17,  20  und  40  Secunden  nach  dem  Schliessen  der  Batterie  ein  Viertel,  die 
Hälfte  und  drei  Viertel  seiner  Maximalstärke. 

4.  Ueber  die  Versuche  von  Varley  mit  zw'ei  künstlichen  Kabeln  von 
gleicher  Länge,  von  denen  das  eine  (aus  Röhren  mit  Zinkvitriol  gebildete) 
sechsmal  so  langsam  arbeitet,  als  das  andere  (aus  Neusilberdraht)  vgl. 
Les  Mondes  XV,  13.  und  14.  Lieferung  (vom  13.  Novbr.  und  5.  Decbr.  1867) 
S.  539  und  578  ff. 

5.  Auf  dem  Tau  von  1858  wurden  in  der  Zeit  vom  10.  August  bis 
1.  September  1858  (nach  Dingler’s  Journal  153,  S.  236)  97  Telegramme 
von  Valentia  nach  New-York  und  209  von  New-York  nach  Valentia  be- 
fördert. (Nach  Westermann’ s Monatsheften  Nr.  127,  S.  90  dagegen  129 
und  271  Telegramme.) 

6.  Din  gier’ s Journal  (187,  S.  24  aus  Mechames'  Magazine^  November 
1807,  Seite  330)  enthält  eine  Abhandlung  von  C.  W.  Siemens  über  die 
zum  Auslegen  des  Kabels  im  mittelländischen  Meere  angew’andte  Ma- 
schinerie. — Ueber  Bright’s  Relais  (S.  473)  vgl.  auch  Jahrg.  VI,  S.  382. 

7.  In  Dingler’s  Journal  (185,  S.  l)  bespricht  C.  F.  Varley  die 
Phänomene  des  atlantischen  und  anderer  langer  Unterseekabel  und  giebt 
auch  einen  Apparat  an  zur  Beseitigung  der  durch  fremdartige  (Erd-)  Ströme 
hervorgebrachten  Störungen  im  Signalisiren. 

8.  Die  Einschaltung  der  Unterseestation  Valentia  habe  ich  im  Poly- 
technischen Centralblatt  (Jahrg.  1807,  S.  1303  aus  Etudes  sur  l'exposition  de 
1867),  die  Einschaltung  der  Untersee- Translationsstation  Emden  aber  eben- 
daselbst (Jahrg.  1868,  S.  285)  mitgetheilt. 
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• 

0,  Das  Tau  vom  Jahre  1866  ist  seitdem  (vgl.  Jahrg.  XII,  S.  421)  noch 
zweimal  gerissen ; das  erste  Mal  schon  am  20.  Juli  1867  in  einer  Entfernung 
von  50  Seemeilen  von  Ilearts  Content  und  erst  am  20.  September  konnte 
von  New-York  die  Wiederherstellung  gemeldet  werden.  Das  zweite  Mal 
am  3.  August  1868,.  und  es  dauerte  diese  dritte  Unterbrechung  bis  zum 
2.  October  1868. 

10.  Vom  1.  December  1867  ab  sollte  ein  zwischen  London  und  New- 
York  gewechseltes  Telegramra  von  15  Worten  = 75  Buchstaben  (5  Worte 
für  die  Adresse)  35  Thaler  kosten.  Eine  weitere  Herabsetzung  ward  am 
30.  Juni  1868  beschlossen. 
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Beitrag  zur  mechanischen  Theorie  der  Wärme. 

Von 

Professor  Julius  Eibel 

in  Stockorttu  bei  Wien. 


I. 

Seitdem  die  Vibratioustheorie  in  der  Acustik  und  Optik  zu  so  über- 
raschenden Resultaten  gelangte,  war  man  bemüht,  auch  die  Erscheinun- 
gen der  Wärme,  des  Magnetismifls  und  der  Elektricität  durch  rein  me- 
chanische Principien  zu  erklären  und  die  Emanationstheorien  aus  der 
Physik  zu  verbannen.  Mellon  i hatte  durch  seine  genialen  Versuche 
die  Identität  der  Wärmestrahlen  mit  den  Lichtstrahlen  dargetban.  Die 
Analogie  mit  dem  Schalle  führte  nun  zu  der  Hypothese,  dass  das  Bren- 
nen und  das  fühlbare  Warmsein  eines  Körpers  wahrscheinlich  nur  ein 
Schwingungszustand  sei,  der  sich  mit  der  Temperatur  ändere;  ein  leuch- 
tender oder  warmer  Körper  sei  analog  einer  tonerzeugenden  Platte  oder 
Qlocke  in  sogenannter  stehender  Schwingung  und  theile  seine  Vibra- 
tionen dem  umgebenden  Aether  mit,  welcher  dieselben  fortpflanze,  bis 
sie  unsere  Nerven  erreichen.  Mayer  sprach  ira  Jahre  1842  zum  ersten 
Male  entschieden  aus,  dass  wir  jene  Arbeitsgrösse  finden  müssten,  welche 
äquivalent  sei  der  calorischen  Einheit;  auch  gab  er  eine  freilich  rohe 
Bestimmung  dieser  Grösse  (305  Meter  - Kilogrammes  statt  424),  Es  war 
damit  gesagt,  dass  die  Wärme  überhaupt  nichts  Anderes,  als  eine  Molecu- 
larbewegung  sei,  die. Art  und  Weise  dieser  Bewegung  war  damit  noch 
keineswegs  angegeben;  auch  ist  man  wegen  der  Schwierigkeit  des  Pro- 
blems noch  heute  zu  keiner  genauen  Angabe  gelangt,  obwohl  sich  viele 
Koriphäen  der  Wissenschaft  darnach  bestrebten.  Ich  erinnere  hier  an 
die  Arbeiten  Redtenbacher’s,  Clausius’s,  Krönig’s,  J oclimann’setc. 

Schon  ohne  Kenntniss  der  Molecularschwingungen,  blos  durch  das 
Priucip  der  Aequivalenz  von  Wärme  und  Arbeit,  ist  die  mechanische 
Theorie  der  Wärme  zu  überraschenden  Resultaten  gelangt,  ja  sie  ist  be- 
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Beitrag  zur  mechanischen  Theorie  der  Wärme. 


reits  im  Stande,  technischen  Zwecken  mit  einer  hinreichenden  Vollkom- 
menheit zu  dienen,  wie  dies  Zeunerund  Clausius  w'ohl  deutlich  genug 
gezeigt  haben;  aber  die  Forderung  nach  Aufstellung  einer  specielleu 
Schwingungshypothese  tritt  immer  gebieterischer  an  uns  heran,  insbeson- 
dere in  den  Wärmeprocessen  der  Dämpfe.  Die  verbreitetste  Ansicht 
über  die  Molecularconstitution  der  Körper  ist  wohl  die  von  Clausius 
und  Krönig;  es  sind  aber  gegen  dieselbe  mehrere  Bedenken  erhoben 
worden,  so  durch  Jochmann  (Schlömilch’s  Journal  1860,  V.  Jahrg. 
2.  Heft).  Es  soll  nun  der  Zweck  dieser  Zeilen  sein,  einiges  Streiflicht 
auf  diese  sehr  wichtige  Sache  zu  werfen. 

II. 

Nach  der  atomistischen  Anschauungsweise  ist  ein  jeder  Körper  ein 
System  materieller  Punkte  (Atome),  zwischen  denen  Verbindungen  exi- 
stiren,  die  erzeugt  werden  durch  Molecularkräfte,  welche  Functionen  der 
Entfernungen  sind.  Die  Atome  eines  jeden  (warmen)  Körpers  schwingen 
um  gewisse  Gleichgewichtslagen;  es  werden  daher  im  Allgemeinen  ihre 
Verbindungen  Functionen  der  Zeit  und  der  Coordinaten  der  einzelnen 
Molekel  sein.  Die  Verbindungen  zwischen  den  Atomen  können  geändert 
werden;  denn  sonst  könnte  nicht  ein  Körper  aus  einem  Aggregatszustande 
in  den  anderen  übergehen;  ja  zwischen  den  schwingenden  Molekeln  eines 
(idealen)  Gases  hören  dieselben  ganz  auf,  wie  gewöhnlich  (nach  Clau- 
sius und  Krönig)  angenommen  wird;  cs  werden  diese  Molekel  also  in 
geradlinigen  Bahnen  fortschreiten,  so  lange  sich  ein  jedes  ausser  der 
Wirkungssphäre  des  benachbarten  befindet. 

Um  zu  einer  mathematischen  Anschauung  zu  gelangen,  denken  wir 
uns  vor  der  Hand  nur  ein  System,  welches  aus  einer  endlichen  Anzahl 
von  materiellen  Punkten  besteht;  die  Schlüsse,  welche  für  dasselbe  gel- 
ten, lassen  sich  dann  leicht  auf  ein  System  von  unendlich  vielen  Mo- 
lekeln ansdehnen. 

Die  genannten  Verbindungen  sollen  ausgedrückt  werden  durch  die 
Gleichungen 

Z = 0,  J/==0,  A'  = 0,  ... 

denen  die  Coordinaten  der  betreffenden  Molekel  und  die  Zeit  zu  genügen 
haben ; diese  Gleichungen  sind  in  unserem  Falle  nichts  Anderes,  als  die 
algebraischen  Darstellungen  der  Bahnen  der  schwingenden  Molekel,  und 
von  ihnen  hängt  im  Grunde  der  Aggregatszustand  ab. 

Ausser  diesen  Beziehungen  zwischen  den  Molekeln  können  auf  das 
System  noch  Aussenwirkungen  stattfinden,  die  wir  uns  repräsentirt  denken 
durch  Kräfte,  welche  auf  die  einzelnen  Molekel  wirken.  Seien  , F, , 
die  rechtwinkcligen  Componenten  jener  Kraft,  die  auf  das  Molecul  wi, 
(mit  den  Coordinaten  Zj)  wirkt;  F,,  Z,  die  Componenten  der  auf 

(•'*’*>  y?»  *i)  wirkenden  Kraft  etc.  Die  Kräfte  verleihen  den  materiellen 
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Punkten  nicht  jene  Geschwindigkeiten  oder  Bewegungen,  welchd  diesel- 
ben erhielten , wenn  sie  frei  wären ; auch  werden  die  vermöge  ihrer 
(Aggregats-)  Verbindungen  bereits  schwingenden  Molekel  im  Allgemeinen 
aus  den  Bahnen  gelenkt  und  erhalten  neue  Geschwindigkeiten,  die  wir 
mit  ...  bezeichnen  w'ollen.  Dadurch,  dass  die  Molekel  aus  ihren 

ursprünglichen  Bahnen  (die  w'ohl  Curven  der  zweiten  oder  ersten  Ord- 
nung sind)  herausgebracht  werden,  entstehen  neue  Verbindungen  unter 
ihnen ; es  ist  also  durch  äussere  Einwirkung  auf  ein  System  eine  Aende- 
rung  des  Aggregatszustandes  denkbar. 


III. 

Bevor  wir  das  Princip  des  D’Alembert  anwenden,  müssen  wir  noch 
einen  Blick  auf  die  (Aggregats-)  Verbindungen  werfen  und  eine  wichtige 
Unterscheidung  machen.  Ob  nun  äussere  Kräfte  auf  das  System  wirken 
oder  nicht,  so  können  die  Verbindungen  der  Art  sein,  dass  die  Molekel 
analog  den  Doppelstcrneu  geschlossene  Bahnen  beschreiben;  es  giebt  aber 
auch  Zustände,  wo  die  Molecularbewegungen  so  beschaffen  sind,  dass  durch 
sie  in  dem  Systeme  selbst  schon  eine  äussere  Bewegung  erzeugt  wird. 
Letzterer  Zustand  kann  auch  herbeigeführt  werden,  wenn  man,  falls  auf 
das  System  keine  äusseren  Kräfte  wirken,  solche  anbringt,  oder  die  etwa 
schon  vorhandenen  ändert.  Ein  Beispiel  hierzu  wäre  folgendes:  Man 

denke  sich  einen  relativ  kleinen  Theil  einer  Gasmenge  comprimirt  und 
nun  das  System  sich  selbst  überlassen;  bekanntlich  schreitet  eine  Welle 
iu  demselben  fort,  d.  h.  es  gelangen  die  verschiedenen  Theile  in  äussere 
Bewegung.  Auch  das  Ausströmungsproblem  gehört  hierher. 

Mathematisch  ist  der  Unterschied  der  genannten  Zustände  dadurch 
auszudrücken,  dass  im  ersten  Falle  die  Coordinaten  des  Molekels  wohl 
von  der  Zeit  abhängen 

ar  = /‘  («,  0, 

y = E(|3,o, 

-=fp(y,0i 

aber  diese  letztere  eliniinirt  werden  kann,  wodurch  man  dann  eben  auf 
die  Gleichungen  der  Bahnen 

1 = 0,  .4/=0,  A'=0,  ... 

kommt,  dass  aber  im  zweiten  Falle  die  Parameter  a,  ß,  y der  Bahncurven 
noch  Functionen  der  Zeit  sind,  diese  also  in  den  Functionen  L,  M,  N 
explicirt  erscheint.  Um  den  Unterschied  der  Molecularbewegungen  durch 
ein  einfaches  Analogon  zu  veranschaulichen,  denke  man  sich  die  Bewegung 
eines  Punktes  im  Kreise  mit  der  in  einer  Epicycloide  verglichen. 

IV. 

Das  Princip  des  D’Alembert  giebt  nun  bekanntlich  für  den  ersten 
der  in  III  unterschiedenen  Falle  die  Ilelation: 
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1).  ja2;(wjt?*)  = ^(j:aa:+ ray  d-za«) 

oder 

l')  |.S(7Mi;*)  — sj*  (Xdx -\- Fdy -\- Zd  z) —consf.. 


welche  uns  aussagt,  dass  die  lebendige  Kraft  der  schwingenden  Molekel 
ungeändert  bleibt,  wenn  keine  Ausscnkräfte  auf  das  System  wirken,  weil 
für  r=0,  T=0,  Z = 0 

2)  i Z!  (m  y*)  = const. 

Die  Differenz  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  l')  wird  gewöhnlich  die 
Wirkungsfunction  des  Systems  genannt.  Die  Kräfte,  welche  die  Verbin- 
dungen ersetzen  könnten,  seien  v ...;  sic  können  bestimmt  wer- 

den aus  den  Gleichungen: 


3) 


J/l  + ^ ä^. + c ^ + - ^ + • • • 

„ B'ij  , ,8L  , BM  , 8N  , 
r-m—,+X  — +-^—+v  — + ... 

BU.,8L  BM  BN 

/-m— ,+i— + ^-g-  + v^  + ... 


A' 


tn 


,av 

a/* 


d L 


dM  . dN 


0 
:0 
:0 
= 0 


Wir  wollen  nun  die  Aenderungen  ins  Auge  fassen,  die  mit  dem 
Systeme  vorgenommen  werden  können,  und  scheu  dabei  zuerst,  dass 
dieselben  einen  Einfluss  auf  die  Wirkungsfunction  haben  dürften.  Solche 
Aenderungsprocosse  können  aber  zweifacher  Natur  sein:  entweder  bleibt 
während  der  Aenderung  das  System  stets  in  dem  Zustande  des  ersten 
Falles,  so  dass  sich  in  jedem  Augenblicke  eine  der  Gleichung  l')  analoge 
Beziehung  aufschrciben  lässt,  oder  es  wird  der  Zustand  des  zweiten  Falles 
herbeigefiihrt,  so  dass  plötzlich  in  den  nunmehr  entstehenden  Molecular- 
verbindungen 

i'  = 0,  A'  = 0,  ... 

die  Zeit  maassgebend  erscheint  und  für  die  Aenderung  nicht  mehr  eine 
mit  der  llelation  T)  analoge  gütig  bleibt.  Eine  Zustandsänderung  der 
ersten  Art  nennt  man  „einen  umkehrbaren  Process“,  weil  das  System 
auf  demselben  Wege  wieder  in  seinen  ursprünglichen  Zustand  gelangen 
kann , im  Gegensätze  zu  dem  letzteren  Processc,  der  ein  „nicht  umkehr- 
barer“ ist. 

Die  Gleichungen  l)  und  l')  gelten  für  diese  letzteren  Proccsse  nicht 
mehr;  ebenso  ändern  sich  die  llelationen  3)  mit  jedem  Augenblicke,  weil 
die  Vcrbiudungsgleichungen  andere  werden. 
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V. 

Die  Anwendung  der  in  den  ersten  vier  Abschnitten  aufgestollten 
Sätze  auf  die  Wärmebewegung  ist  nun  ohne  Schwierigkeit.  Die  Glei- 
chung 2) 

\ E (m  f;*)  = const. 

(A=0,  Y=0,  Z=0) 

interpretirt  Clausius  dadurch,  dass  er  annimmt,  ,,die  Temperatur  eines 
Körpers  sei  proportional  der  Summe  der  lebendigen  Kräfte  seiner  Mo- 
lekel“; es  bliebe  also  nach  dieser  Annahme  die  Temperatur  constant, 
80  lange  keine  äusseren  Kräfte  auf  die  Molekel  wirken. 

Jochmann  hat  nun  in  Schlö  milch ’s  Journal  („Beiträge  zur 
Theorie  der  Gase“  18G0  V,  2.  Heft)  die  Consequenzen  aus  der  Clausius- 
schen  Annahme  gezogen  und  auf  Ergebnisse  gewiesen,  die  mit  den  Be- 
obachtungen im  Widerspruche  stehen.  Er  zählt  insbesondere  vier  Punkto 
auf,  die  ihm  auf  eine  Unhaltbarkeit  der  Clausius’ scheu  Hypothese  deuten: 

„2.  Diese  Hypothese  ist  bis  jetzt  mindestens  noch  den  Nachweis 
schuldig,  warum  die  Bedingung  des  Wärmegleichgewichts  zwischen  zwei 
heterogenen  Körpern  darin  besteht,  dass  die  mittlere  lebendige  Kraft 
eines  (chemischen)  Atoms  in  beiden  Körpern  gleich  gross  ist. 

3.  Man  stösst  bei  dieser  Hypothese  auf  die  Schwierigkeit,  dass  die 
Wärmebewegung  von  der  fortschreitenden  Bewegung  einer  Gasmasse  über- 
haupt nicht  zu  unterscheiden  ist;  dieselbe  führt  bei  der  Ausströmung  eines 
Gases  in  einen  luftleeren  oder  luftverdünnten  Kaum  zu  Consequenzen, 
welche  mit  der  Erfahrung  im  W’iderspniche  stehen. 

4.  Die  Argumente,  durch  welche  Herr  Clausius  gewisse  gegen  die 
Hypothese  gerichtete  Einwürfe  zu  widerlegen  gesucht  hat,  erreichen  diesen 
Zweck  nur  theilweise.  Insbesondere  treffen  sie  nicht  den  Einwand,  dass 
locale  Temperaturverschiedenheiten  in  einem  luftförmigen  Medium  sich  in 
ausserordentlich  kurzer  Zeit  ausgleichen  müssten. 

5.  Die  Hypothese  ist  ferner  nicht  im  Stande,  über  die  Gesetze  der 
Fortpflanzung  dos  Schalls  in  luftförmigen  Medien  genügende  Rechenschaft 
zu  geben. 

6.  Aus  alledem  ergiebt  sich  die  Folgerung,  dass  es  wenigstens  vor 
der  Hand  noch  ungerechtfertigt  ist,  die  in  einem  Körper  enthaltene 
Wärmemenge  ohne  Weiteres,  wie  es  zu  geschehen  pflegt,  mit  der  leben- 
digen Kraft  der  Molecularbewegung  zu  identificiren  oder  die  Temperatur 
der  lebendigen  Kraft  eines  Atoms  proportional  zu  setzen.“ 

Ich  glaube  nun,  dass  die  letzten  vier  Punkte  als  widerlegt  und  die 
Ansichten  von  Clausius  als  gerechtfertigt  angesehen  werden  können, 
wenn  man  die  Wärmeprocesse  so  auffasst,  wie  cs  in  den  Abschnitten 
I — IV  geschehen  ist.  Man  bemerkt  dann  sogleich  den  Irrthum  Herrn 
Jochmann’s:  die  Probleme,  welche  er  betrachtet,  das  Ausströmungs-, 
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das  Wärme-*)  und  das  Schallleitungsproblem  sind  lauter  nicht  umkehr- 
bare Processe,  auf  die  er  aber  nichtsdestoweniger  die  Gleichung  P) 

^ Z (wv®)  — ^ J*  (A’9a:  + y^y  Zdz)  = consl. 
anwendet,  obwohl  dieselbe  für  seine  Fälle  keine  Geltung  mehr  hat,  wde 
wir  in  IV  gesehen.  In  der  That  schwingen  auch  die  Molekel  bei  den 
genannten  Problemen  in  ganz  anderen  Bahnen,  als  wenn  ein^  Gas  sich 
selbst  überlassen  oder  einem  umkehrbaren  Processe  unterworfen  wird. 
Die  Hypothese  des  Clausius  entgeht  durch  Adoption  dieser  hier  ent- 
wickelten Ansichten  zugleich  der  in  Jochraann’s  drittem  Punkte  ange- 
deuteten Klippe,  „dass  die  Wärmebewegung  von  der  fortschreitenden 
Bewegung  einer  Gasmasse  überhaupt  nicht  zu  unterscheiden  ist.“  Denn 
es  ist  wohl  richtig,  dass  in  Folge  der  Ansicht  Clausius’  das  Potential 
einer  Gasmasse  auf  sich  selbst  einen  constanten  Werth  haben  müsste, 
wenn  das  Gas  ohne  Aenderung  seiner  Wirkungsfunction  sich  ausdehnt, 
weil  nach  Thomson- Joule’s  Versuchen  bei  einer  solchen  Dilatation 
die  lebendige  Kraft  constant  bleibt.  Es  ist  aber  nur  richtig,  sobald  die 
Gleichung  P)  fortwährend  besteht,  so  lange  also  die  Processe,  die  mit 
dem  Gase  vorgenominen  werden,  umkehrbare  sind.  Nun  ist  aber  nach 
dem  Gesagten  klar,  dass  das  Potential  einer  Gasmasse  auf  sich  selbst 
bei  einem  nicht  umkehrbaren  Processe  gar  nicht  mehr  constant,  sondern 
eine  Function  der  Zeit  sein  wird,  wodurch  es  eine  fortschreitende  Be- 
wegung involvirt,  die  sehr  gut  von  der  Wärmebewegung  zu  trennen  ist, 
wie  auch,  um  ein  bereits  gewähltes  Analogon  nochmals  in  Erinnerung  zu 
bringen,  die  fortschreitende  Bewegung  in  einer  Cycloide  sehr  deutlich 
von  der  wälzenden  unterschieden  ■werden  kann. 

Schliesslich  erw'ähne  ich  noch,  was  auch  aus  dem  Gesagten  natur- 
gemäss  fliesst,  dass  der  Potential-Calcu  1 für  die  mechanische  Theorie  der 
Wärme  nicht  ausreicht,  weil  derselbe  nur  unter  der  beschränkenden  Be- 
dingung ausgebildet  ist,  dass  in  dem  Systeme  keine  Verbindungen  exi- 
stiren,  welche  die  Zeit  explicite  enthalten ; die  mathematischen  Physiker 
werden  geuöthigt  sein,  einen  allgemeineren  ,,Vibrations- Calcul“  zu  ent- 
wickeln, um  auch  die  so  häufig  vorkommenden  nicht  umkehrbaren  Wärine- 
processe  in  den  'Kreis  ihrer  Betrachtungen  ziehen  zu  können.  Dieser 
Vibrationscalcul  enthielte  dann  als  speciellen  (so  zu  sagen  „adiabatischen“) 
Fall  sämmtliche  Probleme  der  Aerodynamik,  von  w'elchen  einige  schon 
durch  Zeuner  gelöst  worden  sind,  ■während  die  umkehrbaren  Wärmc- 
processe  auch  calorisch-statische  genannt  werden  dürften  (z.  B.  das  baro- 
metrische Höhenmessen,  die  Festigkeitsaufgaben  etc.).  Es  ist  aus  diesen 
wenigen  Andeutungen  schon,  glaube  ich,  die  grosse  Wichtigkeit  und  die 
ungeheure  Tragweite  der  Hypothese  des  Clausius  genügend  abzusehen. 

*)  Heiliiutig  sei  gesagt,  dass  für  dieses  das  Experiment  mit  dem  sogenannten 
Wacklcr  wichtig  werden  kann. 
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üeber  den  Temperaturzustand  eines  von  zwei  nicht 
concentrischen  Eugelflächen  eingeschlossenen  Körpers. 

Von 

Dr.  Frosch, 

Oymimsiftllelircr  zu  ScbiicidcmUlil. 


§.  1. 

Darlegung  der  Methode,  durch  welclie  die  Lösung  des 
allgemeinen  Problems  zurückgoführt  wird  auf  diejenige 

eines  speciellen  Falles. 


1.  Unter  Zugrundelegung  einer  festen  Ebene  kann  man  in  optischer 
Beziehung  jeden  von  zwei  Punkten  das  Bild  des  anderen  nennen,  wenn  sie 
in  ein  und  derselben  auf  der  Ebene  errichteten  Senkrechten  liegen  und  ihre 
Entfernungen  von  der  erstcren  gleich  sind.  Von  dieser  Ausdrucksweise 
soll  im  Folgenden,  um  eine  kürzere  und  bequemere  Bezeichnung  zu  er- 
möglichen, auch  in  dem  Falle  Gebrauch  gemacht  werden,  wenn  anstatt  der 
festen  Ebene  eine  feste  Kugelfläche  S zu  Grunde  gelegt  wird,  und  zwar 
soll  unter  dem  Bilde  eines  beliebigen  Punktes  o im  Raume  derjenige  a 
verstanden  werden,  welcher  nnt  dem  gegebenen  auf  demselben  Radius  resp. 
dessen  Verlängerung  gelegen  ist,  dergestalt,  dass  ihre  Distanzen  vom  Mittel- 
punkt als  Product  das  Quadrat  des  Radius  der  Kugel  ergeben.  Man  sieht 
leicht  ein,  dass  diese  Bezeichnungsweise  in  die  ursprüngliche  übergeht,  so- 
bald man  den  Mittelpunkt  der  Kugel  in  unendliche  Ferne  fortrücken  lässt, 
wodurch  die  Kugelflächo  selbst  sich  in  eine  Ebene  verwandelt. 

Es  spll  nun  die  Abhängigkeit  des  Bildes  m eines  beliebigen  Punktes  o 
von  diesem  analytisch  ausgedrückt  werden.  Zu  dem  Ende  werde  der  Mittel- 
punkt der  Kugel  als  Anfangspunkt  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems 
angenommen,  seien  die  Coordinaten  des  Punktes  o,  diejenigen 

des  Punktes  o>.  Alsdann  folgen  aus  der  Definition  der  Verwandtschaft  bei- 
der die  Gleichungen; 

r . p = c’ , 


wenn  c den  Radius  der  Kugel  und 
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* r= 

Q=Vi'+’l'  + t’ 

die  Entfernungen  der  Punkte  vom  Anfangspunkte  darstellen;  oder  in  einer 
anderen  zur  Transformation  geeigneteren  Form 


x — c* . 

’ 

X 

Q 

V 

9 

y 

... 

V ='’  • 

’ 

’ 

Q 

r 

Z=c}  . 

/*> 

9 > 

Q 

r* 

aus  deren  Symmetrie  erhellt,  dass  jeder  der  Punkte  o und  o>  das  Bild  des 
anderen  ist. 

2.  Aus  einer  einfachen  geometrischen  Betrachtung  ergiebt  sich  weiter, 

, , - T-.  1 ausserhalb  , , r,  . ^ , innerhalb  , ,, 

dass  ledem  Punkte  . , ,,  der  Kugel  S ein  Punkt  , ,,  derselben 

innerhalb  ausserhalb 

entspricht,  dass  dagegen  beide  zusammenfallen,  sobald  einer  von  ihnen  auf 
der  Kugelfläche  selbst  liegt.  Ferner:  dass,  wie  das  Bild  eines  Punktes 
wiederum  ein  Punkt  ist,  so  auch  dasjenige  einer  Linie,  einer  Fläche,  eines 
Körpers  wiederum  eine  Linie,  eine  Fläche,  ein  Körper  ist,  deren  Gleich- 
ungen aus  den  gegebenen  durch  die  obigen  Transformationsformeln  gefun- 
den werden. 

3.  Upi  zunächst  zu  untersuchen,  welches  das  Bild  einer  Ebene  ist, 
seien  J,  C die  Cosinusse  der  Winkel,  welche  ihre  Normale  mit  den  Coor- 
dinatenaxen  bildet,  D ihre  Entfernung  vom  Anfangspunkte.  Ihre  Gleich- 
ung ist  alsdann : 

Ax-\-By-\-Cz  — D = 0. 

Durch  Einsetzung  der  Wertho  für  .T,y, t geht  dieselbe  über  in: 

+ Bef]  + Cc}^—  = 

Es  sind  jetzt  zwei  Fälle  zu  unterscheiden.  Wenn  nämlich  die  Ebene 
durch  den  Anfangspunkt  geht,  also  Z)  = 0 ist,  so  erhält  man 

die  Gleichung  der  Ebene  selbst.  Ist  dies  jedoch  nicht  der  Fall,  so  lässt 
sich  die  obige  Gleichung  auf  die  Form  bringen: 

0 ^ " {tt)  = 

Dies  ist  aber  die  Gleichung  einer  Kugelflächo,  deren  Mittelpunkt  in  der 

c* 

Normalen  der  gegebenen  Ebene  in  einer  Entfernung  —7^  Anfangs- 

punkt  liegt,  und  welche,  weil  ihr  Radius  — .j^  durch  diesen  selbst  hin- 
durchgeht. 
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Es  folgt  daraus,  dass  in  Bezug  auf  eine  gegebene  Kugelfläclio  ^as 
Bild  einer  beliebigen,  durch  den  Mittelpunkt  hindurchgelienden  Ebene 
wiederum  eine  Ebene,  dasjenige  einer  beliebigen  anderen  Ebene  eine  Ku- 
gel ist. 

4.  Um  ferner  das  Bild  einer  beliebigen  Kugelfläcbe  zu  erhalten,  werde 
angenommen,  dass  ihr  Mittelpunkt  auf  der  A'-Äxe  in  einer  Entfernung  —a 
rom  Anfangspunkt  liegt.  Ihre  Gleichung  ist  alsdann,  wenn  d den  Radius 
dieser  Kugelflächo  bezeichnet: 

(a;— a)* -f  y* -H  s*  — f/*  = 0, 

oder 

;•*  — 2ax  («’ — dp)  = 0. 

Dieselbe  geht  durch  die  Transformation  über  in:  • 

c*  — 2 fl -f-  (fl* — d*)  = 0. 

Auch  hier  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden.  Geht  die  Kugelflächo  durch 
den  Anfangspunkt,  ist  also  a=d,  so  erhält  man: 


die  Gleichung  einer  Ebene,  welche  der  TZ- Ebene  parallel  ist  und  um  die 
Strecke  = — von  ihr  absteht.  Ist  dies  jedoch  nicht  der  Fall , so  geht  sic 

2fl  ’ o 

Uber  in  die  folgende : 


p*  — 2 , 


fl 


fl*  — (p^  fl’  — (p 


= 0, 


oder  auch 


Sie  repräsentirt  also  ebenfalls  eine  Kugelfläche,  deren  Centruin  in  der 

fl  c* 

X-Axe  in  einer  Entfernung  ^ vom  Anfangspunkt  liegt  und  deren 


d cP 

Radius  = ist. 

(P-^dP 


Es  ist  also  in  Bezug  auf  eine  feste  Kugclfläche  das  Bild  einer  belie- 
bigen anderen  Kugelfläche,  wenn  sie  durch  den  Anfangspunkt  hindurch- 
geht, eine  Ebene,  in  jedem  anderen  Falle  wiederum  eine  Kugelflächo. 

6.  Die  zuletzt  gefundene  Gleichung  des  Bildes  einer  Kugelflächo  soll 
nun  genauer  untersucht  und  zugleich  der  bisher  beliebig  angenommene  Ra- 
dius der  Kugelfläche  S näher  bestimmt  werden.  Es  sei  in  Bezug  auf  die 
Kugelfläcbe  T,  deren  Bild  bestimmt  werden  soll,  a der  dem  Anfangspunkt 

— <P 

als  Pol  (im  gewöhnlichen  Sinne)  entsprechende  Punkt,  so  ist  «A'=  — ; dor- 


(P  fl*  — (P 

selbe  ist  demnach  vom  Anfangspunkt  um  die  Strecke  =a = 

fl  fl 
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entfernt.  Nimmt  mau  nun  an,  dass  die  Kugelfläche  S durch  den  Punkt  a 

hindurebgeht,  so  hat  man  zu  setzen  c= . Durch  diese  Substitution 

gebt  die  obige  Gleichung  über  in  die  folgende: 

a-c)' + V + r - (^y=®- 

Mit  Rücksicht  darauf,  dass  während  der  Transformation  der  Punkt  a als 
ein  Punkt  der  ObcrflHcbe  unverändert  bleibt,  erhält  man  daraus  das  Re- 
sultat: 

Das  Bild  einer  beliebigen  Kug'elfläche  in  Bezug  auf  eine  feste  Kugel- 
flächo,  welche  durch  den  dom  Centrum  der  letzteren  als  Pol  hinsichtlich 
der  ersteVen  entsprechenden  Punkt  geht,  ist  eine  Kugelfläche,  deren  Cen- 
trura  mit  diesem  Pol  zusammenfällt. 

6,  Aus  der  Elementargeometrie  ist  ferner  bekannt,  dass  der  geomo- 
trischc  Ort  aller  der  Punkte,  deren  Abstände  von  zwei  festen  Punkten  p 
und  p,  ein  constantes  Verliältniss  haben,  ein  System  excentrischcr  Kugel- 
flächen ist,  deren  Mittelpunkte  sämmtlicb  auf  der  Linie  ppj  liegen,  sowie 
dass  für  jede  dieser  Kugeln  die  Punkte  p und  pj  Pole  sind.  Wenn  man 

nun  um  den  einen  von  ihnen,  z.  B.p,  mit  einem  Radius=ppi  eine  Kugel  con- 
struirt  und  in  Bezug  auf  dieselbe  das  obige  System  von  Kugelflächen  ab 
bildet,  so  ist  ans  dem  Vorigen  ersichtlich,  dass  man  wiederum  ein  System 
von  Kugelflächen  erhält,  deren  Mittelpunkte  indess  sämmtlicb  mit  dem  an- 
deren Pole  p,  zusammenfallen. 

7.  Es  ist  nun  im  Folgenden  das  Bild  eines  Körpers  zu  untersuchen, 
welcher  von  zwei  beliebigen , im  Allgemeinen  nicht  conccntrischcn  Kugcl- 
flächen  begrenzt  w’ird.  Dieselben  können  offenbar  eine  doppelte  Lage 
gegen  einander  haben;  entweder  nämlich  liegt  die  eine  von  ihnen  ganz  inner- 
halb oder  ganz  ausserhalb  der  anderen.  Dementsprechend  wird  im  erste- 
ren  Falle  der  Körper  von  schalenförmiger  Gestalt  sein,  im  letzteren  dage- 
gen wird  er  sich  nach  allen  Richtungen  ins  Unendliche  erstrecken  und  im 
Innern  zwei  kugelförmige  Höhlungen  besitzen.  Welche  Lago  indess  auch 
die  beiden  Grenzflächen  gegen  einander  haben,  es  werden  sich  immer,  wie 
die  Geometrie  lehrt,  zwei  Punkte  p und  Pj  so  construiren  lassen,  dass  sie 
in  Bezug  auf  jede  der  begrenzenden  Kugelflächen  einander  als  Pole  ent- 
sprechen , auch  werden  beide  ganz  ausserhalb  des  Körpers  liegen.  Con- 
struirt  man  nun  um  irgend  einen  von  ihnen,  z.  B.  p,  eine  durch  den  anderen 
p,  hindurchgehende  Kugelfläche  und  bildet  in  Bezug  auf  dieselbe  den  ge- 
gebenen Körper  ab,  so  leuchtet  ein,  dass  der  letztere  sich  in  einen  von 
zwei  conccntrischcn  Kugelflächen  eingeschlossenen  und  daher  allseitig  be- 
grenzten Körper  verwandeln  wird.  Es  wird  im  Folgenden  dargethan  wer- 
den, dass  auch  die  Aufgabe,  die  Wärmevertheilung  in  einem  von  zwei  cx- 
ccntrischen  Kugelflächen  eingeschlossenen  Körper  zu  Anden , auf  die  ein- 
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fächere  nnd  bekanntere  znrückgeführt  werden  kann,  die  sich  auf  einen  von 
zwei  concentrischen  Kugelflnchen  eingoschlossencn  Körper  bezieht.  Zuvor 
sind  aber  noch  einige  zur  Uebertragung  nöthige  Formeln  zu  entwickeln. 

8.  Wenn  man  vom  Anfangspunkt  des  Coordinatensystems,  als  Mittel- 
punkt der  Kugelfläche  5,  einen  sehr  schmalen  Kegel  construirt,  so  wird 
derselbe  aus  irgend  einer  der  gegebenen  Grenzflächen  ein  Element  ds,  aus 
deren  Bild  ein  Element  da  herausschneiden.  Da  man  jedes  derselben  als 
die  sphärische  Projcction  des  anderen  ansehen  kann,*  so  findet  die  Rela- 
tion statt: 


9 


in  welcher  diejenigen  spitzen  Winkel  bezeichnen , welche 

die  auf  den  Flächenelementen  ds  und  da  errichteten  Normalen  mit  dem  ge- 
meinsamen Radiusvector  r oder  p bilden.  Aus  einer  einfachen  geometri- 
schen Betrachtung  ergiebt  sich  indess,  was  sich  auch  allgemein  von  je  zwei 
entsprechenden  Oberflächenelcmenten  beweisen  lässt,  dass  diese  Winkel 
unter  sich  gleich  sind.  Mit  Rücksicht  hierauf  erhält  man: 


d s 
ZT' 


da 


oder  wenn  man,  um  späteren  Zweideutigkeiten  auszuweicben  , die  Entfer- 
nungen der  Elemente  ds  und  da  vom  Anfangspunkt  mit  e und  e bezeichnet 


d s 


da 

~T' 


0.  Kohren  wir  noch  einmal  zu  den  Transformationsformeln  in  No.  l 
zurück.  Dieselben  lassen  sich  auch  auf  folgende  Weise  schreiben: 

^ (a:*  + y’-l-2*)  — c*.T  = 0, 

^(^*+^4-2*)  — =0, 

i — c*  z = 0. 

Betrachtet  man  in  ihnen  die  Coordinaten  als  constante  Parameter,  so 

ersieht  man  sofort,  dass  dieselben  drei  Systeme  von  Kugelflächen  darstellen, 
welche  sich,  weil  jede  von  ihnen  durch  den  Anfangspunkt  geht,  gegensei- 
tig durchsetzen. 

Differentiirt  man  dieselben , so  erhalt  man : 


r' 

X 


^ X c® 

— = — 2c®  — ar  -4-  — 

ox  r*  r* 

U 

d 


= — 2C*-r  2 

r* 


— ' = — 2c*-^ar 
dx  r* 

dfj  „ , y , 


^y 

dti  , 

— ' = -2c* 
d 2 


y 


= — 2 c*  — 7-  a: 


dj 
dx 

^ = — 2c*  —y 
dy  r*  '' 

az“  r* 

34  ♦ 
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Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  jo  zwei  iind  zwei  mit  einander  und  ad- 
dirt  die  senkrechten  Reihen,  so  findet  sich: 

^ — 0 

dx  dx  dy  dy  dz  dz  ’ 

dj  H_. 

dx'  dx~^  dy'  dy  dz'  dz  ’ 

• ^ — ft 

dx’ dx'  dy  dy  dz'  dz 

Diese  Gleichungen  zeigen  an,  dass  die  drei  Systeme  von  Kugelflächen 
einander  unter  rechten  Winkeln  sclmeiden. 

10.  Es  soll  nun  der  Ausdruck  W=0  transformirt  werden,  in  wel- 
chem, wie  es  gebräuchlich  ist,  der  Kürze  wegen 

d^fF  ^ d*w  ^ d^w 

do^ 


dy*  ' dz* 

gesetzt  ist.  Mit  Rücksicht  darauf,  dass  die  neu  cingeführton  Coordinaten 
als  die  Parameter  dreier  orthogonalen  Flächensysteme  aufgefasst  werden 
können,  findet  die  Jacobi’sche  Formel: 

dl\  L di) 

Anwendung,  in  welcher  der  Kürze  halber 


gesetzt  ist.  Um  die  ebengenannten  Grössen  zu  erhalten,  hat  mau  nur  nö- 
thig,  die  Transformationsformeln  in  No.  1 zu  differentiiren 


Q Q 
dy  , I 

___2c  jt) 

— = -2c*lt 

9| 


dx  . V y. 

= _2r*4^ 

dt]  Q* 

dy  „ « c* 

. Q* 


dy 


dx  * ^ y 


9^ 


dt 

dz 

777“  — “SH — f 

dt  Q*  Q* 


,,t..c* 


die  erhaltenen  Gleichungen  ins  Quadrat  zu  erheben  und  senkrecht  zu  ad- 
diren.  Man  erhält  schliesslich : 


oder 


c*  c*  c* 

= .r=_, 

9 9 9 
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^ «• 


Durch  Einsetzung  derselben  geht  die  Jacobi’sche  Formel  über  in 

fl  ^=^(£l^n+ l(£l«/)+^(£l?^), 

d\\^  O^f  OTl  \Q  07)/  / 


oder 


Sie  ist  indess  noch  einer  weiteren  Vereinfachung  fähig.  Bezeichnet  mau 
nämlich  mit  tp  und  tp  zwei  beliebige  Functionen  von  so  gelten  die 

Differentialgleichungen ; 

3?!- 

,1/;  d(p  . dtp 


3^ 


Vf] 


dw  3i(f 


, ti;  3q>  dtp 
oder  wenn  man  sie  zum  zweiten  Male  differentiirt; 


Addirt  man  dieselben,  so  wird:' 


— -tpjq?  — cpjip. 


Setzt  man  hierin  die  beliebigen  Functionen 
giebt  sich : 


(p= — }V  und 
Q 


\ 

ip= — , 80  er 
C 


1.  fJL  fJ.  —)-L 


oder,  da  bekanntlich  — =0  ist, 

9 

1.  (±  — (1.  1-  i 

dri\Q*  djjj  9 
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Es  gebt  demnach  die  Transformationsfonnel  über  in; 

fl  lA, 

Q V / 

Für  den  Fall,  dass  W = 0 ist,  erhält  man  mithin  die  entsprechende 

Gleichung  ^ = 0 , oder  wenn  man  die  Entfernung  des  Punktes  ^ 

Q 

vom  Anfangspunkt  wie  vorhin  mit  c bezeichnet: 

n^  = o. 


• §.  2. 

Lösung  der  Aufgabe  für  den  besonderen  Fall,  dass  die  den 
Körper  begrenzenden  Kugel  flächen  concent  risch  sind. 

11.  Die  Aufgabe,  um  deren  Lösung  es  sich  hier  handelt,  lässt  sich  in 
doppelter  Weise  aussprechen.  Physikalisch  aufgefasst  lautet  dieselbe; 

,, Gegeben  ist  ein  von  zwei  concentrischen  Kuge.lflächvn  eingeschlosse- 
ner Körper.  Es  soll  nach  Eintritt  des  stationären  Tomperaturzustandes 
die  Vertheilung  der  Wärme  im  Innern  desselben  bestimmt  werden,  wenn 
die  Temperatur  eines  jeden  Punktes  der  Grenzflächen  eine  gegebene  und 
unveränderliche  ist.“ 

In  die  Sprache  der  Analysis  übertragen: 

„Es  ist  die  Function  V so  zu  bestimmen,  dass 

I«)  jMv,  in  jedem  Punkto  im  Innern  des  Körpers  =0, 

lb)  daselbst  F nebst  den  ersten  DifiFercntialquotienten  — , t — , ste- 

ö I 0^1  C7  f 

tig  und  endlich  ist; 

II.  dass  die  Function  V in  jedem  Punkte  der  Grenzflächen  einen  go- 
gobenon  und  unveränderlichen  Worth  annimmt.“ 

Die  Gleichungen  unter  I),  zu  denen  im  Allgemciden  noch  hinzutritt 
die  Bedingung 

lc)  dass,  falls  der  Körper  sich  ins  Unendliche  erstreckt,  c F,  wo  s die' 
Entfernung  des  Punktes  t/,  f vom  Anfangspunkt  darstellt,  überall  einen 
endlichen  Werth  behält,  heissen  (nach  Neumann*),  weil  sie  nur  von  der 
Gestalt  des  vorgelegten  Körpers  abhängen,  Hauptbedingungeu , diejenigen 
unter  II),  weil  sie  ausserdem  von  gewissen  Grenzwerthen  abhängig  sind, 
Nebenbedingungen.  Es  ist  somit  klar,  dass  für  einen  und  denselben  Kör- 
per unzählig  viele  Lösungen  existiren,  je  nach  der  Festsetzung  der  Werthe, 
welche  die  Function  F in  den  Punkten  der  Grenzflächen  annchmen  soll. 
Dieselben  lassen  sich  jedoch  Scimmtlich,  wie  die  Untersuchungen  von  Green 

*)  Neumann,  Allgemeine  Lösung  des  Problems  über  den  .stationären 
Tempernturzustund  eines  liomogonen  Körpers,  welcher  von  irgend  zwei  nicht  con- 
cciitrischen  Kugelflächen  begrenzt  wird.  Pag.  14. 
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^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ 


und  Neu  mann  gezeigt  haben,  auf  eine  einzige  zurückführen , nämlich  auf 
folgende  Aufgabe: 

Es  ist  die  Function  G zu  bestimmen , welche 

I.  den  Hauj)tbedingungen  Genüge  leistet, 

II.  in  einem  beliebigen  Punkte  (o)  der  Oberfläche  den  Werth  Pjo  er- 
langt, wenn  man  unter  ^iO  den  reciproken  Werth  der  Entfernung  des  Punk- 
tes (o)  von  einem  beliebigen , aber  festen  Punkte  (1)  im  Innern  des  Körpers 
versteht,  so  dass  also  C„^=sT|o  ist. 

Ist  nämlich  die  Function  G für  einen  Körper  ermittelt  und  versteht 
man  unter  tjQ  die  Grösse 

/ ^ ^0 d TfQ 

~ du  du  ’ 


wo  n die  Richtung  der  im  Punkte  o nach  Aussen  errichteten  Normale  dar- 
stellt, so  findet  man  die  gesuchte  Function  durch  die  Gleichung: 

4 a:  P,  = J' 7}o  Po  do» 

in  welcher  do  das  Flächenelemcnt  im  Punkte  o darstellt  und  die  Integration 
auf  alle  Elemente  der  Grenzflächen  auszudehnen  ist. 

12.  Diese  Beziehungen  sollen  angewendet  werden,  um  den  Werth  der 
Function  V zunächst  für  einen  von  zwei  concentrischen  Kugelflächen  be- 
grenzten Körper  zu  ermitteln.  Bezeichnet  man  mit  a einen  Punkt  der 
äusseren,  mit  x einen  Punkt  der  inneren  Grenzfläche,  ferner  mit  da  und 
dx  die  Flächenelemente  in  den  Punkten  a und  t,  so  ist  die  Gleichung,  durch 
welche  die  Function  P bestimmt  ist: 

47t  P,  rig  V^do-\- V^dt, 
in  welchen  die  Grössen  ri  die  Werthe  haben: 

. dT,^ 

■ 

^ du  du 


Berücksichtigt  man,  dass  die  in  da  errichtete  Normale  dieselbe  Richtung 
bat,  wie  der  Radiusvector  r,  die  in  dx  errichtete  aber  eine  dem  letzteren 
entgegengesetzte,  so  lassen  sich  die  obigen  Werthe  auch  folgeudermaassen 
darstellen : 


dG,'_dT,, 

^ dr  dr 

dG'  dT, 

L j i 

dr  ^ dl 


T 


Da  in  denselben  und  bekannte  Functiotieu  sind,  so  handelt  es  sich 
darum,  die  Gr  een’ sehe  Function  G zu  ermitteln. 
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13.  Es  sei,  wie  oben,  I ein  im  Innern  des  Körpers  beliebig  angenom- 
mener, aber  fester  Punkt,  dagegen  o ein  veränderlicher  Punkt,  ihre  Polar- 
coordinaten  r,,  und  r,  o),  dann  ist 


r,*— 2rr,  cos  ^ ’ 
wo 


cos  & = cos  CO . cos  CO,  -|-  sm  oo . sifi  w, . cos  (<p-~(p,) 
gesetzt  ist.  Dieser  Ausdruck  lässt  sich  auf  doppelte  Weise  nach  Kugel- 
functionen  entwickeln 


in  = t«  f.n 

£ — . P”  (cos 

ws=0  ' 1 
n = oo  j.  n 

2;  -in-  . />"  (cos  &) 

n = 0^"+*  ^ 

von  denen  die  erstero  Entwickelung  anzuwenden  ist,  so  lauge  der  Punkt 
(o)  innerhalb  einer  mit  dem  Radius  r,  um  das  gemeinsamo  Ceutrum  con- 
struirten  Kugel,  die  letztere  dagegen,  wenn  er  ausserhalb  derselben  liegt. 
Schreibt  man  der  Kürze  wegen  P,o”  für  P"(cos&),  da  diese  Function  nur 
von  der  Lage  der  Punkto  o und  1 abhängt,  so  ist  demnach 


2: 


,.n 


P " 

. I r. 


T — 

JO  — 


n ,.  « + I 
n =0  > I ^ 


r < 


n — ao 


für 


n =0  ' 


Hinsichtlich  der  Function  P"(A)  hatLaplace  gezeigt,  dass  dieselbe 
der  Gleichung  genügt 

d d P”  fA'l 

äl  ~äk  + " = “• 

vermittelst  welcher  sich  leicht  beweisen  lässt,  dass  jedes  Glied  der  obigen 
Reihen 


der  Gleichung  genügt 


t*n  n n 
' ^ io 


und 


/>  n 

.n  + 1 ' 10 


J r”  /%"  = 0 und  J t=  0. 

Aus  einfacher  geometrischer  Anschauung  erhellt  ferner,  dass  jede 
von  diesen  Grössen  sammt  ihren  ersten  Differenlialquotienten,  so  lange  der 
Punkt  0 im  Innern  des  Körpers  bleibt,  stetig  und  endlich  ist.  Es  folgt 
daraus,  dass  jede  von  ihnen  den  obigen  Ilauptbedingungen  Genüge  leistet. 
Dasselbe  gilt  auch  von  jedem  aus  ihnen  beliebig  zusammengesetzten 
Ausdrucke 


Da  diese  Function  ebenso,  wie  die  Function  G den  IJauptbodingungen 
genügt,  so  wird  sic  mit  derselben  identisch  sein,  wenn  beide  auch  den- 
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selben  Nebenbedingungon  genügen;  es  ist  demnach  zu  untersuchen,  ob  die 
bisher  willkörlichou  Coustanton  A und  B sich  so  bestimmen  lassen,  dass 
die  Functionen  J und  G oder,  was  dasselbe  ist,  die  Functionen  J und  T die- 
selben Grenzwerthe  besitzen , d.  h.  dass  die  Gleichungen  stattfinden 

^'t- 

Nach  der  obigen  Entwickelung  hat  man  aber 


n — oc 


T V 1 p n 

n+1  ' ’ö 
n =0  ^ 0 ^ 


TJ  ~ <X> 


n = 0 ^ 


n+t 


P " 


sowie 


Daraus  geht  hervor,  dass,  wenn  die  Functionen  J und  G identisch  sein 
sollen,  einerseits  die  für  J entwickelten  Reihen  von  « = 0 bis  « = oo  sum- 
mirt  werden  müssen,  andererseits,  dass  die  willkiirliclien  Constanten  A und 
B so  bestitumt  werden  müssen,  dass 

1 r," 

Ar^^^B 


1 


^'■x”+^-T+.= 


;>  n + 1 ’ 


r,n  + •’ 


Aus  diesen  Gleichungen  Crgiebt  sich 

1 


A^ 
B = 


f 2 n 1 ? ti  I 

, '_T 

-n+1  2n+r_,.  '2n4-l  ’ 

• T 0 

^^2n+l  ^.^2w+l  — ^^2n  + l 

- n + 1 2 n +1 f.  2 n -fj  ■ 

'I  ' a ' X 


Verstellt  man  nun  unter  A und  B die  genannten  Grössen,  so  stellt  sich 
die  gesuchte  Function  dar 


® r”+ '] 


14.  Es  sind  gegenwärtig  die  Grössen  seihst  zu  berechnen.  Da  die 
Function  T bekannt,  die  Function  G soeben  ermittelt  ist,  hat  inan  beider 
Diffcrentialquotieuten  zu  bilden.  Berücksichtigt  man,  dass  die  Function 
P, o”  von  der  Coordinate  r unabhängig  ist,  so  ergiebt  sich 


dG; 

dr 


=”2'  + P,„», 

n = 0 L ' ^*J 


desgleichen  findet  man  die  Diffcrentialquotientcn  von 
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dT,. 


n=:<ao 


^ y*  n 00  “ 1 

Setzt  man  diese  Werthe  der  DifTercntialquoticnten  in  die  Gleichungen, 
durcli  welche  die  Grössen  rjg  und  bestimmt  werden, 

=+~d7 Tr  ' 


Vr  = — 


dr 


+ 


dr 


ein , so  erhält  mau 

F r+  Jnr^-i  - /i  («  + 1)  + (»  + !)  -F  ] 

n=oiL  J 


[~  ® (" + +" 

Werden  jetzt  für  die  Grössen  A und  B ihre  Werthe  substituirt,  so  er- 
giebt  sich  nach  einigen  Reductionen 

, r,*”  + * — 

’ rö2nTi“-i:7x'-^» +■»  ’ 

ft  — oo  ^ w ““  I 1 _ ^ 2 fl  ] 

~ ^ (2'*  "h  0 fl  4-  1 * 7~2n~-fl  ~ 2'n+l 

Man  erhält  somit  das  Resultat: 

Bezeichnet  man  mit  und  die  oben  aufgestellton  Ausdrücke,  so 
ist  der  Werth  der  Function  V im  Punkte  (1)  bestimmt  durch  die  Gleichung 

4 1 = fva  ^(j  + f^z'  '• 


Z 


u r ü c k f ü h r u n 
den 


§.3. 

g der  Lösung  des  allgemeinen  Problems  auf 
im  §.  2 behandelten  speciellcn  Fall. 


15.  Die  Aufgabe,  deren  Lösung  die  vorliegende  Untersuchung  zum 
Gegenstände  hat,  lautet,  wie  bekannt  ist,  folgenderraaassen: 

Gegeben  ist  ein  von  zwei  nicht  conceutrischen  Kugolflächen  cinge- 
schlossener  Körper.  Es  ist  die  Function  zu  bestimmen,  welche 
I.  im  Innern  des  Körpers  den  Ilauptbedingungen  genügt, 

II.  in  Punkten  a und  z der  Grenzflächen  gegebene , unveränderliche 
Werthe  annimmt. 

Es  war  früher  gezeigt,  dass  der  vorgelegte  Körper,  mag  er  endlich  be- 
grenzt sein  oder  sich  nach  allen  Richtungen  bis  ins  Unendliche  erstrecken, 
nach  der  in  §.  1 auseinandergesetzten  Methode  sich  in  einen  Körper  verwan- 
deln lässt,  w’clchcr  von  zwei  couccntrischen  Kugolflächen  eingcschlosseu 


Digitized  by  Google 


Kugelflächen  oingeschlossencn  Körpers.  Von  Dr.  Frosch.  509 


ist.  Es  ist  daher  von  Wichtigkeit,  zu  untersuchen,  in  welcher  Art  sich  die 
Bedinguugsglcichungen  der  Function  W für  den  erhaltenen  Körper  trans- 
formiren.  Es  mag  deshalb  daran  erinnert  sein,  dass  zunächst  nach 
No.  10  die  Bedingungsgleichung  I«)  übergeht  io  die  ähnliche 

= 0,  wo  € die  Entfernung  des  Punktes  Anfangspunkt 

darstcllt.  Um  die  hier  auftretende  Function  — JV  z\i  untersuchen,  sind  die 

£ 

beiden  Fälle,  von  denen  oben  die  Rede  war,  einzeln  zu  betrachten. 

Ist  der  zu  untersuchende  Körper  nach  allen  Richtungen  endlich  be- 
grenzt, so  liegt  der  Anfangspunkt  ausserhalb  des  durch  die  Transformation 

erhaltenen;  es  kann  daher  niemals  £ = 0,  also  -^  = oo  werden.  Da  auch  die 

Function  W im  Innern  des  Körpers  stetig  ist,  so  folgt,  dass  daselbst  die 

Function  — ebenfalls  stetig  und  endlich  ist.  Dasselbe  lässt  sich  auch 

von  ihren  ersten  Differentialquotienten  darthun. 

Ist  dagegen  der  Körper  nach  allen  Richtungen  hin  unbegrenzt,  so 
liegt  der  Anfangspunkt  in  dem  durch  die  Transformation  erhaltenen  Kör- 
per selbst,  und  es  könnte  daher  fraglich  erscheinen,  ob  die  Function  W 

im  Anfangspunkte  endlich  ist.  Indessen  tritt  für  diesen  Fall  noch  die  Be- 
dingung Ic)  hinzu,  welche  besagt,  dass  die  Function  <?  fF  auch  für  e=ao 

endlich  bleibt.  Da  nun  cW— — fF  ist,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Function 

W auch  für  £ = 0,  d.  h.  im  Anfangspunkte  endlich  bleibt.  Dasselbe  gilt, 

wie  sich  leicht  zeigen  lässt,  auch  für  die  ersten  Differentialquotienten 
derselben. 

Aus  diesen  Erörterungen  geht  hervor,  dass,  wie  auch  der  ursprüng- 
liche Körper  beschaffen  sein  mag,  die  Function  — IV  im  Innern  des  trans- 
formirteu  Körpers 

lö)  der  Gleichung  J /F^  = 0 genügt, 

16)  sammt  ihren  ersten  Differentialquotienten  stetig  und  endlich  ist. 


Dies  sind  nichts  anderes,  als  die  vier  Ilauptbedingungen  für  den 
transformirten  Körper,  da  die  Bedingung  Ic)  hier,  weil  derselbe  jedenfalls 
endlich  begrenzt  ist,  ihre  Bedeutung  verliert.  Es  ist  demnach  noch  übrig, 
die  Nebonbedingungen  zu  transformiren.  Da  jedem  Punkte  s und  t des 
ursprünglichen  Körpers  ein  Punkt  a und  r des  transformirten  entspricht. 


510  Ueber  den  Tcniperaturzustand  eines  von  zwei  nicht  concentr. 


so  folgt -fVs  = fFg  und  Die  Function  — JF  nimmt  folglich  in 

Punkten  der  Grenzflächen  die  bestimmten  Werthe  — Ws  und  — Ws  an. 

fa 

Man  erhält  somit  schliesslich  das  Resultat: 

Die  Function  genügt 

I.  im  Innern  des  Körpers  den  Ilaupthedingungen, 

II.  sie  nimmt  auf  den  Grenzflächen  die  unveränderlichen  Werthe 

-Ws  und  — IFtan. 

fff  fr 

Es  war  aber  im  §.  2 die  Aufgabe  gelöst  worden,  für  einen  Körper  der- 
selben Art  die  Function  V zu  ermitteln,  welche 

I.  im  Innern  den  Hauptbedingungen  genügt, 

II.  auf  den  Grenzflächen  gegebene  feste  Werthe  Vg  und  annimmt. 
Da  nun  eine  jede  Function  durch  die  ohigeu  Bedingungen  unzweideu- 

titr  bestimmt  ist,  so  müssen  die  Functionen  — W und  F,  weil  sie  beide  den 
® € 

Bedingungen  I genügen,  identisch  sein,  wenn  dies  auch  hinsichtlich  der  Be- 
dingungen II  der  Fall  ist.  Setzt  man  demnach 

i- umi  —ir,=  r„ 
fff  fr 

so  folgt 

1 JF=  F 

t 

oder 

w=i  r. 


Es  leuchtet  hieraus  ein,  dass  die  gestellte  allgemeine  Aufgabe,  weil 
zurückgeführt  auf  einen  besonderen  schon  behandelten  Fall , ebenfalls  als 
gelöst  anzusehen  ist.  Es  ist  jedoch  noch  nöthig,  zu  untersuchen,  welche 
Bedeutung  für  den  ursprünglichen  Körper  die  Grössen,  welche  in  der 
Function  F enthalten  sind,  besitzen.  Vor  Allem  liegt  die  Frage  nahe,  in 
welcher  Weise  die  Coordinaten  r,  a>,  in  die  gegebene  Figur  sich  über- 
tragen lassen, 

10.  Es  seien  in  der  letzteren,  wie  früher,  p und  p,  die  beiden  Polo,  um 


den  Pol  p sei  mit  der  Polardistanz  pp^  die  Kugelfläche  construirf,  in  Bezug 
auf  welche  co  das  Bild  eines  beliebigen  Punktes  o sei.  Aus  den  Principien 
der  'rranformation  ergiebt  sich  alsdann 

po  »p  (o=: pp^  • 


folglich 
und  daraus 


J p n p^  /I  /;;;,  co 


p,(ü  pp,  — pio  :pn. 
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Setzt  man,  wie  früher,  ;>/>,  = c und  erwägt,  da.ss  />,  w nicht.s  anderes 
ist,  als  die  Polarcoordinate  r,  so  bat  man 


r = r 

p 0 

Der  hier  auftretende  Quotient  der  Entfernungen  des  variabeln  Punktes 
o von  den  beiden  Polen  lässt  sich  als  neue  Coordinate  A’  einführen,  so  dass 

r = c.K. 

Aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  pop^  und  ppyfu  ist  ferner  ersicht- 
lich, dass 

LpPifa  — Lpop^, 

wo  LpPiOa  das  Supplement  des  Winkels  ist,  welcher  sonst  als  Polarcoordi- 
nate CU  betrachtet  wurde,  an  deren  Stelle  L pop, , d.  h.  der  Winkel,  den  die 
Radien  po  und  p, o mit  einander  bilden,  als  neue  Coordinate  Sl  eingeführt 
werden  soll , so  dass  man  hat 

(0  = j1  — Sl. 

Was  die  dritte  Coordinate  <p  anbelangt,  welche  den  Winkel  darstellt, 
den  die  durch  den  variabeln  Punkt  ca  und  die  .V-Axe  gelegte  Ebene  mit  der 
ATJ-Ebene  bildet,  so  soll  dafür  der  Winkel,  welchen  die  durch  den  entspre- 
chenden Punkt  0 und  die  A'-Axe  hindurchgelegte  Ebene  mit  der  A'P-Ebene 
bildet,  als  neue  Coordinate  O eingeführt  werden.  Da  die  genannten  Ebenen 
indessen  nach  No.  3 zusammenfallen , so  hat  man 

<p=  0. 

17.  Mit  Hilfe  der  soeben  aufgestellten  Transformatiousformeln 

r = c.K 


(0  = 71  — 

q)  = Oy 

lässt  sich  zunächst  zeigen,  dass  der  Ausdruck 

cos (o.coSG)i-{-sm  (o. sin  ca, . cos (qp  — «jp, ) 
in  den  folgenden  übergeht 

cos Sl.cosSlf  -psj«  Sl.sin Slf.cos(^(^ — <!>,)  , 
d.  h.  dass  er  unverändert  bleibt,  abgesehen  davon,  dass  an  die  Stolle  der 
mouopolareu  Coordinaten  die  dipolaren  getreten  sind , wenn  man  nämlich 
die  neu  eingeführten  Coordinaten  KSl(P^  weil  sie  sich  auf  zwei  Pole  be- 
ziehen, dipolare  nennt  im  Gegensatz  zu  den  gewöhnlichen  Polar-  oder  nio- 
nopolaren  Coordinaten.  Da  der  obige  Ausdruck  das  Argument  der  Func- 
tion P bildet,  so  gilt  ein  Gleiches  offenbar  auch  von  dieser  und  man  hat 

= und  = 

Durch  die  Substitution  derselben  verw'andeln  sich  die  Grössen  in 
die  folgenden 


^ n=0 

C j|  = 0 


1 * p n 

A't^n+l  _ 1*  • 
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Die  Function  V wird  aber  repräsontirt  durch  die  Gleichung 

+ fVz 

Nach  Einsetzung  der  Wertho 


sowie 


r„  = — IV,  und  = — «■,. 
fö  ft 


1 


l’  = - IV 


ergiebt  sich  die  Gleichung 

y‘  IV  IV 

f(j  «/ 

= >10  d«  + l-^rio  If',  (Ir, 

fg  ty 

Zur  Transformation  der  Flächeneieinente  da  und  dx  dienen  die  For 
mein  in  No.  8 


d s da  .dt  dz 

ond  , 

• fö  "t  fx 


oder 


t * f * 

da=-^ds  und  dt=-^dl. 

c*  c* 

Durch  Substitution  derselben  geht  die  Gleichung  über  in 
4»  ff',  = no  »n  ds  + Vr  ff't  <“■ 

Dieselbe  lässt  sich  wiederum  in  die  Normalform  bringen 

4 7t  IV^  = f/l/  IV,  ds  + f I/t'  IV t dt, 
wenn  man  unter  //,‘  und  //|‘  die  folgenden  Ausdrücke  versteht 

TW  f fc*  r ^ • 

//,  = — ,1«. 


r,  » fr  ' ^ • 

-7 -Ir,  , 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  VVerthe  von  1/0'  und 

f,x  n—rt>  A'n— I A' 2n+l L’'ln^\ 

18.  Um  die  Grösse  c,  welche  den  Abstand  des  variabeln  Punktes  o 
vom  Anfangspunkt  darstellt,  ebenfalls  durcli  die  dipolaren  Coordinaten 
auszudrücken,  hat  man  im  /d  ptopy 

pto*  = p JO,*  — 2/7 p, . Pt  09  cos  p py  w -{-  p,  (U* 

oder 

f’  = c*  -|-  2 C . r . cos  (o  + r*. 
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f 

Setzt  man  darin  r=zc.K  und  o = tc  — Sl , so  wird  c = — , und  man  erhält 


— = 1 — 'ZK.cos  Sl  -h  A'*, 
e 

oder  wenn  man  die  stets  positive  Grösse 

1 — 2 Ä”.  cos  ^ 

setzt, 

c 


e = 


Durch  diese  Substitution  gehen  die  obigen  Gleichungen  über  in 


//;= 


s n — rti 


»=o^  ^ ■ A',”+'  ■ A',2"+'  - K,^"+' 

, A A',”-'  A-,2”+'-A',^"+i 

' c’  »=o  Ä'/"+* -*•.’»+> 


P " 

' I*  » 


P 

^ u • 


Diese  Formeln  stimmen,  abgesehen  von  der  verschiedenen  Bezeich- 
nungsweise, vollständig  mit  denen  überein,  welche  Herr  Prof.  Neumann 

vermittelst  einer  anderen  Methode  aufgestellt  hat*). 

* 

19.  Es  war  oben  mehrmals  die  Behauptung  ausgesprochen,  dass  die 
Untersuchung  eines  von  zwei  concentrischen  Kugelflächen  eingeschlossenen 
Körpers  hinsichtlich  seiner  Temperatur  nur  ein  specieller  Fall  derjenigen 
ist,  welche  sich  auf  einen  von  zwei  excentrischen  Kugelflächen  umschlos- 
senen Körper  bezieht.  Inwiefern  dies  richtig  ist,  soll  zum  Schluss  noch 
dargethan  werden,  indem  gezeigt  wird,  dass  durch  gewisse  Einschrän- 
kungen die  im  §.  3 gefundenen  Formeln  in  die  des  §.  2 übergehen. 

Es  seien  wiederum  p und  die  beiden, Pole,  o ein  varfabcler  Punkt, 
so  stellt  die  Gleichum 


~ = Consl. 
op 

ein  System  von  nicht  concentrischen  Kugelflächen  dar  mit  der  gemein- 
schaftlichen Centrale  pp,.  Lässt  man  den  Punkt  p in  die  unendliche  Ferne 
fortrücken,  so  wächst  der  Radiusvcctor  op  bis  ins  Unendliche  und  die 
Gleichung  scheint  ihre  Bedeutung  zu  verlieren.  Multiplicirt  man  jedoch 
vorher  mit  der  Folardistanz  pp,  = c,  so  wird 


opi 


= Const, 
op 


Lässt  man  jetzt  den  Punkt  p bis  nis  Unendliclie  fortrücken,  so  couvergirt 

c 

der  Quotient  •=■  gegen  den  Werth  =1,  und  die  Gleichung  verwandelt 
op 

sich  in 

op^  s=  Consl. 
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Dieselbe  stellt  jetzt  ein  System  von  conccntrischcn  Kngelflächen  dar,  deren 
Mittelpunkte  säinmtlich  mit  zusammenfallen.  Hieraus  zeigt  sich  zugleich, 
inwiefern  die  monopolaren  Coordiuaten  in  den  dipolaren  enthalten  sind. 


Da  nämlich 


=s  K oder  o/>j  . 
op 


oder  endlich 


c — 

* = c . so  folgt  op,  oder  r = r . 

op 


‘ K = — für  c — 00. 
c 

Während  sich  der  Pol  p bis  ins  Unendliche  entfernt,  nähert  sich  zu- 
gleich der  Radiusvector  op  mehr  und  mehr  der  durch  o parallel  zur  Cen- 
tralen gezogenen  Geraden,  und  es  geht  demnach  der  Winkel  Sly  welchen 
er  mit  dem  andern  Radiusvector  op,  bildet,  allmählich  in  denjenigen  Win- 
kel 0)  über,  welchen  der  letztere  mit  der  Centralen  bildet,  so  dass  man  erhält 

Sl=:  m. 

Was  endlich  den-  Winkel  0 betrifft,  so  bleibt  derselbe  unverändert  und 
ist  ein  und  dasselbe  mit  der  Polarcoordinate  <jp,  so  dass 

d>  = qp 

zu  setzen  ist.  Vermittelst  dieser  Substitution  ergiebt  sich,  dass  der  Ausdruck 

cos  Sl  cos  Sli  -j-  siti  Sl  sin  Slf  cos  (0  — <P.) 
und  daher  auch  die  Function  P,o“,  deren  Argument  er  ist,  unverändert 
bleibt,  sofern  an  Stelle  der  dipolaren  Coordinaten  Sl  und  (P  die  monopo- 
laren co  und  g>  eingesetzt  werden. 

Hinsichtlich  der  Grösse  e ist,  da  e = c . gesetzt  werden  kann, 

c 


leicht  einzusehen,  dass  sie  ge^en  den  Werth  =c  convergirt. 

r 

Setzt  man  zugleich  Ä'= — , so  erhält  man  schliesslich 

c 


71  ^(X>  J*  ^ ^ 

n;  = 2;  (2»  + 1)  rs+i 

n=0  M 

n— 1 


/y/ = z (2«  + i) 


r /'+t 


r^n+i 


P.  ” 

• **  U I 

P n 

• ^ j/  > 


nzrO  ' 1 • * t 

mit  Rücksicht  auf  welche  Gleichungen  dio  Function  W gefunden  wird  aus 
der  Relation 

4n  IF,  ==/ //;  iV,  ds+J  Hl  ir,  di. 


Es  ist  augenscheinlich,  dass  diese  Gleichungen  vollständig  mit  denen 
übercinstimmen,  welche  in  No.  14  entwickelt  worden  sind  und  damit  ist  dio 
obige  Behauptung  gerechtfertigt. 
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XXni.  Zar  Theorie  der  Maximal-  and  Minimalwerthe.  Von  Prof. 
Kl.f.in’pellek  in  München. 

Eine  Function  F(.r),  deren  n erste  Differentialqnoticnten  für  x — n 
sUinmtlicI)  Null  werden,  wHlirend  eine  von  Null  voi.schiedene 

Grösse  ist,  soll  bekanntlich  für  obengenannten  Werth  der  Vaiiabelen  nur 
dann  ein  Grösstes  oder  Kleinstes  werden  können,  wenn  n eine  ungerade 
Zahl  ist.  Dass  aber  diese  Eigenschaft  keine  vollkommen  nllgeineino  ist, 
sondern  nur  unter  gewissen  w'oiteren  Bedingungen  stnttfindcn  kann,  mag 
zunächst  nachfolgendes  Beispiel  darthun. 

Die  zwei  ersten  Differentialqnotienten  der  Function  {x  — o)r,  nämlich 
5 fj?  — rt)»  und  (.T  — rt)^  w'crden  offenbar  für  x = a Null,  Avährend  dev 
dritte  Diffcrentialqnotient  derselben  für  den  nämlichen  Werth  der  Variabelen 
nicht  Null,  sondern  unendlich  gross  wird.  Der  bisher  für  allgemein  gütig 
angenommenen  Regel  zufolge  könnte  also  (.r  — n)^  für  x = a weder  ein 
Maximum  noch  ein  Minimum  werden;  und  doch  wird  diese  Function  für 
x — n ein  Kleinstes,  da  .sie  für  jeden  reellen  Werth  der  Variabelen  positiv 
bleibt  und  für  x = a Null  wird,  also,  während  x durch  a hindurchgeht, 
zuerst  abnebmen  und  sodann  wieder  zunobmcn  muss.  Vorstehendes  Bei- 
spiel zeigt  w'obl  zur  Genüge,  dass  die  im  Eingänge  dieses  Artikels  ange- 
führte Regel  nur  unter  gewissen  weiteren  Bedingungen  Giltigkeit  haben 
kann  und  werden  die  letzteren  sogleich  klar  werden,  wenn  man  die  Begrün- 
dungsweise des  fraglichen  Gesetzes  näher  ins  Auge  fasst.  Letzteres  wird 
nämlich  gewöhnlich  mit  Ililfe  der  Gleichung 

bewiesen,  welche  Gleichung  nicht  nur  erfordert,  dass  die  «ersten  Differen- 
tinlqnotienten  von  F(.r)  für  .r=«  Null  werden,  sondern  auch  noch  vovans- 
setzt,  dass  F{x)  sammt  seinen  ersten  Differentialquotientcn  für  x=n 

keine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  erleidet*),  welche  letztere  Bedingung 

*)  Dass  eine  Function  nncli  dann  eine  llntcriircchnng  der  Stetigkeit  erleidet, 
wenn  sie  nnendlich  wird,  ist  liier  immer  stillscliwi  igeml  vorauijge.selzt. 

Zfi(»i  liril't  r,  .Mallioniaiilv  u.  I'hyvik  Xlll,  li.  ;)5 
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in  dieser  Form  genügt,  weil  hier  nur  unendlich  kleine  Wertbe  von  h in  Be- 
tracht kommen.  Ist  also  n eine  gerade  Zahl  und  von  Null  ver- 
schieden, so  lehrt  obige  Gleichung  in  der  That,  dass  F — F {a)  das 

Vorzeichen  wechseln  muss,  während  h von  einem  unendlich  kleinen  nega- 
tiven Werth  zu  einem  ummdlich  kleinen  positiven  stetig  übergeht,  und  dass 
mithin  in  diesem  Falle  F(«)  weder  ein  Maximal  - noch  ein  Minimalwerth 
von  F(x)  sein  kann.  Allein  diese  Eigenschaft  gilt  offenbar  nur  dann,  wenn 
für  .r  s=  a nicht  unstetig  wird.  Was  im  letzteren  Falle  ge- 
schieht, lehrt  obige  Gleichung  nicht  und  kann  es  auch  nicht  lehren,  weil  sie 
dann  keine  Giltigkeit  mehr  besitzt. 

Es  ist  nun  der  ITauptzweck  der  nachfolgenden  Untersuchungen,  dar- 
zuthun,  dass  F{x)  auch  dann  noch  einen  Maximal-  oder  Minimalwerth  für 
x—a  haben  kann,  wenn  die  2m  ersten  Differentialquotienten  dieser  Func- 
tion für  x=a  Null  werden,  während  der  (2m-j-l)‘®  nicht  Null  ist  für  diesen 
Werth  der  Variabelen;  allein  es  wird  dann  noch  die  weitere  Bedingung 
hinzugefügt  werden  müssen,  dass  für  x=a  unstetig  werden  und, 

während  x durch  a hindurchgeht,  das  Vorzeichen  wechseln  muss.  Es  soll 
bei  dieser  Gelegenheit  auch  zugleich  gezeigt  w'erden,  dass  die  Theorie  vom 
Grössten  und  Kleinsten  auch  ohne  Zuziehung  des  Tay lor’sclien  Satzes 
durchgeführt  werden  kann  und  werden  wir  uns  zu  dem  Ende  im  Folgenden 
lediglich  nur  auf  den  auch  bisher  schon  bei  Begründung  der  ersten  Funda- 
mentalsätzo  über  Grösstes  und  Kleinstes  gewöhnlich  in  Anwendung  ge- 
brachten bekannten  Satz  stützen,  demzufolge  eine  Function  F(x),  so 
lange  sie  stetig  bleibt,  bei  wachsenden  Werthen  der  Variabelen  zu- 
oder  nhnehmon  muss,  jo  nachdem  F' {x)  beziehungsweise  positiv  oder  ne- 
gativ ist. 

Aus  diesem  Satze  ergiebt  sich  bekanntlich  sogleich,  dass,  während  x 
wachsend  durch  a hindurchgeht,  F (a:)  vom  Positiven  zum  Negativen  oder 
vom  Negativen  zum  Positiven  übergehen  muss,  je  nachdem  F (x)  für  x=a 
beziehungsweise  ein  Maximum  oder  Minimum  wird.  Bleibt  nun  F'(^x) 
während  dieses  Zoichenwechsels  fortwährend  stetig,  so  muss  Null 

sein  und  F'(x)  nimmt,  während  x wachsend  durch  a hindurchgeht,  im 
Falle  eines  Maximums,  stetig  vom  Positiven  zum  Negativen  übergehend, 
fortwährend  ab,  so  dass  F"(x)  als  erster  JDift’erentialquotient  einer  im  Ab 
nehmen  begriflenen  Function  fiirar  = a+.^  negativ  sein  muss,  wobei  nicht 
nur  hier,  somlern  auch  im  Folgenden  unter  d stets  eine  gegen  Null  conver- 
girende  Grösse  zu  verstehen  ist.  Wäre  dagegen,  wälirend  immer  noch 
F'(fi)  = 0,  F(ft)  ein  Minimalwcrth  von  F(ar),  so  würde  F' (x)  ^ stetig  vom 
Negativen  zum  Positiven  übergehend,  zu  nehmen,  während  x durch  a hin- 
durchgeht und  F"(x)  müsste  daher  für  x=o  positiv  sein. 

Nehmen  wir  nun  an,  F'(a)  sei  nicht  Null,  so  müsste  F'(x),  um  — 
während  x durch  « hindurchgeht  — das  Vorzeichen  wechseln  zu  können^ 
für  = unstetig  werden.  Fassen  wir  dabei  speciell  den  Fall  ins  Auge, 
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wenn  = i oo,  so  wird  sich  in  Bezielmng  auf  das  Vorzeichen  von  F"{a) 

gerade  das  entgegengesetzte  Gesetz  ergeben,  als  dort,  wo  f\a)  = 0. 

I.  F"  {a)  wird  nämlich  positiv  oder  negativ,  j e nachdem 
F (a)  ein  grösster  oder  kleinster  Werth  von  F (x)  ist, 
wenn  zugleich  F'  («)  = + • 

Dieses  meines  Wissens  bis  jetzt  unbekannt  gebliebene  Gesetz  wird 
ganz  in  derselben  Weise  bewiesen,  wie  das  vorhergeliende.  Erlangt  näm- 
lich F(x^  für  x — a einen  Maximalwei  th  und  ist  zugleich  ^ («)  = +.  » 

80  muss  F\x^^  um  vom  Positiven  zum  Negativen  tibergeben  zu  können, 
während  a*  durch  a bindurchgeht,  zuerst  bis  + oo  zugenomraen  haben,  so- 
dann beix  = rtauf — oo  überspringen  und  hierauf  einem  endlichen  ne- 
gativen Werth  sich  nähern,  also  wieder  zunehmen.  Da  nun  F' (x)  zu- 
nimmt; wenn  x wachsend  der  Grösse  a sich  nähert,  und  abnimmt, 
wenn  x abnehmend  sich  « nähert,  so  muss  offenbar  (<*  i.  positiv 
sein.  -F"  (^a)  selbst  wird  also  + oo  , weil  F'(«)  unendlich  gross  ist  und 
F'(x')  der  Voraussetzung  zufolge  in  unmittelbarer  Nähe  von  x = a keine 
weitere  Unterbrechung  der  Stetigkeit  erleiden  soll. 

Eine  ähnliche  Betrachtung  zeigt,  dass,  falls  F(a)  ein  Minimalwerth 
von  F^x")  ist  und  — Hh  20,  F' (^x')  zuerst  bis  — 00  abnehmen, 

hierauf  zu  + oo  Überspringen  und  alsdann  wieder  abnehmen  muss,  wäh- 
rend X durch  a hindurchgeht.  Da  hier  F'  (a:)  stets  abnimmt,  so  ist  F"  ja  + dl 
negativ  und  F"  («)  = — oo  . 

Nachdem  w’ir  erkannt,  w’ie  aus  dem  Vorzeichen  von  F"  («)  nicht  nur 
wenn  /’'(«)  = 0,  sondern  auch  wenn  4^  oo  auf  die  Existenz  eines 

Maximal-  oder  Minimalwerthes  von  E(a:)  geschlossen  werden  kann,  wenden 
wir  uns  wieder  dem  Falle  zu,  wenn  F'(«)=s:0,  und  nehmen  an,  es  sei 
auch  F"  (a)  — 0,  während  noch  immer  F {x)  durch  x = n zu  einem  Grössten 
oder  Kleinsten  wird.  Nehmen  wir  zunächst  an,  F («)  sei  ein  Maximalwert!» 
von  F (a-),  so  ist  F"  («  + d)  negativ,  und  da  F"  («)  = 0,  so  muss  F'" (a  4~  d), 
als  Function  von  d betrachtet,  zuerst  zu  nehmen,  während  d von  einem 
unendlich  kleinen  negativen  Werth  an  bis  Null  geht  und  sodann,  während 
d von  Null  an  bis  zu  einem  unendlich  kleinen  positiven  Werth  hin  zunimmt, 
wieder  abnehmen.  besitzt  also  für  x—a  ebenfalls  einen  Maximal- 

werth. Aehnlich  erkennt  man , dass,  F'(a)  = 0,  F"(a)=0und  F(o)  als 
Minimalwerth  vorausgesetzt,  F "{x)  für  x — a ebenfalls  ein  Minimum  w'er- 
den  muss,  da  in  diesem  Falle  F(a  Hh  d)  positiv  ist  , (^)  also,  während  x 

durch  a hindurchgeht,  von  einem  positiven  Werth  an  bis  zu  Null  hernb- 
sinken  und  sodann  wieder  zu  einem  positiven  Werth  heranwacliscn  muss. 

II.  Wird  also  F(.r)  für.r  = o ein  Maximum  oder  Minimum, 
ist  F'(rt)  = 0=  F"  («),  unterbrechen  ferner  F (a) , F’(u:), 
F"(x)  für  X—a  ihre  Stetigkeit  nicht,  so  wird  zugleich 

35* 
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ni i t F(t)  mich  F'" (.r)  b e z i e li ii n g 8 w c i 8 e e i n Maximum  oder 
Minimum  für  .r  = a. 

Hieraus  ergiebt  sicli  sogleich,  dass  unter  den  sub  IT  gemachten  Vor- 
aussetzungen der  erste  Differentialquotient  von  F"  (x)^  nämlich  F"' 
während  x durch  a hiudurchgeht,  vom  Positiven  zum  Negativen  oder  vom 
Negativen  zum  Positiven  übergehen  muss,  je  nachdem  F”  {x^  oder,  was 
dassellio  ist,  F{x)  füra?  = rt  ein  Grösstes  oder  Kleinstes  wird.  Findet 
dieser  Uebergang  in  unstetiger  Weise  statt  und  würd  dabei  speciell  F'"  (a) 
= + GO  , so  wird  ebenfalls  unendlich,  und  zwar  entschieden  + oo  , 

wenn  /’(«)  ein  Maximalwerth  und  — co  , wenn  F (n)  ein  Minimalwerth  ist, 
wie  unmittelbar  ans. I zu  erkennen  ist.  Bleibt  dagegen  F'"  [x)  stetig, 
während  x durch  a hindurchgeht,  so  ist  F"'  (a)  = 0 und  das  Vorzeichen 
von  (a)  zeigt,  je  nachdem  es  4"  oder  — ist,  an,  ob  F(rt)  beziehungsweise 
ein  Minimal-  oder  Maximalwerth  ist.  »Sollte  jedoch  (a:)  fürar  = « Null 
sein  und  stetig  bleiben,  so  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  II,  dass  F‘'^(a*),  als 
zweitiir  Differcntialquotient  von  F"  (;c),  mit  dieser  letztgenannten  Function 
und  also  auch  mit  F(.r)  zugleich  für  x~n  beziehungsweise  einen  Maximal- 
oder Minimalwerth  besitzen  muss.  F^(«)  und  F''(^i)  würden  sodann  den- 
selben Gesetzen  genügen  müssen,  welche  vorher  in  Beziehung  auf 
und  /■’"  (rt)  ausgesprochen  wurden;  wäre  also  F'  (a)  =0=F^‘(a),  so  würde 
auch  (.r)  durch  x~a  zugleich  mit  F(.r),  F"  (x)  und  F*'^  (a)  zu  einem 
Maximum,  beziehungsweise  Minimum  gemacht  worden. 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  verallgemeinert,  ergeben  zunächst 
folgende  Eigenschaft  der  Functionen: 


III.  Bleibt  die  Fu n cti on  F(.r)  sammt  ihren  n ersten  Differen- 
tialquotienten  für.r  = rt  stetig,  werdendicscDifferon- 
tialquotienten  für  den  genannten  Werth  dorVariabelon 
sämmtlich  gleich  Null,  ist  endlich  2r  eine  ganze  Zahl 
und  nicht  grösser  als  u,  so  erlangt  (.r)  für  x-^a 

einen  grössten  oder  kleinsten  Werth,  wenn  F(»i)  be- 
ziehungsweise ein  Maximal-  oder  Minimalwerth  von 
F(.r)  ist. 

Da  vorstehender  Ratz  den  eigentlichen  Kern  gegenwärtiger  Unter- 
.siichnng  bildet,  so  dürfte  es  nicht  tingeeignet  erscheinen,  denselben  vor 
Uebergang  zum  Rchlnssresultat  unabhängig  von  den  obigen  Betrachtungen 
mit  einem  »Sclilage  ganz  allgemein  zu  beweisen.  Wir  stützen  uns  dabei  auf 
die  bekannte  Gleichung 

1 + /,) = f ^ c«) + r («)+,..  ■ 


/, « — i /,  fl 

••H ^ \ F<”-'>(f7)-f O/i), 


welche,  unter  Voraussetzung  eines  unendlich  kleinen  Werthe.s  von  h immer 
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gütig  bleibt,  wenn  die  Function  F(.t)  s.nmmt  ihren  n ersten  Difterentiiil* 
quotienten  fUr  a:=(/  nicht  unstetig  wird.  Angeuonnnen , diese  Bedingung 
sei  erfüllt,  es  seien  ferner  F'  (u),  F"  (</)  ...  /’<"•  (/»)  sämmtlicli  gleich  Null, 
so  kann  man  offenbar  in  obiger  Clleiclning  statt  n auch  irgend  eine  der 
ganzen  Zahlen  von  1 bis  n setzen.  Wühlen  wir  nun  die  gerade  Zahl 
2r<  w,  so  reducivt  sich  obige  Gleichung  auf 

F(a  + H)-F  {.,)  = («  + 0 *). 

Lässt  man  in  dieser  Gleichung  h von  einem  unendlich  kleinen  negativen 
zu  einem  unendlich  kleinen  positiven  Werth  übergehen,  so  bleibt  dabei 
F («  + /<)  — F(rt)  im  Falle  eines  Maximums  der  Function  F{x)  für  x=a 
immer  negativ,  im  Falle  eines  Minimums  dagegen  stets  positiv,  und  da 
immer  positiv  ist,  («-j-ÖA)  daher  fortwährend  dasselbe  Vorzeichen  wie 
F(«-f-2)  — F(rt)  besitzt,  so  bleibt  («  + 0//) , während  h durch  Null 
hiudurebgeht,  stets  negativ,  wenn  F(«)  ein  Maximalwerth  von  F {x)  ist, 
stets  positiv  dagegen,  wenn  F(o)  ein  Minimalweith  ist.  Da  nun  F^'^’’>{a) 
= 0,  so  muss  (u-|-0/i),  als  Function  von  h betrachtet,  während  h durch 
Null  hindurcligeht,  zuerst  von  einem  negativen  Werth  an  bis  zu  Null  zu- 
und  sodann  wieder  bis  zu  einem  negativen  Werth  hin  abnehmen,  für  x = a 
also  einen  Maximalwerth  erreichen,  wenn  F(a)  ein  solcher  in  Beziehung 
auf  F(ar)  ist.  Wird  F{x)  dagegen  durch  x = a zu  einem  Minimum,  so  nimmt 
0 A) , während /<  wachsend  durch  Null  hiudurebgeht,  von  einem 
positiven  W erth  bis  zu  Null  hin  ab,  von  da  an  sodann  wieder  bis  zu  einem 
positiven  W^erth  hin  zu,  erreicht  demnach  für  A = 0 einen  Minimalwerth. 
Man  erkennt  also,  dass  unter  gegenwärtigen  Voraussetzungen  F^'^''U(i  + 0A) 
für  A = 0 oder,  was  dasselbe  ist,  für  x = a mit  Fix)  zugleich  be- 

ziehungsweise einen  Maximal-  oder  Miuimalwerth  annimmt. 

Durch  geeignete  Verbindung  der  im  Vorigen  gewonnenen  Kesultate 
ergiebt  sich  nun  nachstehendes  Schlussresultat,  in  welchem  jedoch  die 
schon  früher  bekannten  Eigenschaften  der  Maximal-  und  Miuhnalwerthe 
nicht  mehr  näher  berührt  werden  sollen. 


IV.  Wird  für  x — a eine  Function  F{x)  samnit  ihren  2m 
ersten  Differentialquotienten  nicht  unstetig,  werden 
genannte  Differentialquotienten  für  diesen  Werth 
der  Variabelen  sämmtlich  gleich  Null  und  erlangt  F{x) 
für  eben  denselben  Werth  von  x einen  grössten  oder 
kleinsten  Werth,  so  wird  auch  für  x = a bezie- 

hungsweise ein  Grösstes  oder  Kleinstes  und  es  muss 
daher,  während  x durch  a hindurchgeht,  + 

vom  Bositiveu  zum  Negativen  oder  vom  Negativen 
zum  Positiven  übergehen,  jo  nachdem  F(o)  beziehungs- 
weise ein  Maximal-  oder  Minimalwerth  von  F(.r)  ist. 
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Wird  daher/^^’"  + ^^(a)  nicht  gleich  Null,  so  mus8/^^*'+'^(.r) 
für  x = a eine  Unterbrechung  d er  Stetigkeit  erleiden, 
um,  während  die  Variabele  durch  diesen  Werth  hin- 
durcligeht,  sein  Vorzeichen  wechseln  zu  köunen. 
Sollte  dabei  = ico  werden,  so  wird 

gleich  + 00  oder— 00,  jenachdem  beziehungsweise  F(a) 
ein  Maximal-  oder  Minimalwerth  ist. 

Es  bedarf  wohl  schliesslich  kaum  noch  der  Erwähnung,  dass  durch  die 
umgekehrte  llciho  von  Schlüssen  leicht  dargethan  werden  kann,  wie  eine 
auf  obige  Eigenschaften  der  Function  basirte  Regel  zur  Aufsuchung  von 
Maximal-  und  Miuimalwerthen  ■ in  der  Tbat  auch  immer  ihren  Zweck 
erreichen  muss. 

Die  betrefl’endc  Regel  Hesse  sich  übrigens  in  Verbindung  mit  dom  bis 
zu  I Mitgetheilteh  kurz  folgendennassen  in  Worte  kleiden: 

V.  Um  die  Werthe  der  Variabclen  zu  finden,  welche 
eine  gegebene  Fuuctiou  F(ar),  deren  n erste  Diffcreii- 
tialquotienten  für  a*  = a Null  sind  und  zugleich  stetig 
bleiben,  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  machen, 
braucht  man  nur  die  Werthe  zu  bestimmen,  für  welche, 
wenn  u gerade  ist,  und,  wenn  n ungerade  ist, 

beziehungsweise  ein  Grösstes  oder  Klein- 
stes wird. 


Aus  den  vorangegangenen  Entwickelungen  ergiebt  sich  auch  offenbar 
nachstehende  Wahrheit: 


VI.  Sind  die  n ersten  Different ialquotienteu  einer  Func- 
tion F(ar)  für  x — a sämmtlich  Null  und  zugleich  ste- 
tig, ist  jedoch  + von  Null  verschieden,  so  be- 
sitzt F(x)  für  x = a weder  einen  Maximal-  noch  einen 
Minimalwerth,  wenn  bei  einem  ungeraden  n die  Func- 
tion + während  .t  durch  « hin  durchgeh  t,  unter 

Aenderung  des  Vorzeichens  unstetig  wird,  bei  einem 
geraden  n dagegen  entschieden  positiv  oder 

negativ  ist,  einerlei,  ob  dabei  für  x = a ste- 

tig bleibt,,  oder  unstetig,  z.  II.  unendlich  gross  wird. 


Für  ein  ungerades  n würde  sich  das  soeben  erwähnte  Gesetz  auch 
aus  nachstehendem  Satze  ergeben,  dessen  Beweis  entweder  analog  der 
im  Obigen  mitgetheilten  Begründung  der  Lehre  vom  Grössten  und  Kleinsten 
•oder  auch  unmittelbar  mit  Hilfe  der  Gleichung 


F(^a  + //)  — F(«)  = 
geführt  werden  kann. 


r^C.(2;«  + l) 


-1-0/0 
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VII.  Sind  die  n ersten  Differen tialquotionten  von  /''(jr)  für 
a'  — a sämmtlich  Null  und  zugleich  stetig,  ist  ferner 
/'■(«)  weder  ein  Maximal-  noch  ein  Minimalwcrth  von 
/'(a:),  so  ist,  wenn  2m+l  eine  ganze  Zahl  bedeutet, 
ei n M ini in al-oder Maximalwert h von 
je  nachdem,  während  o:  durch  n hind urchgeht,  /'(a')  be- 
ziehungsweise zu-  oder  abnimmt. 


XXIV.  TTeber  Curvenbttndel  dritter  Ordnung.  Von  Prof.  Tu.  Heye  in 
Zürich. 

Die  Eigenschaften  der  Kaurncurven  III.  Ordnung  sind  bekanntlich 
denjenigen  der  Kegelschnitte  in  mancher  Hinsicht  analog.  So  z.  13.  wird 
ein  Kegelschnitt  aus  je  zwei  seiner  Punkte  durch  projectivischc  Strahlen- 
biischel  projicirt;  eine  Kauracurve  III.  Ordnung  dagegen  ans  je  zwei  ihrer 
Secanten  durch  projectivischc  Ebenenbüschel,  und  zugleich  wird  ihr  Se- 
cantensystem  aus  je  zwei  ihrer  Punkte  durch  collineare  Ebenenbündel 
projicirt.  Die  Tangenten  eines  Kegelschnittes  können  durch  zwei  projecti- 
vische  gerade  Gebilde  erzeugt  werden;  ebenso  die  Schmiegungsebenen 
einer  Raumeurve  III.  Ordnung  durch  drei  projectivische  Gerade  oder  auch 
durch  zwei  collineare  Ebenen,  welche  letzteren  zugleich  alle  Tangenten 
und  Axen  der  Raumeurve  (d.  h.  die  Schnittlinien  ihrer  Schmiegungsebenen) 
erzeugen.  Durch  einen  Kegelschnitt  ist  ein  ebenes  Polarsystem  bestimmt, 
in  welchem  jeder  Tangente  ihr  Berührungspunkt  und  überhaupt  jeder 
Geraden  ein  Punkt  zugeordnet  ist;  andererseits  ist  durch  eine  Raumeurve 
III.  Ordnung  ein  Nullsystem  bestimmt,  in  welchem  jede  Schmiegungsebenc 
ihrem  Berührungspunkte,  jede  Tangente  sich  selbst,  und  überhaupt  jede 
Ebene  einem  in  ihr  liegenden  Punkte,  sowie  jede  Gerade  einer  Geraden 
zugeordnet  ist*). 

Für  einen  wichtigen  Abschnitt  der  Kegelschnittslehre  ist  jedoch  ein 
Analogon  bei  den  Raumeurven  III.  Ordnung  bisher  nicht  gefunden  worden, 
nämlich  für  die  Lehre  von  den  Kegelschnittsbüscheln.  Alle  Kegelschnitte, 
die  durch  vier  reelle  oder  imaginäre  Punkte  einer  Ebene  gelegt  werden 
können,  bilden  einen  solchen  Büschel,  dessen  Haupteigenschaften  folgende 
sind.  Von  einer  beliel^gen  Geraden  werden  die  Kegelschnitte  in  den 
Punktenpaaren  eines  involutorischen  geraden  Gebildes  geschnitten ; dagegen 
werden  zwei  Gerade,  welche  durch  je  einen  gemeinschaftlichen  Punkt  der 
Kegelschnitte  gehen,  durch  den  Büschel  iii  projectivischen  Punktreihen 
geschnitten.  Die  Polaren  eines  beliebigen  Punktes  der  Ebene  in  Bezug 


*)  Itezüglich  der  hier  angeführten  und  weiterhin  benutzten  Silt/.c  verweise  ich 
auf  meine  „Oeomelrie  der  Lage“,  II,  AHh  p.  08  — 88. 
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auf  die  Kegelschnitte  gehen  sämmtlich  durch  eineu  Punkt , und  die  Pole 
einer  Geraden  der  Ebene  liegen  auf  einem  Kegelschnitt.  Zu  einigen  dieser 
Sätze  die  analogen  für  die  Kaumeurven  III.  Ordnung  aufzustcllen  und  zu 
beweisen,  ist  die  Aufgabe  der  vorliegenden  Arbeit. 

1.  Die  Gesammtheit  aller  llaumcurvcn  III.  Ordnung,  welche  durch 

fünf  gegebene  Punkte  S,  T,  U,  V,  If'  hindurchgehen,  nenne  ich  einen 
Curvenbündel  III.  Ordnung;  man  kann  denselben  als  das  Analogon 
des  Kegelschnittsihüschels  ansehen.  Die  fünf  gemeinschaftlichen  Punkte  der 
Raumeurven  sollen  die  Knotenpunkte  des  Curveubündels  genannt  wer* 
<lon;  zwei  oder  vier  derselben  können  imaginär  sein;  auch  können  sie  paar- 
weise zusammenlallen,  wobei  die  Verbindungslinie  eines  solchen  Paares  zu 
einer  gemeinschaftlichen  'l'angente  der  Raumeurven  wird.  Ich  mache  über 
die  Knotenpunkte  nur  die  Annahme,  dass  keine  vier  derselben  in  einer 
Ebene  liegen.  Mit  Aj^  werde  ich  einzelne  Curven  des  Bündels,  mit 

A'*,  A',*  aber  Kegelschnitte  und  mit  E*,  /*V  Flächen  II.  Ordnung  bezeichnen. 

2.  Durch  eiue'h  beliebigen  Punkt  P des  Raumes  geht  im 
Allgemeinen  eine  einzige  Curve  A-^  des  Bündels.  Dieselbe  w'ird 
aus  jedem  ihrer  Punkte  durch  eine  Kegelfläche  II.  Ordnung  projicirt  und 
ist  als  Schnittlinie  von  zwei  solchen  Kegelfiächen  leicht  zu  construireu. 
Liegt  insbesondere  P mit  drei  Knotenpunkten  in  einer  Ebene,  so  zerfällt 
A'*  in  die  Verbindungslinie  u der  letzten  beiden  Knotenpunkte  und  den- 
jenigen Kegelschnitt  A*,  welcher  P mit  den  drei  ersten  Knotenpunkten  und 
einem  Punkte  von  it  verbindet.  Nur  durch  diejenigen  Punkte,  welche  mit 
zwei  Knotenpunkten  in  einer  Geraden  u liegen,  können  mehr  als  eine, 
nämlich  unendlich  viele  A^  gelegt  werden;  jede  derselben  zerfällt  in  die 
Gerade  u und  einen  A*,  welcho  durch  die  übrigen  drei  Knotenpunkte  geht 
und  die  n schneidet. 

3.  Zwei  Curven  A^  und  des  Bündels  können  allemal 
d u rc  1)  ei  n e ger ad lin  i ge  F*  verbun  de  n werden-  Ziehen  wir  nämlich 
von  irgend  zwei  Punkten  der  A'^  Secanten  an  und  verbinden  wir  die- 
selben mit  A-j^  durch  eine  F*,  so  gebt  diese  auch  durch  A^;  denn  sie  hat 
mit  A^  mehr  als  sechs  Punkte  gemein.  Diese  F*  ist  entweder  eine 
Kegelfläche  mit  einem  der  fünf  Knotenpunkte  als  Mittel- 
punkt, oder  eine  Regel  fläche,  und  im  letzteren  Palle  bestehen 
ihre  beiden  Regelschaaren  aus  Secanten  vonje  einer  der  Cur- 
ven und  kj^.  Dass  nämlich  nicht  eine  dieser  Regelschaaren  aus  gemein- 
schaftlichen Secanten  von  uud  k^^  bestehen  kann,  folgt  aus  dem  Satze: 
Jede  Gerades,  welche  mit  keinen  zwei  Knotenpunkten  in 
einer  Ebene  liegt,  ist  Secante  von  einer  einzigen  CurveA"^  des 
Bündels.  Diese  A^  wird  aus  s und  beliebigen  zwei  von  den  zehn  Verbin- 
dungslinien der  Knotenpunkte  durch  drei  projectivische  Ebenenbüschel 
projicirt,  und  ist  völlig  bestimmt,  weil  die  projectivische  Verwandtschaft 
dieser  Büschel  schon  durch  die  fünf’  Knotenpunkte  festgestellt  wird. 
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4.  Von  einer  beliebigen  Ebene  qp,  die  durch  keinen  der 
fünf  Knotenpunkte  hindurchgeht,  werden  die  Curven  des 
Bündels  JII.  Ordnung  in  Polardreiecken  eines  ebenen  Polar- 
systomes  geschnitten.  Jede  Gerade  a von  <p  ist  Secante  von  einer 
einzigen  und  kann  dem  Punkte  A zugeordnet  werden,  in  welchem  von 
qp  ausserhalb  a geschnitten  wird.  Umgekehrt  finden  wir  zu  A die  zugeord- 
nete Gerade  o,  indem  wir  durch  A eine  A^  legen  und  in  q>  deren  nicht  durch 
A gehende  Socaute  aufsuchen.  Um  den  obigen  Satz  zu  beweisen,  haben 
wir  nur  noch  zu  zeigen,  dass  « sich  um  einen  Punkt  ß dreht,  wenn  A die 
zu  B zugeordnete  Gerade  b beschreibt.  Dieses  folgt  aber  aus  3.  Denn  die 
beiden  durch  A und  B gehenden  Curven  A „^  und  des  Bündels  können 
durch  eine  verbunden  werden,  welche  alle  von  den  Punkten  der  einen 
Curve  an  die  andere  gezogenen  Secanten  enthält.  Liegt  nun  A auf  />,  so 
geht  F*  durch  b und  durch  diejenige  in  (p  liegende  Sccantc  « von  A-«^, 
welche  von  b ausserhalb  ./  geschnitten  wird;  und  da  F*  auch  durch  B geht, 
so  muss  B auf  a liegen,  und  der  Satz  ist  bewiesen. 

5.  Wenn  der  Punkt  A auf  -SP  liegt,  so  zerfallt  A*^  in  S P und  einen 
durch  i/,  r,  gehenden  und  die  S 7' schneidenden  A-*.  Daraus  folgt:  Die 
zehn  Seitenflächen  des  aus  den  Knotenpunkten  gebildeten 
räumlichen  Fünfecks  STUVW  schneiden  das  ebene  Polar- 
system  q>  in  Geraden,  deren  Pole  auf  den  gegenüberliegenden 
Kauten  des  Fünfecks  enthalten  sind  Das  Polarsystem  qp  kann 
also  äusserst  leicht  construirt  werden.  Dasselbe  ist  auch  in  demjenigen 
räumlichen  Polarsystem  enthalten,  in  welchem  die  Ebene  (p  einem  der  fünf 
Knotenpunkte  zugeordnet  ist  und  die  übrigen  vier  Knotenpunkte  ein 
l^oltetraeder  bilden.  — Diejenigen  Geraden  von  qp,  welche  durch  ihre  Pole 
hindurchgehen,  umhüllen  bekanntlich  einen  Kegelschnitt,  die  sogenannte 
Ordnungscurve  des  Polarsystemes.  Daraus  folgt:  Die  Ebene  qp  wird 
von  unendlich  vielen  Curven  des  Bündels  berührt,  und  zwar 
in  den  Punkten  eines  Kegelschnittes,  der  aber  auch  imaginär  sein 
kann. 

0.  Jeder  Strahl  l des  Knotenpunktes  S wird  von  einer  einzigen  A®  des 
Bündels  berührt,  weil  eine  Raumeurve  III.  Ordnung  bestimmt  ist  durch 
fünf  Punkte  und  die  Tangente  von  einem  derselben.  Andererseits  ist 
jeder  Strahl  s des  Raumes  Secante  einer  einzigen  A-^,  wenn  s mit  keinen 
zwei  Knotenpunkten  in  einer  Ebene  liegt.  Ich  behaupte  nun:  Ist  2^  eine 
durch  den  Knotenpunkt  S gehende  Ebene,  und  wird  jedem 
Strahle  s von  2^  ein  Strahl  t von  S zugewiesen,  so  dass  t die- 
jenige A^  berührt,  von  welcher«  eineSecante  ist,  so  ist  dadurch 
die  Ebene  2?  reciprok  auf  den  Strahlenbündel  iS  bezogen.  Oder 
mit  {indoren  Worten:  wenn  « sich  in  £ um  ciuen  Punkt  P dreht,  so  be- 
schreibt zugleich  der  eutsprcclieude  Strahl  l von  eine  Ebene.  — Zum 
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Beweise  logen  wir  dnrch  P eine  Cnrve  kp^  des  Bündels  und  bezeichnen  init 
()  deren  dritten,  von  P und  verschiedenen  Schnittpunkt  mit  £,  sowie  mit 
n diejenige  durch  Q gelegte  Ebene,  welche  in  S die  kp^  berührt.  Jede 
andere  /f^,  welche  von  n in  S berührt  wird  und  deren  Tangente  t also  in 
n liegt,  kann  mit  kp^  durch  eine  F*  verbunden  werden.  Und  weil  n die 
Curven  k^  und  kp^  in  S berührt  und  zugleich  die  kp^  in  0 schneidet,  so  wird 

auch  F*  von  n im  Punkte  S berührt  und  in  der  Geraden  SQ  geschnitten. 
Folglich  wird  F*  auch  von  2J  in  zwei  Geraden  geschnitten,  von  denen  die 

eine  SQ  Secanto  von  kp^  ist,  und  die  andere  s durch  den  gemeinschaftlichen 
Punkt  P von  Ap*  und  £ gehen  und  eine  Secante  von  A*  sein  muss  (3). 
Jeder  in  n liegenden  Geraden  / von  S entspricht  also  wirklich  eine  durch 
P gehende  Gerade  s von  £y  und  unser  Satz  ist  bewiesen. 

7.  Die  reciproko  Verwandtschaft,  welche  so  durch  den  Curvenbtindel 
zwischen  dem  Strahlenbündcl  5 und  der  Ebene  £ hergestellt  wird,  ist  durch 
das  Tetraeder  TU  VW  der  übrigen  vier  Knotenpunkte  völlig  bestimmt. 
Denn  jedem  Punkte,  in  welchem -Z  von  einer  Kante  des  Tetraeders  go- 
sclinitten  wird,  entspricht  die  Ebene,  durch  welche  aus  die  gegenüber- 
liegende Kante  projicirt  wird.  Auch  sind  der  Strahlenbündel  S und  die  ihm 
reciproke  Ebene  zugeordnete  Gebilde  eines  Polarsystemes , von  welchem 
T U V W ein  Poltetraeder  ist.  Die  Ordnungsfläche  dieses  Polarsystemes  wird 
von  £ in  S berührt  und  kann  mit  £ zwei  Gerade  gemein  haben.  Dieselben 
fallen  zusammen  mit  den  entsprechenden  Strahlen  des  Bündels  S und  sind 
wie  man  leicht  erkennt,  Tangenten  von  zwei  Curven  A-^,  welchen  die  Ebene 
£ im  Punkte  S sich  anschmiegt. 

8.  Werden  durch  einen  Knotenpunkt  S zwei  Ebenen  A7 
und  £i  gelegt,  und  je  zwei  nicht  durch  S gehende  Gerade  s 
und^i  derselben  einander  zugew'iesen,  welche  von  einer  und 
derselben  A®  des  Bündels  Secanten  sind,  so  werden  dadurch 
die  Ebenen  £ und  £i  collinear  auf  einander  bezogen;  denn 
sie  sind  beide  reciprok  zu  dem  Tangentenbündel  S. 

9.  Wenn  eine  Gerade  w durch  einen  Knotenpunkt  W geht, 

so  ist  sie  Secante  von  unendlich  vielen  A*.  Dieselben  lie- 
gen auf  der  Kegelfläche  II.  Ordnung,  welche  durch  die  fünf 
Strahlen  tv,  IfS,  W T,  WU,  WV  gelegt  werden  kann,  und  wer- 
den von  den  Strahlen  dieser  Kegelfläche  in  p roj  ecti vischen 
geraden  Gebilden  geschnitten.  Denn  sie  werden  aus  jedem  anderen 
Knotenpunkte  S durch  einen  Büschel  von  Kegeltlächen  II.  Ordnung  pro- 
jicirt, von  welchem  die  genannten  geraden  Gebilde  Schnitte  sind.  Die  von 
S W verschiedenen  Strahlen  dieser  Kegclöächen,  welche  die  Kegelfläche  W 
[wSTUV)  berühren,  sind  bekanntlich  die  Tangenten  der  Curven  A®  im 
Punkte  5;  also:  Die  Tangenten  aller  dieser  A®  in  einem  ande- 

ren Knotenpunkte  S bilden  einen  S t r a h 1 e u b ü s c h e 1 , dessen 
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Ebene  die  Kogel  fläche  W (frS’Tf/F)II.  Ordnung  im  Strahle  S FF 
berührt  und  welcher  zu  den  vorhin  erwähnten  geraden  Gebil- 
den projectivisch  ist. 

10.  Wenn  man  je  zwei  solche  Strahlen  der  Knotenpunkte  S und  T 
einander  zuweist,  welche  eine  und  dieselbe  A®  berühren,  so  entspricht  also 
jedem  Strahlenbtischel  von  5,  dessen  Ebene  durch  einen  dritten  Knoten- 
punkt FF,  V oder  U hindnrehgeht,  ein  projectivischer  Strahlenbüschel  in  J, 
dessen  Ebene  gleichfalls  durch  resp.  FF,  V oder  U geht.  Aber  auch  die 

Ebenenbüschel  SU  und  TU  (oder  SV  und  TV')  sind  dadurch  projectivisch 
auf  einander  bezogen;  denn  sie  schneiden  zwei  homologe  Ebenen  der 
Büschel  S FF  und  T FF  in  projectivischen  Strahlenbüscheln.  Daraus  folgt 
aber*)  :WerdenjezwcisolcheStrahlendcrKnoten  punkte  Sund 
T einander  zugewiesen,  welche  eine  und  dieselbe  Curve  des 
Bündels  berühren,  so  wird  dadurch  zwischen  den  Strahlen- 
bündeln S und  T eine  geometrische  Vcrwaudtschaft  zweiten 
Grades  hergestellt;  d.  h.  jedem  Strahleirbüschel  von  S (oder  T)  ent- 
spricht im  Allgemeinen  in-r  (resp.S)  eine  zu  ihm  projectivischeKegeltiächo 

II.  Ordnung,  welche  durch  die  übrigen  drei  Knotenpunkte  hindurchgeht. 

Jl.  Werden  durch  die  Knotenpunkte  S und  T die  resp. 
Ebenen  £ und  £,  gelegt  und  je  zwei  nicht  durch  S oder  T 
gehende  Strahlen  derselben  einander  zu  gewiesen,  welche 
von  einer  und  derselben  des  Bündels  Secanten  sind,  so  ist 
dadurch  zwischen  2?und.2?,  eine  geometrische  Verwandtschaft 
zweiten  Grades  hergestellt;  d.  h.  jedem  Strahlenbüschel  der  einen 
Ebene  entsprechen  im  Allgemeinen  die  Tangenten  eines  Kegelschnittes 
in  der  anderen  Ebene,  und  alle  solche  Kegelschnitte  sind  einem  bestimmten 
Hauptdreiecke  eingeschrieben.  Der  Beweis  folgt  daraus,  dass  die  Strahlen- 
bündel-Sund  T einander  geometrisch  verwandt  und  den  resp.  Ebenen  2^  und 
reciprok  sind.  Das  Hauptdreieck  von  Z (oder  2^,)  ist  eine  Projection 
des  Dreieckes  UV  IV  aus  dem  Punkte  T (resp.  5). 

12.  Die  sämmtlichen  Curven  des  Bündels,  welche  eine  beliebig  ge- 
gebene Gerade  g schneiden,  liegen  in  einer  Fläche,  welche  ausser  der 
Geraden  g noch  die  zehn  Verbindungslinien  der  Knotenpunkte  enthält  und 
zweimal  durch  diejenige  geht,  von  welcher  g eine  Secante  ist.  Mit  jeder 
VerbTndungsebene  von  drei  Knotenpunkten  hat  die  Fläche  drei  Gerade  und 
einen  Kegelschnitt  gemein  (2);  sie  ist  deshalb  von  der  fünften  Ordnung. 
Liegt  g mit  zwei  Knotenpunkten  -S,  T in  einer  Ebene,  so  zerfallt  die  Fläche 
in  die  Eben®  U V W und  eine  Fläche  vierter  Ordnung.  Letztere  geht  zwei- 


Vgl.  Seydewitz  in  Grunert’«  Archiv  für  Matliem.  Bd.  7 p.  113—  148,  sowie 
meinen  Aufsatz  über  die  geoiuetr.  Verwandtschaften  zweiten  Grades  in  der  Zeit- 
schrift f.  Mathein.  Bd.  XI,  p.  297. 


Kleinere  Mittheilungon. 


526  Kleinere  Mittheilungen. 

mal  durch  die  Gerade  ST  und  wird  von  jeder  durch  gelegten  Ebene 
ausserdem  in  einem  die  Punkte  S und  T enthaltenden  Kegelschnitt  gc- 

troflen.  Nämlich  zwischen  zwei  beliebigen  durch  ST  gehenden 
Ebenen  besteht  eine  geometrische  Verwandtschaft  zweiten 
Grades,  wenn  Je  zAvei  von  S und  T verschiedene  Punkte  der- 
selben einander  zugewiesen  werden,  die  auf  einer  und  der- 
selben Curve  des  Bündels  liegen;  zwei  Hauptpunkte  der 
Ebenen  fallen  mit  S und  T zusammen.  Dieser  Satz  ist  ähnlich  wie 
derjenige  von  Nr.  10  zu  beweisen  mit  Hilfe  von  9;  aus  ihm  folgt,  dass  jeder 
Geraden  g der  einen  Ebene  ein  durch  S und  T gehender  Kegelschnitt  der 
anderen  entspricht. 

13.  Hinsichtlich  einer  ist  bekanntlich  jedem  Punkte  P des  Ranmes  ein 
Punkt  P,  conjugirt,  d.  h.  P und  P,  sind  einander  conjugirt  hinsichtlich  jeder 

durch  k^  gelegten  P*,  und  die  Gerade  PP^  ist  eine  Secaute  der  k^.  Die 
Srämmtlichen  Punkte  P^,  welche  einem  gegebenen  Punkte  P 
conjugirt  sind  hinsichtlich  der  Curven  k^  des  Bündels,  liegen 
i n e i n e r F 1 ä c h e P*  dritter  Ordnung.  Projicirt  man  nämlich  eine  A'* 
aus  den  Knotenpunkten  durch  Kegcltlachen  II.  Ordnung  und  sucht  in 
Bezug  auf  diese  die  Polarebenen  von  P,  so  schneiden  sich  dieselben  in 
einem  Punkto  P,.  Die  säinmtlichcn  k^  werden  aber  aus  jedem  Knoten- 
punkte {S)  durch  einen  Büschel  von  Kegelflächen  II.  Ordnung  projicirt, 

indem  letztere  sich  in  vier  Strahlen  (S  T,  S U,  S V,  S W')  schneiden  müs- 
sen; die  Polarebenen  von  P in  Bezug  auf  alle  solche  Kegelflächen  bilden 
also  fünf  Ebenenbüschel,  deren  Axon  s,  t,  m,  a,  tv  durch  die  resp.  fünf 
Knotenpunkte  gehen.  Bewegt  sich  nun  A*  auf  einer  Kegelfläche  K*  zweiter 
Ordnung  mit  dem  Mittelpunkte  .S,  so  liegt  P,  mit  s in  der  Polarebene  von  P 
in  Bezug  auf  K*  und  beschreibt  einen  die  Geraden  t,  «,  v,  tc  schneidenden 
Kegelschnitt.  Daraus  erkennen  wir,  dass  die  Ebenenbüschel  5,  /,  «,  v,  w in 
der  von  Herrn  F.  August*)  untersuchten  Weise  doppelt  projectivisch  auf 
einander  bezogen  sind,  also  eine  Fläche  III.  Ordnung  erzeugen.  Auf 
P^  liegen  die  Geraden  y,  /,  u,  v,  und  die  zehn  Geraden,  w'elche  vom  Punkte 
P durch  je  eine  Kante  «und  die  gegenüberliegende  Fläche  des  Fünfecks 
ST  UV  W harmonisch  getrennt  sind,  sowie  die  Tangente  der  durch  P 
gebenden  A®  im  Punkte  P.  Diese  letztere  A'®  wird  aus  P durch  eine  Kegel- 
flache  II.  Ordnung  projicirt,  deren  sämmtliche  Strahlen  die  P®  in  P oscu- 
lireu  und  welche  sechs  Strahlen  mit  P^  gemein  hat. 

Zürich,  im  Mai  1808. 


!•'.  August,  I)i.sfjni.sitiones  de  sufierficiebus  lertii  ordinis  (diss.  inauy. , Peru- 
tini  1802). 
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XXV.  Einfache  lineare  Constmction  der  Elächen  zweiter  Ordminf^ 
an»  nenn  nnd  ihrer  Dnrchdringnngsonrven  an»  acht  Punkten.  Von  Prof. 
Tii.  Kkyb  in  Zürich. 

Eine  llanmcnrve  /» ^ vierter  Ordnung,  in  welcher  zwei  Flachen  F*  zwei- 
ter Ordnung  »ich  schneiden,  ist  bekanntlich  durch  acht  ihrer  Punkte  völlig 
bestimmt.  Nur  müssen  diese  Punkte  von  einander  unahhüngig  sein,  d.  h, 
es  dürfen  von  ihnen  keine  vier  in  einer  Geraden,  keine  sechs  in  einer 
Ebene  und  nicht  alle  acht  in  einer  Uaumeurve  dritter  Ordnung  liegen, 
auch  dürfen  sie  nicht  die  einzigen  gemeinschaftlichen  Punkto  von  drei 
Flächen  zweiter  Ordnung  sein.  In  besonderen  Fällen  kann  die  k*  ans 
einer  /» ® und  einer  Secante  derselben  bestehen,  oder  auch  aus  zw^ei  Kegel- 
schnitfen,  die  zwei  reelle  oder  imaginäre  l’unkte  gemein  haben  und  welche 
auch  in  je  zwei  sieh  schneidende*  Gerade  zerfallen  oder  sich  auf  je  eine 
Gerade  reduciren  können. 

Sind  von  einer  k^  acht  von  einander  unabhängige  oder  mehr  als  acht 
Punkte  bekannt,  so  kann  in  jeder  Verbindungsebene  von  drei  dieser 
l*unkte  der  vierte  Schnittpunkt  mit  k^  linear  (d.  h.  mit  ausschliesslicher 
Hilfe  von  Geraden  und  Ebenen)  construirt  werden,  und  man  gelangt  so  zu 
unendlich  vielen  Punkten  der  Raumcxirve.  Legt  man  dagegen  durch 
zwei  jener  Punkte  eine  Ebene  und  verlangt  deren  anderen  beiden  Schnitt- 
punkte mit  A'^,  so  bedarf  man  zur  Construction  derselben  der  Hilfe  eines 
Kegelschnittes,  weil  diese  Aufgabe  vom  zweiten  Grade  ist.  Wir  w'ollen 
sowohl  jene  lineare  als  auch  diese  Construction  zweiten  Grades  ausftihren; 
die  erstere  wird  alsdann  genügen,  um  von  einer  durch  neun  Punkte 
gegebenen  Fläche  zweiter  Ordnung  alle  Kegelschnitte  linear  zu  construi- 
ren,  welche  durch  je  drei  dieser  Punkte  hindurchgehen.  Ausser  einigen 
bekannten  Sätzen  über  die  Kaumeurven  vierter  Ordnung  werden  wir  nur 
die  Sätze  4 und  5 des  vorhergehenden  Aufsatzes  über  Curvenbündel  dritter 
Ordnung  benutzen. 

1.  Die.  Schnittcurve  k^  von  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  kann  mit 
jedem  Punkte  J*  des  Raumes  durch  eine  einzige  F*  verbunden  werden. 
Liegt  P auf  einer  Secante  von  A^,  so  ist  die  Fläche  F*  geradlinig  und  jede 
Gerade  derselben  ist  eine  Secante  von  k^.  Alle  durch  k^  gehenden  F*  bil- 
den einen  Flächenbüschel  zweiter  Ordnung,  der  von  einer  beliebigen  Ebene 
in  einem  Kegelschnittsbüschel  und  fidglich  von  einer  Geraden  g im  Allge- 
meinen in  einem  involutorischen  Gebilde  geschnitten  wird.  Aus  diesen 
bekannten  Sätzen  folgt:  Werden  durch  eine  beliebige  Gerade 

(f  zwei  Ebenen  gelegt,  welche  die  in  z\^e. i Vierecken 
schneiden,  so  treffen  die  sechs  Paar  Gegenseiten  der  letz- 
teren die  Gerade  g in  sechs  Punkten  paaren  eines  inv.oluto- 
rischen  Gebildes.  Je  zwei  solche  Gegenseiten  liegen  nämlich  auf 
einer  durch  k^  gehenden  F*. 
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2.  Sind  also  von  einer  k*  vier  in  einer  Ebene  liegende  Punktet,  6\  D 
bekannt,  so  cönstruirt  man  in  jeder  Verbindungsebene  von  drei  anderen 
schon  bekannten  Punkten  P,  Q,  R folgendermaassen  ihren  vierten  Schnitt- 
punkt S mit  k*.  Man  bringt  die  drei  Paar  Gegenseiten  des  Viereckes 
AB  CD  zum  Durchschnitt  mit  der  Ebene  P(JR  und  erhält  so  drei  Paar 

zugeordneto  Punkte  eines  involutorischen  geraden  Gebildes  g.  In  diesem 
sucht  man  zu  den  drei  Punkten,  welche  g mit  den  Seiten  des  Dreiecks  PQ  H 
gemein  hat,  die  zugeordneteii  Punkte,  und  verbindet  dieselben  mit  den 
resp.  gegenüber  liegenden  Eckpunkten  des  Dreiecks.  Dann  schneiden  sich 
(zufolge  l)  die  drei  Verbindungslinien  in  dem  gesuchten  Punkte  Soll- 
ten in  besonderen  Eällen  zwei  von  den  Verbindungslinien  mit  zwei  Seiten 
des  Dreiecks  zusammenfallen,  so  wird  A*  von  der  dritten  im  Schnittpunkte 
dieser  Seiten  berührt,  wie  sich  ebenfalls  aus  l)  leicht  ergiebt. 

3.  Von  einer  A*  seien  bekannt  zwei  ebene  Vierecke  AB  CD  und 
PQRS^  ausserdem  aber  zwei  Punkte  I/,  V.  Es  seien  zu  construiren  die 
übrigen  zwei  Punkte  X,  1’,  welche  eine  beliebige,  durch  U und  V gelegte. 
Ebene  s mit  k*  gemein  hat.  — Wir  nehmen  an,  dass  f durch  keinen  Eck- 
punkt der  beiden  Vierecke  hiudurchgeht,  weil  dieser  Fall  schon  in  2)  er- 
ledigt wurde.  Die  Gegenseiten  des  Vierecks  ABCD  (oder  PQRS)  schnei- 
den die  Ebene  s in  drei  Paar  zugeordneten  Punkten  eines  involutorischen 
geraden  Gebildes  g (resp.  </j).  Verbinden  wir  nun  U und  V mit  dem  Schnitt- 
punkte G von  g und  <7,  und  mit  den  beiden  Punkten,  welche  dem  C in  gr 
und  gt  zugeordnet  sind,  durch  einen  Kegelschnitt  A*,  so  liegt  dieser  auf 
einer  durch  k*  gehenden  F*  (l)  und  geht  folglich  auch  durch  die  gesuchten 
Punkte  X und  Y.  Andererseits  ist  die  Gerade  X Y leicht  zu  construireu ; 
denn  sie  und  U V schneiden  g und  ebenso  gr,  in  einem  Paare  zugeordneter 
Punkte.  Man  braucht  also  nur  noch  A*  mit  A'  Y zum  Durchschnitt  zu  brin- 
gen, was  auf  bekannte  Art  geschieht,  und  die  Punkte  X,  Y sind  ge- 
funden. 

4.  Die  Construction  einer  A*  aus  acht  gegebenen  Punkten  ist  nach  2) 
und  3)  leicht  ausführbar,  sobald  zunächst  ein  der  A*  eingeschriebenes 
ebenes  Viereck  gefunden  ist.  Die  Lösung  dieser  Hauptaufgabe  aber  stützt 
sich  auf  den  Satz:  EineA*  und  eineA*,  welche  fünf  Punkte  und 
eine  durch  keinen  derselben  gehende  Secante  5 gemein  haben, 
liegen  auf  einer  durch  5 gehenden  Fläche  zweiter  Ordnung. 
Die  A*  kann  mit  s durch  eine  F*  verbunden  werden,  und  auf  F*  giebt  es 

‘eine  Aj®,  welche  durch  die  fünf  Punkte  geht  und  die  Gerade  s zur  Secanto 
hat.  Weil  aber  nur  eine  einzige,  den  letzten  beiden  Bedingungen  ge- 
nügende Kaumeurve  dritter  Ordnung  existirt,  so  muss  A,*  mit  A*  identisch 
sein. 

5.  Von  einer  A*  sind  acht  unabhängige  Punkte  gegeben, 
von  denen  keine  vier  in  einerEbene  liegen;  es  ist  derjenige 
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neunte  Punkt  J)  von  A*  zu  construiren,  welcher  mit  drei 
B,  C der  gegebenen  in  einer  Ebene  liegt.  — Die  letzten  fünf  ge- 
gebenen Punkte  bilden  ein  räumliches  Fünfeck,  dessen  zehn  Seiten  wir 

mit  der  Ebene  ABC  zum  Durchschnitt  bringen.  Ordnen  wir  den  zehn 
Schnittlinien  die  resp.  Punkte  zu,  welche  die  gegenüberliegenden  Kanten 
des  Fünfecks  mit  der  Ebene  ABC  gemein  haben,  so  erhalten  wir  zehn 

Paar  zugeordnete  Elemente  eines  ebenen  Polarsystemes.  In  diesem  be- 
stimmen wir  zu  den  Seiten  des  Dreiecks  ABC  die  Pole  und  verbinden  die- 
selben mit  den  gegenüberliegenden  Eckpunkten  von  ABC*^  die  drei  Ver- 
bindungsgeraden schneiden  sich  dann  in  dem  gesuchten  Punkte  IK  — 
Degen  wir  nämlich  durch  das  Fünfeck  einen  Curvenbündel  dritter  Ord- 
nung, so  wird  derselbe  von  A BCm  dem  genannten  Polarsystem  geschnitten. 

Eine  des  Bündels  hat  die  Gerade  AB  zur  Secante  und  schneidet  die 
Ebene  ABC  noch  in  dem  Pole  C^  von  AB.  Zugleich  liegt  diese  k^  mit  A* 

und  AB  auf  einer  F*,  welcTie  von  ABC  noch  in  einer  zweiten,  durch  6’,  D 
und  6^1  gehenden  Geraden  geschnitten  wird,  und  somit  liegt  der  gesuchte 

Funkt  D auf  CC’, , wie  zu  beweisen  war. 

6.  Wenn  in  spcciellen  Fällen  z^vei  Seiten  des  Dreiecks  ABC  einander 
conjugirt  sind  in  dem  soeben  benutzten  Polarsystem,  so  liegt  der  Pol  der 
dritten  Seite  auf  der  Tangente  von  k^  im  gegenüberliegenden  Eckpunkte 
und  man  gewinnt  diese  Tangente  durch  unsere  Construction.  Fallt  aber 

der  Pol  einer  Seite  A B zusammen  mit  dem  gegenüberliegenden  Eckpunkte 
F,  so  besteht  die  k^  aus  der  durch  C gehenden  A*  des  Curvenbündels  und 

ihrer  Secante  A B.  Ich  unterlasse  es,  diese  besonderen  Fälle,  in  denen  die 
Aufgabe  ebenfalls  als  gelöst  zu  betrachten  ist,  weiter  zu  erörtern.  Dagegen 
fasse  ich  das  Ergebniss  von  5)  in  folgendem  Satze  zusammen:  Liegen 
von  neun  beliebigen  Punkten  einer  k^  irgend  vier  A,  B,  C,  D 
in  einer  Ebene,  so  sind  in  dem  Polarsystem,  in  welchem  vier 
von  den  übrigen  fünf  Punkten  ein  Poltetraeder  bilden  und 
dem  fünften  die  Ebene /#//6’/>zugeordnet  ist,  je  zwei  Gegen- 
seiten des  Vierecks  AB  CI)  einander  conjugirt. 

7.  Von  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  sind  neun  von 
einander  unabhängige  Punkte  gegeben,  die  nicht  alle  auf 
einer  Anliegen.  Die  Schnittlinie  der  Fläche  mit  der  Verbin- 
dungsebene von  irgend  drei  /t,  F,  C dieser  Punkte  ist  zu  con- 
struiren. Man  bestimmt  nach  5)  die  vierten  Schnittpunkte  der  Ebene 

A BC  mit  irgend  welchen  A “*,  welche  A,  B und  C mit  je  fünf  von  den  übrigen 

sechs  gegebenen  Punkten  verbinden.  Sobald  zwei  solche  vierte  Schnitt- 
punkte gefunden  sind,  kann  der,  auch  durch  sic  hindurchgehende,  gesuchte 
Kegelschnitt  auf  bekannte  Art  gezeichnet  werden. 


f)30  Kleinere  Mitthoilungen. 

Schliosslich  bemerke  ich  noch,  daas  die  in  ft)  und  7)  auszuführenden 
Construefionon  zuerst  von  v,  Staudt  (in  seinen  BeitrUgen  zur  Geometrie 
der  Lage  Nr,  ftOl  und  502)  angegeben  worden  sind,  jedoch  mit  ganz  anderer 
Begründung. 

Zürich,  im  Mai  1808. 


XXVI.  Gelegentliche  Bemerkung  über  die  Ellipse.  Bozeichiiot 
/i(l,  ,r)  die  I^nge  dos  Quadranten  einer  aus  den  Halbachsen  1 und 
a:  < 1 construirton  Ellipse,  so  giebt  der  Ausdruck 

7C 

^~J'  4 A’(l,  a:)  rfa:  = 4 j'  dxj*  }/ cos^q) sin*(p . d q> 

0 ti  0 

das  arithmetische  Mittel  der  Umfange  aller  Ellipsen,  deren  gemeinschaft- 
liche grosse  Halbachse  =l  ist,  und  deren  kleine  Halbachsen  die  von 
0 bis  l stetig  auf  einander  folgenden  echten  Brüche  sind  Das  obige 
Doppelintegral  würde  nach  Ausführung  der  auf  x bezüglichen  Integra- 
tion eine  logarithmische  Form  erhalten  ; man  vermeidet  dieselbe  durch 
Anwendung  der  identischen  Gleichung 


/ / — ; — ö — * j y o ß ^ /**  a du  ) 

0 ()  ' 


welche  giohi 


n 


0 
7t 

r»l  /»? 


= 71  + 2 I I ~r-t~dud(p. 

J J l — 


0 0 


N.ach  Ausführung  der  angedeuleten  Integrationen  findet  man  sehr  leicht 


M=l 


■1,0318022, 


also  ist  d.is  gi'suchte  Mittel  gleich  der  J^criphevic  eino.s  mit  dem  Uadius 
rt  I/tc  beschriebenen  Kreises. 

BCMI.ÖMIM'II. 
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Erhard  Weigel. 

Ein  Beitrag  zur  Geschichte  der  mathematischen  Wissen- 
schaften auf  den  deutschen  Universitäten  im 

17.  Jahrhundert. 

< Von 

Dr.  ßARTliOLOM.Ei  in  Jena. 


I.  Grundlagen. 

1.  Historische. 

Erhard  Weigel  wurde  1625  zu  Weida  in  der  Pfalz  geboren,  siedelte 
aber  schon,  als  er  erst  zwei  .Tahr  alt  war,  mit  seinen  Eltern,  welche  den 
Religionsbedrückungen  zu  entgehen  suchten,  nach  dem  damals  branden- 
burgischen  Wun.siedel  über’).  Sein  Vater  lebte  zwar  in  beschränkten  Ver- 
hältnissen, sorgte  aber  nach  Kräften  für  die  Ausbildung  seines  Sohnes,  liess 
ihn  die  Stadtschule  und  später  das  Gymnasium  besuchen  und  privatim  im 
Rechnen  und  Schreiben  unterrichten.  Leider  starb  er  ohne  Vermögen  zu 
hinterhissen,  als  dieser  erst  11  Jahr  alt  war.  Doch  der  Knabe  schlug  sich 
tapfer  durch  das  Leben,  unterrichtete  die  Kinder  der  angesehenen  Familien 
im  Rechnen  und  Schreiben,  mundirte  die  Predigten  des  ersten  Geistlichen 
„für  gute  Infonnation“  und  schrieb  und  copirte  Briefe  für  Jeden,  der  be- 
zahlte. So  erwarb  er  sich  nicht  nur  die  nothwendigen  Subsistenzmittel, 
so^idern  ersparte  sich  auch  eine  Summe  Geldes,  „um  ein  fernes  Gymnasium 
zu  besuchen“.  Seine  Wahl  fiel  auf  Halle.  Hier  wurde  er  in  seinen  Frei- 
stunden Schreiber  bei  dem  Professor  Schhnpfer,  der  die  Astrologie  geschäfts- 
mässig  betrieb,  copirte  die  astrologischen  „Indicia“  und  setzte  zu  jedem  der 
zwölf  Capitel  nach  Ranzow’s  Regeln  Einiges  hinzu.  Im  nächsten  Jahre 

1)  Zeumeri  Vitae  Philosophoruin  jencnsium.  Jenae  1711.  S.  105  ff.;  Gün- 
ther, Lebonsskizzen  der  Professoren  der  Universität  Jena.  Jena  1858.  S.  181. 
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1645  machte  er  eine  Ferienreise  nach  Wunsiedel  und  lauschte  hier  dem  als 
Kenner  der  Mathematik , Astronomie  und  Astrologie  bekannten  Diaconus 
Eirode  die  astrologische  Kecluiung  ah.  Schimpfer  war  mit  dieser  Verwand- 
lung seines  Schreibers  in  einen  Rechner  selir  wohl  zufrieden  und  übertrug 
ihm  das  ganze  astrologische  Geschäft  mit  sammt  dem  Kalendermachen. 
Während  des  Ferienaufenthaltes  im  folgenden  Jahre  1646  in  Wunsiedel 
Hess  sich  Weigel  von  Eirode  so  weit  in  die  Mathematik  einführen , dass  er 
sich  selbst  helfen  konnte.  In  Halle  setzte  er  seine  Beschäftigung  als  Gymna- 
' siast,  Astrolog  und^Kalendermaclier  fort.  Unter  den  Studenten,  welche  von 
Leipzig  nach  Halle  kamen,  um  sich  die  Nativität  stellen  zu  lassen,  oder  die 
zu  begleiten,  welche  ihre  Zukunft  aus  den  Sternen  erfahren  wollten,  fan- 
den sich  auch  Liebhaber  der  Mathematik  oder  wenigstens  der  astrologischen 
Rechnung.  Diesen  gab  Weigel,  der  ja  von  seinem  elften  Jahre  an  Lehrer 
gewesen  war,  Anweisung  und  Unterricht,  gewann  ihre  Freundschaft  und 
Unterstützung  und  liess  sich  von  ihnen  bestimmen,  nach  Leipzig  zu  gehen, 
um  Mathematik  zu  studiren  ^). 

Die  damalige  deutsche  Mathematik,  wenn  man  überhaupt  von  einer 
solchen  reden  kann,  hatte  zwar  einen  grossen  Umfang,  aber  einen  winzigen 
Inhalt.  Weigel  selbst  rechnete  zu  ihr  Arithmetik,  Geometrie,  IMioronoinie, 
Mechanik,  Statik.  Optik,  Musik,  Astronomie,  Chronologie,  Gnoraonik,  Geo- 
graphie, Aerometrie,  Hydrometrie,  Pyromelrie  und  Architektonik*).  An 
eine  tiefere  Auffassung,  an  einen  eigentlichen  Wissenschaftsbau  war  nicht 
zu  denken.  Die  Mathematik  stand  bei  den  Gelehrten  in  Misscredit  und  ihr 
Werth  wurde  lediglich  nach  dem  gemeinsten  Nützlichkeitsprincip  bemessen. 
Daher  hatte  Weigel  nicht  viel  zu  lernen.  Eigentliche  Mathematik  hörte  er 
wahrscheinlich  gar  nicht,  denn  als  Leibnitz  in  Leipzig  studirte,  wurde  nur 
Euklid  vorgetragen**),  den  Weigel  bereits  verstand  und  sicher  ebenso  gut 
lehren  konnte,  als  einer  seiner  deutschen  Zeitgenossen. 

Die  „Prophezeihungen“  des  Kalenders  hatte  Weigel  alsbald  in  ihrer 
Nichtigkeit  begriffen  und  bekämpfte  sie,  so  gut  er  konnte;  aber  nicht  so 
schnell  vermochte  er  den  astrologischen  Kram  über  Bord  zu  werfen.  Er 
trieb  die  Astrologie  auch  in  Leipzig  fort  und  zwar  nicht  sowohl,  weil  er  von 
ihrer  Wahrheit  überzeugt  war,  als  vielmehr  ,,um  sich  bei  den  Pennalputzern 
einen  guten  Wind  zu  machen“.  Denn  schon  in  Halle  kam  sie  ihm  ver- 
dächtig vor,  aber  er  misstraute  sich  selbst  und  hoffte,  durch  fortgesetztes 
Nachdenken  hinter  die  Wahrheit  zu  kommen.  Doch  bald  „merkte  er  im 
Herzen,  dass  die  Astrologie  auf  schwachen  Beinen  stand  und  dass  man  der 


1)  Zeuineri  Vitae  etc.  ii.  a.  O.;  Fortsetzung  des  Hininielszeigers.  .Jena  1081. 
«.  öl  ff. 

2)  Iden  inatheseos  universac  Jenae  1669. 

3)  Quhrauer,  Gottfried  Willielm  Loibnitz,  Ifreslau  1846.  I.  S.  26. 
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Erhaltung  Gottes  zu  nahe  trat,  wenn  man  zwar  Gott  den  Schöpfer  und  Er- 
halter nannte,  aber  Alles,  was  geschah,  den  Sternen  zuschrieb“  0* 

Nach  dieser  Vorbereitung  ist  nicht  zu  erwarten,  dass  Weigel  Erheb- 
liches in  der  Mathematik  und  den  verwandten  Wissenschaften  leistete  Und 
doch  wurde  er  einer  der  gefeiertsten  Lehrer.  Als  er  1654  die  Professur  der 
Mathematik  an  der  Universität  Jena  übernommen  hatte,  lehrte  er  mit 
grossem  Beifall.  Von  allen  Seiten  kamen  junge  Männer  herbei,  um  bei  ihm 
zu  hören.  Unter  ihnen  die  beiden  nachmaligen  Bahnbrecher  der  Wissen- 
.schaft,  Pufendorf  und  Leibnitz,  welche  sich  zu  dem  „weltberühmten“  Weigel 
hingezogen  fühlten.  Als  er  das  erste  Mal  über  den  „Pennosmus“  las,  hatte 
er  mehr  als  400  Zuhörer,  so  dass  kein  Hörsaal  die  Menge  fasste  und  der 
Lehrstuhl  im  Freien  aufgeschlagen  werden  musste^). 

2.  Philosophische.  ' 

Weigel  trat,  durch  seinen  Bildungsgang  zum  Healismus  hingedrängt, 
als  entschiedener  Gegner  der  Scholastik  und  des  Lateins  auf  und  forderte 
Vorlesungen  in  deutscher  Sprache  als  Thomasius  noch  auf  den  Schulbänken 
sass^).  Als  Muster  der  Philosophie  galt  ihm  die  Mathematik.  ,, Damit  das 
Denken,  Beschliessen  und  Erinnern  (cogilare,  decernere^  animadverterej 
immer  vernünftig  ausgeführt  werde,  und  der  Geist  sich  beständig  freue  und 
das  höchste  Gut,  für  welches  er  bestimmt  ist,  geniesse,  ist  der  Geist  mit 
einem  Directoriuin  ausgerüstet,  dessen  Geschäft  gewisse  dem  Menschen  an- 
geborene Gedanken,  Axiome,  besorgen.  Die  Erweckungsmittel  der  Axiome 
sind  Erfahrungen.  Sie  sind  Principien,  Gründe  und  Ursachen  der  geistigen 
Thätigkeiten.  Auf  sie  gestützt,  leitet  der  Geist  ab,  was  von  den  Dingen 
wahr  und  von  den  Handlungen  gut  ist.  Die  Ableitung  ist  entweder  prädi- 
cirend,  sprechend,  oder  producirend,  rechnend.“  Da  jene  nichts  Neues  her- 
vorbringt, so  gestattet  nur  diese  eine  fruchtbare  Anwendung.  Die  produ- 
cirende  Ableitung  hält  sich  an  die  Dinge,  welche  auch  ohne  Worte  voraus- 
gesetzt sind  und  erwägt  deren  wirkliche  und  wesentliche  Verhältnisse  und 
Umstände  und  bringt  durch' Vergleichung  des  Bekannten  unter  sich  ein  Un- 
bekanntes heraus  oder  hervor ‘•). 

Mit  diesen  Worten  ist  die  „rechnende“  Ableitung  genügend  charakte- 
risirt;  aber  es  bleibt  dabei  der  sonderbare  Name  „rechnend“  unerklärt. 
Diese  kann  nur  durch  die  Auffassung  des  llechenbegrifts  gegeben  werden. 
Die  geistige  Thätigkeit  nun,  welche  Weigel  durch  Rechnen  bezeichnet,  ist 
nun  zwar  von  dem,  was  man  sonst  Rechnen  nennt,  verschieden,  aber  es  ist 
von  Interesse,  von  wie  vielen  Seiten  er  den  Begriff  darstellt  und  dadurch 

1)  Fortsetzung  des  Tltinmelszeigers  a.  a.  O.  Himmelszeiger.  Jena  1681.  S.  48. 

2)  Programms  de  possibili  grataque  pravitatis  invcteratae  cmendatione.  Jenae 
1678.  A.  2. 

3)  Vorstellung  der  Kunst-  und  Handwerke.  Jena  1672.  S.  103. 

4)  De  supputatione  multitudinis.  Jenae  1679.  A.  3.  A.  4. 
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die  rechnende  Ableitung  näher  erläutert.  Es  scheint  daher  nicht  überflüssig, 
diese  verschiedenen  Auffassungen  zusammen  zu  stellen. 

„Rechnen  kommt  her  von  Recht,  heisst  daher  gleichsam  rechtnen,  d.  h. 
gleich  und  richtig  in  Acht  nehmen , nicht  zu  viel  und  nicht  zu  wenig  zu 
thun“ '). 

„Die  Thätigkeit  des  Gemüths  ist  doppelter  Art.  Entweder  begründet 
oder  nicht  begründet.  Jenes  ist  das  Meinen  und  das  blose  Wollen,  dieses 
Rechnen.  Meinen  heisst  ein  Ding  als  so  und  so  beschaflfen  sich  einbildon 
und  dafür  halten,  das  blose  Wollen  heisst  etwas  als  Gutes  an  sich  ziehen, 
von  sich  als  etwas  nicht  Gutes  abziehen,  Rechnen  dagegen  mitUeberlegung 
vorhandener  Gründe  nach  Anweisnng  dazu  geeigneter  Wahrheiten  einen 
verborgenen  Zusammenhang  aufsuchen  und  zwar  so,  dass  das  Resultat  einer 
Probe  unterworfen  wird , welche  erst  Gewissheit  giebt^).“ 

„Der  Verstand  geht  mit  dem  Object  um,  entweder  so,  dass  er  dasselbe 
nur  fasst,  empfängt,  wiederholt,  sagt  und  spricht  mit  eben  diesen  oder  an- 
deren Gedanken , welche  aber  unter  den  vorigen  sich  selbst  verstehen  und 
durch  anderweitige  Rechenschaften  nicht  daraus  erforscht  zu  werden  brau- 
chen, sondern  aus  der  Denkung  des  Objects  erhellen;  oder  so,  dass  er  aus 
gegebenen  Posten  durch  gewisse  Rechenschaften  weiter  etwas  forschet, 
welches  er  zuvor  noch  nicht  gewusst  hat,  oder  aus  den  angegebenen  Worten 
ohne  andere  Mittel  selbst  verstehen  können;  oder  so,  dass  er  aus  solchen 
Posten  nach  gewissen  Rechenschaften  Etwas  wirklich  vorgiebt,  schafft  und 
macht,  welches  vorher  nicht  gewest.  Die  letztere  Wirkung  des  Verstandes 
heisst  Rechnen;  rationcs  reddere^  suOducere,  raliocinari^).^^ 

„Rechnen  heisst  nicht  nur  mit  ZiflFcrn  spielen  oder  nur  mit  Symbolen 
grübeln,  sondern  Rechnen  heisst  aus  gewissen  Voraussetzungen  (Posten) 
und  Wahrheiten  ein  verlangtes  Resultat  (Facit)  mit  Nachdenken  erforschen 
und  entweder  ein  geschicktes  Werk  aus  angegebenen  Mitteln  ah»  Ursachen 
hervorbriugen,  oder  zu  einem  verlangten  Werke  als  dem  Zwecke  geschickte 
Mittel  suchen  und  ausdenken,  wie  dieselben  in  Anwendung  zu  bringen  sind. 
Rechnen  ist  also  nichts  Anderes  als  Consultiren,  d.  i.  Rathschlagen,  wie 
man  das,  worauf  man  consultirt,  als  Facit  oder  Product  heransbringt^ 

„Ja  das  Zifl'errechnen  ist  das  wenigste  vom  rechten  Rechnen,  sogar, 
dass  Ziffern  an  und  für  sich  nichts  als  Stäblein  sind,  womit  ein  Blinder 
oder  Einer  mit  verbundenen  Augen  durch  einen  Irrgang  geleitet  wird  und 
endlich  zwar  den  Ausgang  trifft,  aber  nicht  weiss,  wie  er  dazu  gekommen. 
Rechnen  heisst  im  hohem  »Sinne,  Rechenschaft  geben , ein  Resultat  aus  ge- 


^ 1)  Von  der  Wirkung  des  Gemüths,  so  man  das  Rechnen  hei.sst.  Jena  1G84.  8.  9. 

2)  Ebendas.  8.'  10.  11. 

3)  Aretologistica.  Nürnberg  1687.  8.  69. 

4)  Kxtractio  radiuis.  Jenae  1689.  Darin  ,,  Rolle  der  Schullastcr“  besonders 
paginirt.  8.  5. 
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wissen  Grandwahrheiten  in  Zahlen  finden,  und  noch  weiter  gefasst:  etwas 
nicht  Gegebenes  herausbringen , nicht  allein  in  Zahlen , sondern  auch  in 
Zielungen  *).“ 

,,Alle  Rechensorge  beruht  auf  der  Erforschung  gewisser  Hauptwahr- 
heiten. Man  muss  also  1)  nach  solchen  llauptwahrheiten  greifen  und 

2)  das  Ergriffene  schicklich  nehmen.  Was  das  Erstere  anlangt,  so  greift 
man  blindisch  che  man  geübt  ist,  und  ergreift,  was  einem  vor  die  Hand 
kommt,  was  einem  einfallt.  Was  das  Letztere  betrifft,  so  muss  man  wissen, 
ob  das,  was  man  ilucht,  aus  dem  Gegebenen  folge  oder  nicht.  Trifft’s  nun 
zu,  so  hat  man  was  man  sucht,  und  springt  vor  Freuden.  Trifft’s  nicht,  so 
muss  man  anders  greifen,  bis  man  die  rechten  Hauptwahrheiten  findet,  die 
sich  dazu  scliicken^).“ 

„Die  Form  des  Rechonprocesses  ist  1)  Ueberlcgung,  was  aus  dem  Ge- 
gebenen folgen  könne,  2)  Annahme  des  wahrscheinlichen  Resultates,  3) 
l^rüfung  desselben,  4)  neuer  Versuch,  wenn  das  Resultat  falsch  ist*).“ 

„Wenn  man  die  Rechnung  vernachlässigt,  so  geschieht  Nichts,  wenn 
man  sich  auch  den  Sinn  eines  allgemeinen  Satzes  noch  so  tief  eingeprägt 
hat  und  noch  so  logisch  subsumirt,  denn  man  weiss  damit  nichts  Gründ- 
liches, und  w'enn  man’s  weiss,  so  denkt  man  nicht  daran,  was  weiter  zu  be- 
denken ist"*).“ 

„Das  besinnliche  sorgsame  Rechnen  ist  ein  vorsichtiges  Hin-  und 
Wieder-,  Um-  und  Herzielen,  aus  gewissen  Gründen  etwas  Angenehmes 
auszuspüren  und  schicklich  anzubringen,  kur«  überhaupt:  die  Folge  auf- 
decken, welche  in  den  Gründen  liegt  und  den  Zusammenhang  zwischen 
beiden  uachweisen'*).“ 

„Das  Rechnen  ist  der  Form  nach  ein  doppeltes.  Denn  da  man  den 
Zusammenhang  zwischen  Grund  und  Folge  nicht  unmittelbar  nach  blosem 
Wahn  oder  Dünkel,  wue  die  Quäker  ihre  Träume,  sondern  aus  Erkenntniss- 
gründen  gewinnt,  so  geschieht’s,  dass  die  Erken ntnissgrün de  Realgründe 
des  Gefundenen  sind,  oder  dass  das  Gefundene  der  Realgrand  der  Gründe 
ist.  Jenes  ist  Synthesis,  dieses  Analysis*).“ 

„Dem  Object  nach  ist  das  Rechnen  Wörter-  oder  Sachenrechnen.  Was 
das  Wörter-  und  Gedankenrechnen  anlangt,  so  ist  das  blose  Sprechen, 
wenn  es  nach  gewissen  Regeln  angewiesen  und  verübet  wird,  als  rein  nach 
der  Grammatik  oder  Prosodie,  zierlich  der  Rhetorik  nach,  vorsichtig  und 
anbebig  nach  der  Dialektik  ebenfalls  ein  Rechnen.  Denn  die  Regeln  sind 


1)  Arctologistica.  Ö.  1 — 4. 

2)  Ebendas.  S.  119—121. 

3)  Von  der  Wirkung  des  Gemüths,  so  man  das  Rechnen  heisst.  S.  13 — 17. 

4)  De  supputatione  multitudinis.  A.  4. 

5)  Von  der  Wirkung  des  Gemüths,  so  man  das  Rechnen  heisst,  ü.  6. 

6)  Ebendas.  S.  8. 
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Hauptrechenschaften , was  dazu  gegeben,  die  Materie,  giebt  die  Grund- 
rechenschaften.  Daraus  denn  ein  Facit,  nämlich  ein  nach  der  Kunst  wohl- 
gesetztes Reden,  ein  wohl  declinirtes  und  conjugirtes,  wohl  verdrehtes,  wohl- 
gesetztes  Wort,  ein  rechter  Spruch,  ein  rechter  Schluss  herauskommt.** 

Man  sieht  aus  diesen  Variationen  des  Rechenbegriffs,  dass  Weigel  für 
das  philosophische  Denken  denselben  als  Folgern  fasste.  Anstatt  aber 
diesen  Begriff  festzuhalten,  nahm  er  „Rechnen**  auch  in  dem  üblichen  Sinne. 
Da  er  den  Begriff  des  Folgerns  sehr  genau  kannte  und  auch  den  Wider- 
spruch, mit  dein  der  Begriff  der  Folge  behaftet  ist,  entdeckte,  so  muss  man 
die  willkürliche  Veränderung  des  Rechenbegriffs  entweder  für  eine  Schrulle 
halten  oder  für  ein  Mittel,  sich  um  billigen  Preis  den  Schein  der  Originali- 
tät zu  geben.  Uebrigens  setzte  Weigel  voraus,  dass  der  Grund  nicht  ein- 
fach ist,  und  es  schwebte  ihm  etwas  von  dem  vor,  was  später  Herbart  Me- 
thode der  Beziehungen  nannte.  Dass  er  trotz  dieser  guten  Anfänge  in  der 
Philosophie  nichts  leistete,  hat  seinen  Grund  darin,  dass  er  die  genetische 
Methode  nicht  kannte,  überhaupt  Ignorant  in  der  Mathematik  war  und 
durchaus  nicht  das  innere  Bedürfniss  hatte,  die  Probleme  der  Philosophie 
zu  lösen,  sondern  im  wüstesten  Empirismus  befangen  blieb. 

Die  Axiome,  welche  das  Amt  des  Directoriums  des  Geistes  verwalten, 
hielt  er  einfach  für  ein  Geschenk  Gottes.  „Darum  hat  Gott  selbst  den 
Menschen  befohlen,  die  Rechenweisheit  zu  üben,  und  die  Zahl-  und  Rechen- 
fertigkeit als  ein  natürliches  Pfund  gegeben,  die  Oassa  der  zeitlichen  Wohl- 
fahrt durch  sothanen  rechtmässigen  Wucher  damit  reich  zu  machen.**  — 
„Gott  hat  den  Menschen  seinem  Haupttheile  nach  so  geschaffen,  dass  er 
immer  rechne.**  Daher  ist  die  Rechenfähigkeit  das  spocifische  Merkmal  des 
Menschen  im  Gegensatz  zu  dem  Thiere,  welches  seinerseits  durch  ün- 
rechenschaftlichkeit  charakterisirt  wird.  ,, Jeder  Mensch  ist  rechenschaft- 
lich.  Ob  er  Mann  oder  Weib,  weiss  oder  schwarz,  macht  keinen  Unter- 
schied.** Die  Sprache  als  unterscheidendes  Merkmal  des  Menschen  vor  dem 
Thiere  anzunehmen,  ist  ein  Irrthum;  denn  die  Thiere  verständigen  sich 
durch  Laute,  und  die  Papageien  lernen  sogar  sprechen;  aber  auf  die  Frage, 
wie  viel  2 mal  3 sei,  hat  noch  keiner  6 geantwortet.  Nur  der  Mensch  ver- 
mag in  dieser  sichtbaren  Welt  die  endlichen  Dinge  aufzufassen  und  zu 
schätzen  ^). 

Das  Zählen  entsteht  aus  der  Anschauung.  Wenn  das  Denken  absieht 
von  dem  Stoffe  und  den  Eigenschaften  der  Dinge,  so  bleibt  für  das  Vor- 
stellen nur  die  Zahl,  das  Wieviel  übrig ^).  Die  Zahlen  sind  den  Dingen 


1)  De  supputatione  multitiidinis.  Ä.  3;  Grundraüssige  Auflösung  des  militar- 
Problematis,  warum  doch  der  Türk  den  Christen  endlich  weichen  müssen.  Jena 
1689.  Ohs.  1.;  Pbilosophia  mathematica  theologia  nnturalis  solida.  Jenae  1693. 
S.  27—31. 

2)  Universi  corporis  pansophici  prodromos.  Jenae  1672.  S.  52. 
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ähnlich  und  werden  durch  Ziffern  bezeichnet*).  Die  Wesen  der  Dinge 
sind  Zahlen^).  Die  Allgemeinschaft  der  Zahlen  verhält  sich  zu  den  Dingen, 
wie  ein  Begriff'  zu  seinen  Arten also  kommen  bei  denselben  beide  Denk- 
lichkeiten,  das  Allgemeine  und  das  Besondere,  zusammen'*). 

„Nichts  ist  das,  was  wir  denken,  ^venn  wir  gar  nicht  denken.  Wenn 
wir  aber  nicht  denken,  so  denken  wir  auch  keine  Endschaft.  Daher  ist  das 
Nichts  unendlich.  Dieses  reine  Nichts  ist  der  Anfang  aller  Zahlen,  aber 
nicht  selbst  Zahl,  sondern  eine  Unzahl,  ein  bloser  termmus^  von  welchem 
aus  das  Zählen  anhebt.  Null  verhält  sich  zu  den  Zahlen  1,  2,  .3  u.  s.  f.  wie 
ein  Punct  gegen  die  Dimensionen.  Daher  ist  der  Punct  der  Anfang  der 
Extension.  Das  Nächste  nach  der  Null,  das  Eins,  ist  eine  Zahl,  sowie  das 
Nächste  nach  dem  Punct  das  erste  Stücklein  einer  Linie  ist^).“  Diesem 
reinen  oder  abstracten  Nichts  stehen  concretc  Nichtse  gegenüber.  Während 
jenes  das  ist,  was  wir  concipiren,  wenn  wir  gar  nicht  denken,  so  ist  ein 
concretes  Nichts  ein  solches,  welches  wir  bestimmt  denken,  indem  wir  auf 
ein  Bestimmtes  reflectiren.  Solche  concrete  Nichtse  sind  z.  B.  der  Kaum, 
die  Grenze,  der  Punct,  die  Linie,  Nullhundert  etc.^). 

„Das  Nichts  ist  gänzlich  unvermögend,  zu  hindern,  dass  ein  Geist  an 
seine  Stelle  Etwas  denkt  und  dort  vorstellt,  und  da  der  Geist  ausserordent- 
lich viel  denken  und  vorstellen  kann,  so  löst  sich  das  Nichts  auf  als  ein 
Schatten  der  beweglichen  Dinge,  als  die  Fassung  endschaftlicher  Dinge 
ausser  einander,  als  das  (reine)  Nichts  mit  der  Eigenschaft,  Dinge  in  sich 
haben  zu  können.  Das  ist  aber  der  Raum.  Dieser  ist  durch  und  durch  mit 
Endungsdenklichkeiten  behaftet  und  stellt  sich  somit  als  endlich  und  zwar 
unendlich  endlich  dar.  Wie  die  Unbestimmtheit  (Unendlichkeit?)  des 
reinen  Nichts  ein  unendliches  Unvermögen,  ein  äusserster  höchster  Mangel, 
die  höchste  Dürftigkeit  und  Schwachheit  ist,  so  ist  die  Unendlichkeit  des 
Raumes  nichts  Anderes,  als  eine  unendliche  Fähigkeit  der  Enden,  Endlich- 
keiten und  Endschaften  ausser  einander®).“ 

Wir  haben  in  der  Zahl  ein  bestimmt  Erkanntes,  weil  wir  in  ihr  ein  be- 
stimmtes uns  bekanntes  Minimum  antreffen.  Diesem  Minimum,  dem  Eins, 
steht  ein  uns  bekanntes  Maximum,  der  Winkel  von  360®,  gegenüber.  Zu 
beiden  kommen  noch  die  Töne,  in  welchen  wir  zwar  kein  Maximum  und 
Minimum,  aber  doch  eine  stets  bestimmte  Quantität  erkennen.  Alle  be- 
stimmte Erkenntniss  der  Natur  stützt  sich  auf  die  Vierzahl,  so  dass  Gott 
entweder  die  Natur  nach  der  menschlichen  Anlage  oder  die  menschliche 
Anlage  nach  der  Natur  eingerichtet  haben  muss.  Die  Vierzahl  ist  mit  be- 

1)  Von  der  Wirkung  des  GemUths,  so  man  das  Rcclmen  heisst.  S.  30.  32. 

2)  Tetractys.  Jeiiae  1673.  S.  25. 

3)  Aretologistica.  S.  150 — 156. 

4)  Ebendas.  S.  16.  Philosophia  mathematica  etc.  S.  9. 

5)  De  supputatioue  multitudinis  C. 

6)  Aretologistica  IS.  16.  Philosophia  mathematica  etc.  S.  9. 
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sonderen  Eigenthüralichkeitcii  ausgestattet,  durch  welche  der  Verstand  sehr 
wirksam  (ef/icacissimc)  unterstützt  wird.  Denn  die  Natur  ist  in  höherem 
Grade  (potius)  nach  dem  Verhältniss  der  Vier  als  nach  einer  andern  dis- 
creten  Form  constituirt,  so  dass  wir,  wenn  wir  uns  mit  den  Arten  der 
Dinge  nach  der  Vierzahl  bekannt  gemacht  haben,  auf  das  Natürlichste  und 
Leichteste  beliebige  Untersuchungen  anstelleu,  Erkenntnisse  gewinnen, 
gelehrte  Auseinandersetzungen  (discursus  eruditos)  über  jeden  beliebigen 
Gegenstand  ex  tempore  vornehmen  können^).  Weigel  glaubte  also  die 
Lullische  ars  magna  auf  anderem  Wege  zu  erreichen. 

11.  Mathematik. 

1.  Allgemeines. 

Wie  schon  erzählt,  hatte  Weigel  während  seiner  Studienzeit  wenig 
Gelegenheit,  seine  mathematischen  Kenntnisse  zu  erweitern.  Auch  das  be- 
kannte „düccndo  df.fcimns“  sollte  er  nicht  an  sich  erfahren,  denn  die  meisten 
damaligen  Studenten  hatten  auf  den  Gymnasien  oft  nicht  Gelegenheit  ge- 
funden, das  Einmaleins  zu  lernen.  Daher  kam  es,  dass  er  sich  nicht  einmal 
die  Lehren  des  Cartesius  aneignete,  geschweige  die  seines  grossen  Schülers 
Lcibnitz.  Der  Inhalt  seiner  Mathematik  ist  höchst  dürftig  und  armselig*). 

Die  Mathematik  hat  es  mit  der  Quantität  zu  thun  und  ist  die  Wissen- 
schaft von  der  Quantität  der  endlichen  Dinge  und  die  Kunst  sie  auszumes- 
son,  nachzuahmen  und  zu  verwandeln.  Die  Quantität  ist  gleichsam  eine 
anderweitige  Beschaffenheit  der  Dinge.  Quantum  ist  entstanden  aus  quam  — 
/«m,  worin  das  „quam^*'  die  Frage  „Wie?“  und  „/«/«“  die  Antwort  „So!“ 
enthält,  also  ist  Quantum  das  Wie-So,  die  Mathematik  die  Wie-So-Kunst, 
welches  wahrscheinlich  mit  „Wissen“  zusammenhängt,  wie  denn  auch  bei 
den  Niederländern  die  Mathematik  Wiss-Kunst  = Wie-So-Kunst  genannt 
wird.  Die  Grenzen  sind  entweder  rein,  wie  in  der  Geometrie,  oder  haften 
an  den  Werken  Gottes,  woran  sie  auch  den  Sinnen  beraerklich  sind,  wie 
man,  wenn  man  mit  dem  Kopfe  anstösst  und.  an  ein  hartes  Ende  anläuft, 
in  der  That  erfahrt.  Doch  sind  die  Grenzen  der  Dinge  nicht  Theile  der- 
selben. rei  nihil  rei  es/*’).“ 

Die  Quantität  ist  entweder  discret  und  heisst  Zahl,  Menge,  Vielheit, 
oder  continuirlich  und  heisst  Ordnung  d.  h.  Anzeige  gewisser  Wirkung  der 
Mehrheit,  die,  in  oder  ausser  sich  wechselsweise  gesetzt,  verbunden  ist^). 

Das  Rechnen  ist  Inhalts-  oder  Zielungsrechnung.  Die  Inhaltsrecb- 

1)  Tetractys  S.  25—30. 

2)  Fortsetzung  des  Himmclsspiegcls.  Jena  1665.  Zuschr.  u.  S.  106;  Wienerischer 
Tugendspiogcl.  Nürnberg  1687.  Zuschr. 

3)  Universi  corporis  pansophici  prodromus  S.  52;  Arotologistica  S.  19.  61; 
Philosophia  matbematica  etc.  S.  1.  12  ff. 

4}  De  supputatione  multitudinis  S.  54. 
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nung  ist  die  Bestimmung,  wie  viel  Etwas  austrage.  Die  Vielheit  besteht  in 
einer  gewissen  Zahl  und  darum  heisst  die  Inhaltsrechnung  auch  Zahlen - 
rechnung.  Die  Zieliingsrechnung  erforscht,  wohin  und  wo  dieses  oder  jenes 
ziele,  ob  Etwas,  das  so  und  so  gilt,  steht,  geht,  geordnet,  gestellet  ist,  sich 
schicket  zu  einem  Andern ; wie  Etwas  so  und  so  geordnet,  eingerichtet  und 
proportionirt  sein  muss,  wenn  es  zu  dem,  was  da  und  dort  so  und  so  geht 
und  steht,  geschipkt  sein  soll.  Die  Proportion  ist  niclit  bloscr  Inhalt'). 

2.  Arithmetik. 

„Jede  Zahl  muss  einen  Namen  haben,  damit  nicht  quid  pro  quo  statt 
Pfeffer  Mäusekörner  genommen  werden.  Zählen  heisst  discrete  Einheiten 
eines  Namens  nach  einander  nehmen  und  bescheiden,  wie  viel  ihrer  seien.“ 
Es  ist  pur  oder  modal.  Das  pure  Zählen  ist  das  Hinzufügen  der  Eins  und 
Bezeichnung  der  Zahl  durch  ein  Wort,  das  modale  geschieht  mit  „mal“. 

„Wenn  die  Finger  alle  verwandt  waren,  nahm  man  vor  Alters,  ehe 
Schuhe  und  Strümpfe  erfunden  worden,  auch  die  Zehen,  wovon  das  Wort 
Zehn,  oder  was  sonst  für  sonderartige  Stücke  am  Leibe  sind,  zu  Hülfe. 
Man  schreibt  noch  heut  zu  Tage  in  den  Schänken  und  auf  Kornböden  so 
viel  Strichlinien,  als  Einzelheiten  zusammen  zu  zählen  (sind).  Well  mau 
aber  diese  Strichlein  eben  so  mühsam  als  die  Einzelheiten  selbst  alle  Zeit 
von  Neuem  zählen  muss,  wenn  man  von  ihnen  wissen  will,  wie  viel  die 
Summe  macht,  weil  auch  die  besonderen  Summen  Wörter  nicht  so  sehr  ver- 
mehrt werden  können,  dass  eine  jede  andere  Summe  auch  ein  ganz  anderes 
Wort  bekäme,  denn  so  sehr  viel  Wörter  Niemand  merken  kann,  so  hat  man 
einen  andern  Vortheil  ausgedacht  und  angebracht,  womit,  wenn  alle  Finger 
angebracht  sind , es  heisst:  das  erste  Mal  zehn  und  weiter  Nichts, 
und  es  wird  jenes  mit  der  Eins  (1)  und  dieses  mit  der  Null  (0)  bedeutet. 
Daher  man  noch  einmal  die  Finger  wie  vorher  gebraucht,  sagt  oder  schreibt 
11,  12,  13,  14  etc.“ 

„Nach  der  Anzahl  der  Posten  ist  das  Rechnen  einfach  oder  mehrfach. 
Das  einfache  Rechnen  ist  Messen  und  Zählen.  Messen  heisst  nach  einem 
Instrument  die  Quantität  eines  besonderen  Dinges  nach  einer  besonderen 
Beschaffenheit  gedacht  erforschen.  Das  Mass  ist  1)  Mass  der  Extension, 
als  Längen-,  Flächen-,  Tiefenmass,  als  Ellen,  Schuh,  Zoll,  Gran,  Scheffel, 
Eimer,  Kannen  und  dergleichen,  2)  Mass  der  Intension  als  der  Schwere 
oder  Kraft,  als  Centuer,  Pfund,  Loth,  Quent,  womit  des  Schlags,  des 
Drucks,  der  Resistenz  und  anderer  dergleichen  Quantität  gemessen  wird, 
3)  Mass  der  Zielung.  Das  Zielungsmass  ist  entweder  innerlich  oder  äusser- 
lich.  Aeusserlich  ist  das  Lineal,  die  Norm,  das  Winkelmass,  das  Schräg- 
mass,  das  Perpendikel,  die  Setzwage,  der  Transporteur,  Sextant,  Octant, 


1)  Arctologistica  ö.  73.  74. 
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Kreis,  der  Magnetszug  und  dergleichen;  innerliche  Zielungsmassc  sind  die 
Denkbilder,  Hauptwahrheiten  und  Instructionen  *).“ 

„Das  mehrfache  Rechnen  ist  entweder  Berechnen  oder  Ausrechnen. 
Das  Berechnen  umfasst  die  Species  in  ganzen  Zahlen,  das  Ausrechnen  die 
übrigen  Rechnungsarten.  Die  fünf  Species  sind  Numeriren,  Addiren,  Suh- 
trahiren,  Multipliciren , Dividiren,  die  fünf  Species  des  Ausrechnens  aurea 
dctri,  socielatiSy  alligalioniSy  veri  und  algcbrae  regula^).**^ 

„Was  in  der  Rechnung  gesetzt  wird,  ist  mehr  als  Nichts.  Ist  dieses 
nun  nicht  befohlen  oder  bedingt^  dass  es  da  sein  und  gesetzt  sein  soll,  so 
ist  in  diesem  Falle  der  Mangel  pur  Nichts  und  steht  fin  contradictorischem 
Gegensätze  zu  dem  Gesetzten  und  wird  deshalb  nur  mit  Null  bezeichnet. 
Wenn  aber  das  Gesetzte  befohlen  und  bedingt  ist,  dass  es  da  sein  soll,  so 
ist  es  nicht  pure  Nichts,  sondern  weniger  als  Nichts,  so  viel  w’eniger  als 
Nichts,  wie  viel  es  austrüge,  wenn’s  vorhanden  wäre.  Es  wird  auch  mit 
derselben  Ziffer  angezeigt,  die  so  viel  heisst,  als  wenn’s  vorhanden  wäre, 
doch  mit  dem  Zeichen  Minus  ( — ),  dass  hier  so  viel  weniger  vorhanden 
sei.  Die  Gegenstände  geben  positive,  mithin  alle  Mängel  negative  (priva- 
tive) Zahlen.  Durch  die  Vermischung  beider  entsteht  die  algebraische  oder 
heimliche  Zahl,  womit  die  Algebra,  das  vornehmste  Stück  der  Rechenkunst, 
umgeht^).“ 

„Analytisch  ist  die  Rechnung,  wenn  man  aus  vorgeschriebenera  Werk 
und  Effect  sammt  einigen  Beschaffenheiten  durch  gewisse  Rechenschaften 
einige  andere  Beschaffenheiten  aufsneht  und  sie  als  die  Wurzel  des  Effects 
erfindet,  die  Ursachen  aus  den  Sachen  forscht  und  findet,  woher  dieses  oder 
jenes  so  und  so  Beschaffenes  k«)mme,  wie  doch  das  beschaffen  sei  und  sich 
verhalte,  dass  dieses  Werk  als  sein  Effect  herauskomme,  wie  man  Mittel 
finden  möge,  dass  ein  solches  Werk,  ein  solcher  Zweck  dadurch  erhalten 
werde.  Will  man  eine  algebraische  Gleichung  lösen,  so  muss  man  1)  ein 
gewisses  Zeichen  setzen,  2)  sich  anstellen,  als  ob  das,  was  man  nur  in  Ge- 
danken setzt,  auch  in  der  That  vorhanden  wäre,  3)  das  Gesetzte  so  behan- 
deln, wie  es  die  Umstände  fordern.  Damit  erhält  man  eine  doppelte  Be- 
stimmung des  Effects;  einmal,  wie  er  durch  die  Umstände  gegeben  ist,  und 
daun,  wie  er  aus  dem  Gesetzten  entspringt,  also  eine  Gleichung.  Der  Name 
Goss  für  die  Unbekannte  kommt  her  von  causn*).^^ 

Von  Einzelheiten  ist  etwa  noch  Folgendes  hervorzuheben: 

I.  Bei  der  Subtraction  wird,  falls  die  Stelle  des  Subtrahenden 


1)  Aretologistica  S.  36.  40.  74.  109.  150  ff. 

2)  Von  der  Wirkung  des  Gemüths,  so  man  das  Rechnen  licissl  S.  1;  Areto- 
logistica  S.  78.  80.  81;  Philosophia  matliematica  etc.  S.  99. 

3)  Aretologistica  8.  29 — 31;  De  supputatione  multitudinis  S.  64;  Idea  ma- 
theseos  universae  8.  32. 

4)  Aretologistica  8.  75.  130;  De  supputatione  multitudinis  B;  Von  der  Wir- 
kung des  Gemüths,  so  man  das  Rechnen  heisst  8.  52. 
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grösser  ist  als  die  des  Minuenden,  die  nächste  Stelle  des  Subtrahenden  um 
1 erhöht.  Dass  das  wichtig  ist,  leuchtet  ohne  Weiteres  ein,  denn  es  ist 
(a  .t'*  4"  x"  -f-  . .) 

= ^(rt  — 1)  a:"  -j-  ^ -f"  — {a  x’*  -f"  b'x"~^) 

= ax’*  — {a  -f-  1)  x"  -{-  ar”  -{“  bx”~^  — f/ x”~^  -["•••• 

= [rt  — («  4- 1)]  X"  4-  [(x  4-  6)  — 6'j  x"-i  4- . . 

Dieser  Mechanismus  sollte  das  Borgen  über  Null  verleiten.  Die  Umfor- 
mung dachte  sich  jedoch  Weigel  in  folgender  Art: 

(«X"  4“  bx**~^  4“  • • •)  — {a  X“  //x"~*  4“  • • •) 

= («x"  4“  bx"~^  4“  • • •)  — “I"  1)  — a:"  4“  b' . .] 

= [Vtx"  — («'  4“  1 ) x’*^  4"  [(^  -j-  6)  x"“^  — //x"~4  “!“••• 

Denn  er  sagt;  „Dieser  Nachbar  unten,  weil  er  über  seine  eigne  Forderung 

von  seinem  oberen  auch  noch  eins  zur  Hülfe  hergegeben  hat,  so  muss  er 
billig  um  Eins  mehr  als  sonst  abziehen,  dass  es  gleich  und  recht  zugehe. 
Daher  gilt  er  um  Eins  mehr,  als  wenn  er  seinem  Nachbar  nichts  geliehen 
hätte.“ 

II.  Den  Multiplicator  fasst  ergänz  richtig  als  Zahl,  dem  Multi- 
pli can  den  hingegen  gab  er  den  nichtssagenden  Namen  ,,die  Mahl“.  Die 
erste  Auflösung  der  Multiplicatioii  behandelte  er  in  folgender  Form: 

468 

__  32_ 

116 

82 

124 

128 

14976 

Den  Satz  («  4"  ^ “f"  " ~h  “h  • nannte  er  nach 

dem  Vorgänge  Anderer  rcgula  pigrorum. 

a - ~ {h  - C) 

III.  Den  Satz 4 — "•  . hielt  Weigel  für  eine 

h — c h b — c 

eigne  Entdeckung,  unterliess  es  aber,  ihn  zu  begründen  und  allgemein  aus- 
zudrücken, sondern  benutzte  ihn  für  die  Anwendung  als  „divisor  wc/nns“ 
für  die  Division  mit  99  = 100  — 1,  98  = 100  — 2,  999  = 1000  — 1 , 
998  = 1000  — 2 . .. 

IV.  Die  Ausziehung  der  Quadrat-  und  Cubikwurzel  basirte  er  zwar 
auf  die  Satze 

(a  4“  b)'^  — (i^  ^ ab  b\ 

(a  4”  b)'^  = 3 «'■^6  4"  3 a 4“  ^ 

aber  weder  stellte  er  diese  in  Gleichungsform  dar,  noch  wandte  er  sie  auf 
decadische,  geschweige  denn  auf  allgemeine  systematische  Zahlen  an. 

V.  Die  arithmetische  und  geometrische  Proportion 

a — a = b — b\  a : a = b : b' 
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bezeichnete  Weigel  durch 

a . a a . b‘  , n . a : : b . b\ 
die  Fiindamentalsätze 

rt  -}-  b'  — a b,  a . b'  = a . b 

leitete  er  aber  nach  verschiedenen  Principicn  ab.  Denn  indem  er  für  die 
arithmetische  Proportion 

a — a — X,  b — b'  = X, 

also  auch 

a = a Xy  b'  = b — x, 

mithin 

a b'  = a X b — x = a b 
setzte,  hcätte  er  consequenter  Weise  für  die  geometrische  Proportion 

a : a = z,  b : b'  = z, 

also 


mithin 


/ ,,  « 

a — a Zy  b = —y 


ab'  = a z . — = a' b 


setzen  müssen.  Dagegen  beliebt  ihm  folgende  Ableitung: 

a : a'  = Zy  b : b'  = z , 

• a = a'  z , b = l)  z, 

ab'  = a zb' y a' b = a'b' z, 

folglich 

ab  = a b 

VI.  Die  Addition  der  algebraischen  Zahlen  wird  durch  fol- 
gende Darstellung  abgefertigt 

-f-.3  -|-3  “|-3  4"«  4""  — ^ 

_ 3 _ 5 __  2 —a  — b h 

0 — 2 4-  1 0 4-  («  — 6)  — («  — b) 

Die  Begründung  des  Satzes  a — ( — b)  — a -\-  b lautet:  ,,Von  wem  der 
Mangel  einer  so  grossen  Habe  abgenommen  wird,  dem  wird  so  viel  Hab 
gegeben“. 

VII,  lieber  die  arithmetische  Keihe  stellte  Weigel  folgende  Sätze  auf 

1)  d 4-  2d  4-  3d  4-  . . . 4-  nd  = 


2 


3) 

4) 

3) 


a„  = rt,  4-  («  — 1)  d, 

rt,  = a„  — («  — 1)  d, 
rt„  — rt, 
n — 1 ’ 
a„  — a. 


n 


4"  i> 


bew'ies  aber  nur  den  ersten  durch  das  Schema 
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0 

00 


00  . . . 
0 . . . . 


und  vermochte  sich  nicht  zu  allgemeinen  Formeln  zu  erheben. 

VIII.  Für  die  geometrische  Reihe  wusste  er  nur  den  Satz 

— 1 

«-(-ae-f-  ae^4-  ae^  ....-I-  ae"~^  — a . - 

I • I I g — I 

ohne  eine  genügende  Ableitung  desselben  beibringen  zu  können. 


IX.  Den  Begriff  der  Logarithmen  knüpfte  Weigel  an  die  Reihen 
1,  3,  9,  27,  81,  243,  729,  ... 

0,  1,  2,  3 , 4 , 5 , 6,,  ... 

brachte  es  aber  weder  zu  einer  allgemeinen  Theorie  noch  zur  Benutzung 
des  Potenzbegriffs. 


X.  Die  Art,  wie  er  algebraische  Gleichungen,  und  zwar  nur 
einfache,  auflöste,  mag  folgendes  „Exempel“  veranschaulichen;  „Wird 
einer  Zahl  11  addirt  und  7 von  ihr  subtrahirt,  so  ist  die  Differenz  halb  sogross 
als  jene  Summe. 

Durch  Addition  der  11  kommt  die  Summe  x -|-  11, 

Durch  Subtraction  der  7 kommt  die  Differenz  .r  — 7, 
wenn  dieses  als  die  Hälfte  jenes  ihm  noch  einmal  angesetzt  wird,  kommen 
2x — 14,  welches  jenem  a: 11  gleich  sein  soll.  Ist  also  dieses  die 
Aequation 

2 a:  — 14  =*a:  -}-  H- 

Zur  Reduction  lasst  uns  was  fehlt  bei  jeder  Part  (14)  einer  wie  der  andern 
addiren,  dann  bekommen  gleiche  Brüder  gleiche  Kappen,  bleiben  also  auch 
nach  der  Vermehrung  gleich 

2a:— 14  = a:+ll 
add.  14  = 14 


summa  2 a:  0 = a:  -f-  2,'i 

Nun  sind  2x  einer  einzelnen  mit  dem  Zusatz  25  gleich.  Also  lasst  uns  von 
beiden  gleichen  Parten  a:  snbtrahiren  also 

2 a:  = X -}-  25 
subtr.  X = X 


resid.  x — 25.“ 

♦ 

Im  Allgemeinen  tritt  der  Beweis  in  den  Hintergrund,  wird  oft  wegge- 
lassen und  erscheint  als  Nebensache.  Hierin  liegt  wohl  auch  der  Grund, 
weshalb  Weigel  die  Bedeutung  der  allgemeinen  Arithmetik  nicht  begriff. 


2.  Geometrie. 

Die  Geometrie  bietet  nichts  Bemerkens werthes.  Mit  Ausnahme  von 
ein  Paar  Definitionen,  wie  z.  B.  Aehulichkeit  ist  Identität  ohne  Rücksicht 
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. auf  Quantität,  brachte  er  nichts  Eigentbümliches  zu  Stande.  In  der  Trigo- 
nometrie ist  etwa  nur  der  Satz 

a _ ty  \ {A  -{-  B) 
a — b (g  ^ [A  — B) 

zu  erwähnen. 


4.  Tetractys. 

Da  Weigel  die  Rechenfähigkeit  als  specifisches  Merkmal  des  Menschen 
ansah,  so  forderte  er  consequenter  Weise,  dass  jeder  Mensch,  auch  abge- 
sehen von  dem  practischen  Nutzen,  rechnen  lernte.  Aber  er  musste  wahr- 
nehmen, dass  unter  hundert  Gelehrten  kaum  Einer  hatte  künstlich  rechnen 
lernen  können,  und  forderte  daher,  dass  die  übrigen  das  Versäumte  nach- 
holten, allein  „das  Zehner-Einmaleins  schien  ihm,  wenn  man’s  nicht  in  der 
Jugend  wie  ein  Vogel  im  Nachsingen  lernte,  gar  schwerlich  in  einen  alten 
Kopf  zu  bringen,  zumal  wenn  man  nicht  immer  darüber  liegen  könnte,  son- 
dern andereDinge  mehr  dabei  zu  verrichten  hätte“.  Ersann  daher  darüber 
nach,  wie  auch  noch  alten  Leuten  zur  Fertigkeit  des  Rechnens  verhelfen 
werden  könnte.  Da  er  die  Hauptschwierigkeit  in  dem  Zehner-Einmaleins 
fand,  „durch  dessen  Weitläufigkeit  und  Schwierigkeit  so  viel  Tausend  Leute 
vornehmlich  abgeschreckt  und  zurückgehalten  würden  “,  so  musste  er  eine 
kleinere  Grundzahl  als  Zehn  wählen.  Durch  seine  pythagoreischen  An- 
sichten von  der  Bedeutung  der  Zahlen,  die  er  noch  durch  allerhand  Zu- 
sätze ausschraückte,  wurde  er  bestimmt,  sich  für  die  Vier  zu  entscheiden. 
„Wie  das  schlechte  Eins  nur  ein  Element  der  Anzahl  ist,  also  ist  das  Zwei 
die  Wurzel,  und  das  Vier  ist  die  Zwifel  und  der  »Samen  der  geraden  Zah- 
len ; Drei  hingegen  ist  die  Wurzel  ungerader  Zahlen  und  Sieben  sind  ihre 
Rhasen,  Neun  ist  aber  die  Zwifel  und  der  Samen  derselben.  Zwischen 
welchen  allen  Sechs  das  Gerade  und  Ungerade  vermählt,  weshalb  ihrer 
Theiler  Summe  dem  Ganzen  gleich  ist 

1 . 2 . 3 = 1 -f  2 -f  ;}  = 0 
und  sie  die  erste  Gleichzahl  ist.“  Ausserdem  ist 

1 + 2 + 3 4-  4 = 10, 

und  ist  4 nicht  nur  das  erste  Product  derselben  bei  den  gleichen  Zahlen, 
sondern  auch  die  erste  Zahl,  welche  aus  Gerade  und  Ungerade  zusammen- 
gesetzt ist 

4 = 2 -f  2 = 2 . 2 = 1 -f  3 ==  3 -f  1. 

Ausserdem  glaubte  Weigel  die  Vierzahl  nicht  nur  in  der  Natur,  sondern 
auch  im  Menschenleben  überall  anzutreflen.  „Wir  sind  ohne  absonder- 
liches Bedenken  durch  Anleitung  unserer  Finger  oder  Zehen  als  durch  an- 
geborene Rechcnstäblein , keineswegs  aber  durch  die  Vortreflflichkcit  der 
Zahlen  selbst  dahin  verführet  worden , dass  wir  Alles  an  den  Fingern  ab- 
zählen.“  Aber  selbst  bei  den  Zehnerzahlen  kann  man  die  vier  „Ecknainen 
Eins,  Zehn,  Hundert,  Tausend“  nicht  entbehren.  Das  Volk  hat  das  Beste 
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bereits  vorweg  genommen.  Es  setzt  aus  4 Korn  1 Zoll,  aus  4 Zoll  1 Handbreite 
(palma),  aus  4 Handbreiten  1 Fuss,  aus  4 Fuss  1 Schritt,  aus  4 Schritten 
1 Ruthe  zusammen,  theilt  die  Elle  in  4 Viertel  oder  16  Sechzehntel  und 
misst  damit  jegliche  Grösse;  Tag  und  Nacht  wird  in  4Theile,  die  Stunde 
in  4 Viertelstunden  zerlegt;  die  intensiven  Grössen,  namentlich  die  Ge- 
wichte, werden  nach  der  Vierzahl  gezählt,  Birnen,  Aepfel,  Nüsse  etc.  nach 
Mandeln  (=4.4)  und  Schocken  (=4.4.4).  Das  Volk,  welches  in 
schwierigen  Rechnungen  nicht  geübt  ist,  würde  die  Tetractys  gern  anneh- 
men, wie.Dalecarlier , die  ihr  Kupfer  zu  je  4 und  je  4 Haufen  zählen,  und 
unsere  Bauern  beweisen,  die  nach  Anleitung  der  Natur  mit  4 als  4 Strichen 
in  einer  Fahnen  die  verkauften  Scheffel,  Kannen  etc.  abzählen.“  So- 
mit war  die  Wahl  der  Vier,  „deren  Einmaleins  nur  4 Zeilen  lang  ist,  sobald 
man's  nur  das  erste  Mal  hört  oder  lieset,  auch  von  einem  alten  Manne  voll- 
köramlich  begriffen  und  nach  demselben  gerechnet  werden  kann“,  voll- 
ständig motivirt*). 

I.  Was  das  Numeriren  aulangt,  so  zählte  Weigel  anfangs 

1 Eins  11  Ein  und  vier  21  Ein  und  zwei  vier  31  Ein  und  drei  vier 

2 Zwei  12  Zwei  ,,  ,,  22  Zwei  „ ,,  „ 32  Zwei  ,,  „ „ 

3 Drei  13  Drei  „ „ 23  Drei  „ „ „ 33  Dr 

10  Vier  20  Zwei  vier  30  Drei  vier  100  Secht, 

später  aber  und  zwar  ganz  rationell  in  folgender  Weise 


1 Eins 

2 Zwei 

3 Drei 
10  Erff 


1 1 Ein  und  erft‘ 

12  Zwei  ,, 

13  Drei  ,, 

20  Zwerff’ 


1» 


21  Ein  und  zwerff 

22  Zwei  „ 

23  Drei  ,, 

30  Dreff 


31  Ein  und  dreff' 

32  Zwei  ,,  „ 

33  Drei  ,,  „ . 

100  Secht. 


Für  die  Potenzen  von  4 wählte  er  die  Namen 

1 Eins, 

4  Erft', 

16  Secht, 

64  Schock, 

256  Erft'schock, 

1024  Sechtschock, 

4096  Schockmalschock,  u.  s.  w. 

Die  Addition  geschieht  nach  folgenden  Regeln:  1)  man  zählt  in 
jeder  Verticalreihe  bis  4,  macht,  sobald  man  4 erreicht  hat,  einen  Puuet 
zur  Seite  und  setzt  den  letzten  Ueberschuss  über  4 ins  „Facit“;  2)  man 
zählt  die  zur  Seite  gemachten  Puncte  jeder  Verticalreihe,  setzt  statt  je  4 
derselben  einen  Punct  in  die  dritte  Reihe  nach  links  und  den  Ueberschuss 
in  die  zweite;  3)  man  zählt  die  Puncte  zu  den  bereits  gefundenen  Re- 
sultaten. 


1)  Die  Tetractys  wurde  von  Weigel  behandelt  in  UniversI  corporis  pansophici 
prodromiis;  Tetractys;  Arctologistica. 
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1 2 3.0  2 

2.3.2  1 . 

1  2 3.3 
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Die  Subtraction  bietet  nichts  Eigenthümliches  dar.  Die  Multipli- 
cation  setzt  das  Einmaleins 

12  3 

2 10  12 

3 12  21 

voraus  und  wird  wie  in  folgendem  Schema  ohne  Weiteres  ersichtlich  ist 
ausgeführt: 

3 2 1 0 3 2 

1 2 3 
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Ist  der  Quotient  ‘j.jiQ'pr  ~ d bestimmen,  so  bildet  man  die 


Multipla 


1 d = 1 . 321032  = 321032 


2d  = 2 . 321032  = 1.302130 
3d  = .3 . 321032  = 222.3222 
und  hat  dann  ohne  Weiteres 

.3210.32)  120020322  = 123 
3210.32 
2131112 
1.302130 
222.3222 


2223222 

0 

Dazu  dachte  Weigel  einen  Mechanismus  aus,  welchen  er  folgend ermassen 
beschreibt:  ,,Den  Divisor  schreibe  stracks  auf  ein  klein  Brieflein,  neben 
ihn  zur  liechten  setze  sein  Gedoppeltes  und  nächst  sein  Dreifaches,  so 
hast  du  das  Divisionsinstrument  fertig.  Hierauf  lege  das  Brieflein  unter 
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den  Dividenden  und  siehe  zu,  ob  dessen  erste  Zahlen  von  der  Linken  zur 
Rechten  dem  einfachen  Divisor  oder  dem  zweifachen  oder  dem  dreifachen 
gleich  ist,  so  dass  nichts  fehle,  wenn  auch  nichts  oder  etwas  übrig  bleibt, 
so  hast  du  stracks  den  Quotienten  1 , 2 oder  3 , den  schreibe  dorthin , den 
einfachen  oder  mehrfachen  Divisor,  welcher  also  nächstes  da  begriffen, 
ziehe  ab  von  den  Uber  ihm  stehenden  Zahlen  des  Dividenden  : so  ist  die 
erste  Operation  richtig.  Rücke  den  Divisor  oder  dessen  Doppel-  und 
Trippelquantität  um  eine  Stelle  fort  gegen  der  Rechten  und  verfahre  wie 
vorhin.^' 

Die  Reduction  der  dccadischcn  Zahlen  auf  tetradische  geschieht 
durch  fortgesetzte  Division  mit  64.  Ist  z.  B.  die  Zehnerzahl  6576819  in 
eine  Viererzahl  zu  verwandeln  , so  hat  man 

(54  C4  Ü4  64 

6576829 1102762^1 605^25 
64  64  128  00 

176  387  325  ^ 

128  384  320 

488  3G2  “5 

448  320 

402  42 

384 
189 
128 
61 

verwandelt  die  Reste  25,  5,  42,  61  in  dreizifferige  tetradische  Zahlen 

25  = 1 . 16  -f  2 . 4 -I-  1 = 121, 

5 = 0.16  1 . 4 — |—  1 = 011, 

42  = 2 . 16  4-  2 . 4 + 2 = 222, 

61  = 3.16  4-  3.4  -1-  1 = 331 , 

und  erhält  darnach  die  Reihe  der  Ziffern  der  verlangten  Zahl.  Doch  legte 
Weigel  auf  diese  Reduction  wenig  Gewicht,  denn  sie  setzte  ja  das  Zehner- 
einmaleins voraus,  sondern  entwarf  Tafeln  der  dccadischcn  und  tetradi- 
.schen  Zahlen,  so  dass  der  Rechner  in  derThat  nur  bis  4 zu  zählen  brauchte. 

Nicht  nur  die  „Tetractys“,  sondern  auch  den  schon  erwähnten  divisor 
vicinuSf  sowie  die  Begriffe  der  negativen  Zahl,  des  Raums,  der  Grenze  und 
der  Zeit  hielt  er  für  so  wichtige  hhitdeckungen,  dass  er  noch  im  Jahre  1690 
mit  dem  Plane  umging,  sie  der  königlichen  Societät  in  London  vorzulegen. 
Gewi.ss  ein  Beweis,  wie  wenig  er  sich  um  das,  was  bereits  geleistet  worden 
war,  bekümmert  hatte'). 


1)  Acta  des  Mathem.atici  Weigels  in  dem  8.  E.  Archiv. 
Zoils^^liriri  f.  M:.(h>'tnntik  u.  Physik.  (Su|i|>lcin.) 
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5.  Instrumente. 

Dieselbe  Wichtigkeit  legte  er  auch  den  matliematisclien , astronomi- 
schen, j)hysikalischen  und  technischen  Instrumenten  bei,  welche  er  erfun- 
den, und  zählte  sie  bei  jeder  passenden  und  unpassenden  Gelegenheit 
auf’)..  Die  raatheniatischeii  Instrumente  sind  nun  folgende: 

1)  „I\Iicro<jofiioscopium,  Minutenraesscr,  Ist  eine  Regul  auf  den  Winkel 
messenden  Instrumenten  als  auf  Quadranten,  Sextanten  und  dergleichen 
angebracht,  also  da.ss  inan  mit  einem  mässigen  Quadranten , der  von  einer 
einzigen  Person  zu  handhaben  ist,  so  viel,  wo  nicht  mehr  verrichten  kann, 
als  mit  dem  grossen  Tychonischen,  welcher  durch  Hülfe  vieler  Handlanger 
hat  müssen  aufgerichtet  werden.  Zum  grossen  Vortheil  und  Ersparung  von 
Unkosten.“ 

2)  ,,Ein  schlechter  Visirstab.“ 

.3)  ^^Abacus (U'ithmcticus.  Ist  ein  Vortheil,  die  Fortiticationstabellen  ohne 
Rechnen  auf  allerlei  Längen  zu  reduciren,  und  ist  eine  jedwede  Länge 
dadurch  genau  zu  fortificiron.“ 


•C.  Nutzen  der  Mathematik. 

Die  Mathematik  enthält  nach  Weigel  die  vier  Hauptstellungen,  worauf 
das  ganze  menschliche  Leben  beruhet:  die  Nahrung  und  Oekonoinie,  die 
Kunst-  und  Handwerke,  die  Handelsgeschäfte,  die  Kriegführung. 

„Der  bürgerlichen  Nahrung  und  Oekonomie  giebt  die  Mathematik  An- 
leitung zu  vortheilhafter  Disposition  des  Haus-  und  Stadtwesens,  zu  ge- 
nauer Ermessung  und  Eintheilung  an  Hab  und  Gut,  des  Jahres  und  Tages, 
zur  Anstalt  vor  Feuersgefahr,  vor  Wasser-  und  Wetterschaden,  zu  nütz- 
lichen Wasserleitungen  zur  Reinlichkeit  und  Zierde  in  Städten  und  Häusern, 
wie  auch  zu  ehrbaren  und  gemeinnützigen  Belustigungen  zumal  der  Jugend, 
vornehmlich  aber  zur  Angewöhnung  aller  häuslichen  und  bürgerlichen  Tu- 
genden vermittelst  arithmetischer  und  geometrischer  Lehrübungen,  dadurch 
eine  kluge  und  dabei  fromme  Welt  erzogen  wird.“ 

,,Dem  Handel  hilft  die  Mathematik  nicht  allein  mit  der  Rechenkunst 
und  Buchhalterei,  in  der  gleiclisam  die  Form  des  Handels  besteht,  sondern 
auch  mit  der  Wissenschaft  von  allerhand  Manufacturen,  womit  die  meisten 
Geschäfte  zu  thun  haben,  und  bekommen  also  die  so  nützlichen  Com- 
mercien  im  gemeinen  Wesen  sowohl  die  Form  als  die  Materie,  gleichsam 
Seele  und  Leib  von  der  Mathematik.“ 

„Was  sie  den  Kriegsführungen  für  Anweisung  und  Vortheil  gebe, 
bezeuget  die  Fortification  und  die  dazu  gehörigen  Exercitien  mit  mehreren.“ 
,,Wie  sehr  ein  Volk,  das  keine  Mathematik  treibt,  im  Nachtheil  gegen 


1)  Wir  foljren  vorzugsweise  einem  besonderen  Anlinngc  der  Pliilosopliia  inn- 
thematiea  tlicologia  naturalis  solida,  welcher  deutsch  geschrieben  ist. 
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ein  solches  ist,  welches  sich  mit  ihr  beschäftigt,  beweisen  die  Mcxicaner 
und  Peruaner,  welche  den  Europäern  unterliegen  mussten  ’).“ 

Vor  Allem  hob  Weigel  das  Rechnen  hervor.  „Die  Rechnungsarten 
finden  sich  bei  der  Wirkung  und  im  Leben  von  selbst,  ohne  sorgsames  Be- 
sinnen. Denn  alle  Werke  Gottes  sind  nach  Mass,  Zahl  und  Gewicht  in 
schöner  Harmonie  geschallen  und  ist  kein  Thun  ohne  Rechnen.  Wo  Eins 
zum  Andern  sich  gesellt,  da  wird  addirt;  wo  Eins  von  der  Gesellschaft  ab- 
kommt, da  wird  subtrahirt.  Wenn  Einerlei  zu  gleichen  Vielheiten  fort- 
wächst, da  wird  multiplicirt;  wenn  solcher  Haufen  in  seine  Theile  zer- 
schlagen wird,  da  wird  dividirt.  Wenn  Eins  zum  Andern  sich  so  anschicket, 
als  es  der  Zweck  erfordert  oder  die  Regel,  das  Muster,  das  Mass,  so  wird 
proportionirt.“  Anwendung  des  Rechnens  findet  sogar  statt,  wo  mau  sich 
nicht  ausdrücklich  darauf  besinnt.  „Wenn  Speise  zu  Speise  in  den  Magen 
eingeschluckt,  und  ein  Stück  nach  dem  andern  aus  der  Schüssel  vom  An- 
gerichteten abgezogen  wird,  so  ist  dort  addirt,  hier  subtrahirt.  Wenn  Einer 
Schritt  für  Schritt  fortgehen  muss,  um  zu  sehen,  wie  lang  der  Weg  sei,  so 
multiplicirt  und  dividirt  man.  Wenn  sich  Etwas  wendet,  so  wird  ein  Kreis- 
bogen addirt  und  subtrahirt.  Gott  wirkt.  Alles,  was  er  in  der  Zeit  wirkt, 
nach  den  Rechnungsarten,  z.  B.  wenn  er  die  Zeit  giebt,  wobei  alle  Rech- 
nungsarten sind*).“ 

Dies  Alles  lässt  sich  noch  hören,  aber  geradezu  in’s  Abenteuerliche 
verfiel  Weigel,  indem  er  dem  Rechnen  einen  beinahe  allmächtigen,  sitt- 
lichen Einfluss  zuschrieb.  ,,Die  Rechnungsarten  führen  an  sich  die  Tugen- 
den gewissermassen  in  verjüngtem  Massstabe  bei  sich,  denn  cs  giebt  kein 
Rechnen,  welches  nicht  tugendhaft  geübt  werden  müsste;  die  Kunst- 
rcchnung  ist  lauter  Tuge ndübung.  Wer  z.  B.  dividirt,  ist  andächtig, 
und  da  er  den  Quotienten  selbst  nicht  weiss,  so  hebt  er  gleichsam  seine 
Augen  auf  und  bittet  damit,  dass  der  Herr  der  Wahrheit  ihn  zu  der  ge- 
suchten, aber  annoch  verborgenen  Wahrheit  leiten  wolle.  Er  erkennt  dabei 
die  Schwachheit  des  Gemüths  und  traut  dem  Scheine  nicht,  sondern  trägt 
ihn  obgedachtem  Herrn  der  Wahrheit  vor  und  bittet  damit  zu  entscheiden, 
ob  er  recht  gcrathen,  denn  ihm  habe  der  Herr  der  Wahrheit  durch  gewisse 
von  ihm  aufzusuchende  Vorwahrheiten,  nämlich  durch  die  Jedermann  in’s 
Herz  gedrückten  Primwahrheiten  oder  schon  vorher  berechneten  Grund- 
wahrheiten Bescheid  gegeben.  Stimmt  der  Schein  mit  den  Vorwahrheiten 
überein,  so  ist’.s  getrotfen,  und  vor  Freude  zum  Zeugniss  der  erlangten 
Weisheit  springt  das  Herz;  wo  nicht,  so  lässt  sich’s  der  Rechner  gar  nicht 
verdriessen,  sich  von  ganzem  Herzen  zu  bekehren,  anderweit  etwas  Näheres 


1)  Die  Fried  und  Nutz  bringende  Kunstweisheit.  Jena  1773.  It.  3.  It.  4;  Ein 
Wasserschatz.  Jena  1671.  A.  2;  Vorstellung  der  Kunst-  und  llaud-Worke.  .lena 
1672.  S.  91. 

2)  Von  der  Wirkung  des  Oemiiths,  so  man  das  Rechnen  heisst.  S.  2—6. 
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zu  erwählen  und  also  zu  probiren , bis  es  trifft.  Wir  lernen  beim  Rechnen 
mit  Wissen  und  Willen  keinen  Punct,  geschweige  denn  mehr,  vergebens, 
(viel)  "Weniger  zum  Betrug  in  iinserem  'rimn  mit  cinzuschiebeu , sondern 
gleich  und  reclit,  und  nicht  zu  viel  und 'nicht  zu  wenig  zu  thun,  genau  doch 
auch  recht  zu  handeln,  arbeitsam,  geduldig,  sparsam  und  haushältig  zu  ver- 
fahren und  mit  unserem  Nachbar  friedsam  und  verträglich,  auch  beliülflich 
umzugehen , welches  Alles  bei  Gelegenheit  des  Rechnens  und  Messens 
durch  anmutliige  Erinnerung  als  lebhaft  vorgestellt  und  den  Kindern  ange- 
wühnet  werden  kann.  — Wenn  man  die  Tugend  üben  und  kein  Laster  be- 
geben will,  so  muss  man  rechnen  und  zwar  scharf  rechnen,  kurz  nicht  allein 
die  Einnahme  und  Ausgabe,  nicht  allein  den  Inhalt,  sondern  auch  die 
Zielung,  Kehrung,  Wendung  bei  dem  Thun  und  Lassen,  man  muss  nicht 
allein  die  Inhaltsrechnung,  sondern  auch  die  Zielungsrechnung  können; 
ja  man  muss  diese  Rechnung  nicht  nur  können,  sondern  man  muss  sie  auch 
anwenden  und  zwar  gern  anwenden  und  darnach  thun.  Durch  das  Rech- 
nen lernen  die  Kinder  Muss  und  Weise  in  allem  'riiun  und  also  auch  im 
Sittenthun  bescheiden  und  die  Tugend  üben.“ 

„Das  Rechnen  wird  nicht  vom  Gemüth  pa.ssiv  geübt,  d.  h.  nicht  vom 
leidenden  Verstände,  sondern  als  freithütig  und  zwar  bezogen  auf  die 
Bilder  des  thätigeu  Verstandes  oder  auf  die  Dinge.“ 

„Durch  das  Rechnen  lernt  man  nicht  allein  erkennen,  dass  die  Gebote 
Gottes  ohne  Ausnahme  gelten,  sondern  man  lernt  sich  auch  hüten,  etwas 
Grosses  zu  begehen,  sehr  zu  sündigen.  Und  wenn  man  Etwas  begangen 
hat,  so  lernt  man  cs  beim  Rechnen  bekennen  und  den  Vorsatz  der  Besse- 
i*ung  fassen^).“ 

„Durch  die  Specics  werden  ausgeübt  und  angewöhnt 

1)  die  Liebe  zur  Weisheit,  philomathia ^ eine  Faser  von  der  Wurzel 
aller  gemeinen  Tugenden,  daraus  die  andern  alle  unausbleiblich  als  Zweige 
erwachsen.  Denn  man  entschliesst  sich  zum  scharfen  Rechnen  nicht  aus 
Muthwillen  , es  wird  auch  Niemand  eine  falsche  Zitier  in  die  Zifferzeil  mit 
Fleiss  verfügen  und  hincinpartiren,  da  sonst  Mancher  öfters  ein  z"weideutig 
Wort  zum  Mittel  einer  Schlussrede  einschiebt,  seinen  Gegenpart  dadurch 
zu  fangen,  zu  betrügen,  sondern  er  entschliesst  sich  zu  dem  Zilferiechnen 
aus  lauter  Liebe  zur  Weisheit,  man  will  gern  wissen  oder  sich  weisen  las- 
sen, was  für  ein  Facit  aus  gegebenen  Posten  komme,  zunächst  nur,  dass 
man  es  kenne,  den  Verstand  damit  erbaue,  dass  man  die  Gewissheit  einer 
sonst  verborgenen  Wahrheit  sehe  und  mit  rechter  Rechenschaft  ein  Stück 
der  Weisheit  gleichsam  bei  sich  selber  zeugen  und  Erkenntniss  dessen 


1)  Von  der  Wirkung  des  Gemüths,  so  man  das  Rechnen  heisst  § 15;  Un- 
m.-issgeblichc  inatlicmati.schc  Vorschläge,  betreffend  einige  Grundstücke  des  ge- 
meinen Wesens.  Jena  IG82.  II.  § 6;  Extractio  radicis  S.  3.  5.  11;  Rolle  der  Schul- 
lastcr  S.  15.  16. 
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haben  möge,  es  mag  solche  Erkenniniss  angewendet  werden,  wo  man  sic 
will.  Da  denn  nie  erhöret  worden,  dass  ein  Zifferrcchner  jemals  einige  Bc' 
rechnung  angestellt  und  sich  vorgenommen,  einen  Andern  mit  dem  Facit 
zu  betrügen,  d.  h.  ein  falsches  Facit  zu  erfinden  und  herauszubringen.  Ja 
cs  kann  nicht  sein,  denn  sonst  würde  sich  ein  Rechner  selbst  betrügen,  weil 
das  Facit  zunächst  auf  den  Rechner  geht,  dass  dieser  ohne  Falsch,  gewiss 
und  richtig  messe,  was  die  Posten  geben , da  sonsten  in  dem  Wörterrech- 
neii  in  den  Schulen  ordentlicher  Weise  die  Declamanten  einer  dieses 
Thema  und  der  andere  sein  Gegeutheil  aufs  Scheinbarste  zu  defendiren 
und  zu  behandeln  angewiesen  werden,  unter  welchen  doch  eins  falsch  sein 
muss,  dadurch  man  keineswegs  den  Willen  zu  dem  Guten  wie  bei  dem 
Zifferrechnen  präpariret. 

2)  Bedachtsamkeit,  considcratiUa.  Denn  wie  bedenkt  man  sich  beim 
Addiren,  Subtrahiren,  Multipliciren  und  besonders  beim  Dividiren,  dass 
man  auch  auf  das  erste  Mal  nicht  weit  abschreiten,  sondern,  wo  nicht  gänz- 
lich, so  doch  beinahe  treffen  möge.  Und  wenn  man  gleich  die  Kunst  des 
Dividirens  wohl  inne  hat,  und  den  Verstand  darin  schon  recht  erbaut,  so 
übereilt  man  sich  doch  nicht,  die  schon  erlangte  Weisheit  anzubringen, 
sondern  mau  verfährt  bedachtsam,  sieht  sich  um  und  lernt  damit  auch  überall 
vorsichtig  handeln,  practicirt’s  in  der  geringen  Gattung  des  Objects,  in 
Ziffern:  warum  sollte  man  dadurch  sich  nicht  gewöhnen,  auch  in  wichtige- 
ren Sachen  die  Bedachtsamkeit  auszuüben,  wenn  mau  nur  liebreich  und  in 
treuen  Worten  des  Oeftern  erinnert  wird. 

3)  Sittsamkeit,  modeslia,  indem  nur  gegen  das  Thier,  das  nicht 
rechnen  kann,  eine  gewisse  Ueberhebung  entsteht,  aber  nicht  gegen  die 
Mitschüler,  welche  ebenfalls  rechnen  können.  Zwar  rechnen  nicht  alle 
gleich  fertig,  aber  wenn  auch  der  Eine  etwas  besser  rechnet,  so  hält  doch 
Jeder  jeden  Andern  auch  für  einen  Rechner,  so  dass  also  durch  das  Rech- 
nen die  Gemüther  zu  rechtschaffener  Liebe  des  Nächsten  verbunden  und 
aus  Feinden  leichtlich  Freunde  werden.  Das  Rechnen  hält  den  Dünkel, 
dass  man  Viel  wisse,  fern,  denn  es  zeigt,  wie  viel  Realien  gelernt  werden 
müssen  und  wenige  davon  begriffen  werden  können. 

4)  Gleichmüthigkcit,  aer/uanimitas.  Denn  obgleich  das  Addiren,  Sub- 
trahiren, Multipliciren  gleich  ein  geringes  Werk  ist,  dass  man  sich  schämen 
sollte  da  zu  fehlen  und  den  Fehler  zu  bekennen,  so  erkennt  man  doch  die 
menschliche  Schwachheit  auch  bei  dem  geringsten  Thun  und  schämt  sich 
nicht  zu  bekennen,  denn  man  fehlt  nicht  gern  und  geschieht  der  Fehler 
nicht  aus  Vorsatz  *). 


1)  Die  vollständige  Darstellung  der  einzelnen  Tugenden,  mit  welchen  das 
Rechnen  ,, verübet“  wird,  findet  sich  in  .\ristologistica  S.  185  ff.  Wir  citiren  da- 
her nur  die  Stellen,  in  welchen  Weigel  dasselbe  oder  Aehnlicbes  vorbringt;  Rolle 
der  Schnllastcr  S.  11.  18.  .'{5. 
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.*))  Sanftmuth,  mausiictudOy  Vergnügung,  uutarkia^  Geduld,  patienday 
Herzhaftigkeit,  fortitudo.  Die  beiden  ersten  haben  schon  Grund  in  gewis- 
sen Rechnungsarten,  z.  B.  bei  der  Bruchrechnung  und  Algebra,  womit  auch 
die  Tapferkeit  herrlich  abgebildet  wird , wenn  die  Gleichungen  endlich  bis 
auf  Null  getrieben,  ihre  beste  Lösung  daselbst  haben ‘).  Besonders  aber 
die  Geduld.  Denn  bei  den  Ziffern  lernt  man  sitzen,  wenn  es  auch  ein 
mUssiger  Vagant  sonst  wäre.  Wie  nun  langes  Sitzen  frischen  Leuten,  zu- 
maleu  Kindern  eine  Qual,  ein  Schmerz  ist,  das  Zifferrechnen  diesen  aber 
eine  sonderliche  Lust  und  Freude  macht,  wenn  sie  ein  Facit  treffen  und 
errathen  lernen,  da  sie  so  gern  Rathens  spielen  (z.  B.  Spitzlein  oder  Knöpf- 
lein, Gerade  und  Ungerade),  so  sind  sie  denn  zufrieden,  ob  sie  gleich  be- 
schwerlich sitzen,  sic  gewöhnen  sich,  ein  leiblich  Uebel  dem  Gemüthe  zum 
Besten  auszustchen  und  lernen  eine  Unannehmlichkeit  nicht  wie  die 
Uobrigen  als  ein  Unglück  zu  nehmen,  sondern  als  ein  freudiges  Thun,  als 
eine  Lust  und  als  ein  Spiel.  Die  Lust  beim  Rechnen,  Zeichnen  und  Aus- 
messen bringt  sic  zur  Geduld  mit  Freuden,  so  dass  sie  viele  Stunden  nach 
einander  arbeiten. 

Die  Tapferkeit  wird  angeeignet  durch  die  Wui*zelausziehung.  Denn 
hier  soll  man  dividiren  und  hat  doch  keinen  Divisor,  man  muss  sich  also 
in  das  Nichts  hinein  wagen,  um  einen  Divisor  zu  tinden,  der  die  Wurzel 
ist,  daraus  der  Leib  als  das  Product  entstanden.  Nämlich  du  bist  Erde  und 
von  der  Erde  und  also  musst  du  wieder  zur  Erde  werden.  Wenn  cs  nun 
sein  muss,  so  wag  man’s  frisch,  dass  man  das  Product  aus  solcher  Wurzel 
wieder  erbaue  und  zur  Freud  einführen  lassen  könne,  da  das  Product  viel 
klärer  aus  der  Wurzel  producirt  wird,  als  es  vor  der  Extraction  gegeben 
worden.  Man  bedenke  nur,  woher  der  Leib  entstanden  sei,  so  wdrd  man 
dessen  'J’od  sich  nicht  befremden  lassen.  Lebt  doch  unsere  Seele  allezeit 
und  wird  nicht  mit  dem  Leibe  zerstört,  sondern  sie  steigt  nur  vom  Pferde, 
das  unter  ilir  erschossen  oder  umgefallen  ist,  und  dient  dem  grossen  Herrn 
der  Heerschaaren  nunmehr  als  Engel  ohne  Leiblichkeit  gleichsam  zu 
Fuss  etc. 

6)  Die  Sprochtugeuden:  Gesprächigkeit,  fi/fabililaSy  Scherzhöflichkeit, 
urbanUuSy  Verschwiegenheit,  lacilurnilas y Wahrhaftigkeit,  vcracitas.  Wie 
man  durch  die  Sprechkunst  lieblich  reden,  durch  das  liebliche  Reden  (weil 
man  sicli  sodann  selbst  gern  hört)  schwatzen,  durch  das  Schwatzen  plau- 
dern, plappern,  trösclien,  Schnappern,  nattern,  keifen,  beissen  lernt,  und 
sich’s  leicht  angewöhnt,  so  lernt  man  durch  das  Rechnen  schweigen, 
denn  man  ist  gern  stille,  wenn  man  rechnet,  sonst  verdirbt  man’s,  wie  man 
denn  auch  einem  Stummen  alle  Zifferrechnung  lehren  kann. 

Besonders  ist  die  Wahrheit  dem  Zitier  rechnen  eigen,  denn  da  muss 
Alles  wahr  sein,  was  man  über  vorgegebene  Posten  spricht.  Man  gewöhnt 

1)  Von  der  Wirkung  des  Gemüths,  so  man  das  Keuhiien  heisst  § 19.  8.  22. 
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sich  zu  der  Wahrheit  durch  die  Zifferrechnung  so  sehr,  dass  man  auch  her- 
nach nicht  leichtlich  lügen  kann.  Ein  Rechner  als  solcher  kann  mit  Willen 
auf  kein  falsches  Resultat  hinarbeiten,  selbst  wenn  cs  auf  das  Böse  gerichtet 
wäre.  Das  Rechnen  geht  eben  auf  den  Rechner,  das  Sprechen  aber  auf 
den  Hörer,  daher  kann  es  leicht  geschehen,  dass  initEleiss  unwahr  gespro- 
chen wird.  Der  Sprecher  spricht  nur,  was  er  zuvor  gedacht,  spricht  also 
nichts,  als  was  er  will,  ein  Rechner  aber  findet,  was  er  vorher  noch  nicht 
gewusst  und  ist  streng  an  das  Resultat  gebunden'). 

7)  Sparsamkeit,  parsimonia.  Sparsam  ist  der,  welcher  das  Seine  zu 
Rathe  hält.  .Nun  hat  aber  ein  Zifferrechner  zunächst  nichts  als  Ziffern. 
Diese  halt  man  beim  Zifferrechnen  so  zu  Rathe , dass  man  vergebens  keine 
in  die  Zeile  zu  schreiben,  keine  auszugeben  oder  auszulassen  sich  gewöhnt. 
Und  weil  die  Sparsamkeit  durch  gute  Ordnung  dessen,  was  man  hat,  be- 
fördert wird,  dergleichen  bei  dem  Zifferrechnen  ist,  womit  verursacht  wird, 
dass  mit  gar  wenig  Ziffern  eine  grosse  Vielheit  hergestellt  werden  kann. 

8)  Emsigkeit,  seihililas.  Der  Fleiss  ergiebt  sich  von  selbst  bei  dem 
Zifferrechnen.  Denn  da  sitzt  man  oft  viel  Stunden  nach  einander,  etwas 
auszurcchnen  und  lässt  nicht  nach  bis  man’s  gefunden.  Und  dabei  gewöhnt 
man  sich  zum  Fleiss  auch  anderweit. 

9)  Mässigkeit  und  Nüchternheit,  frwjalHas  und  sobrielas.  Denn  wenn 
man  beim  Addiren  nicht  mehr  darf  in  die  Summe  bringen,  als  man  durch 
Subtraction  der  Posten  von  der  Summe,  dass  nichts  übrig  bleibt,  wieder 
nehmen  kann,  so  soll  man  nicht  mehr  in  den  Magen  füllen  oder  zu  sich 
nehmen,  als  die  Zehrkraft  cousumiren  kann,  wenn  sie  von  einem  Mal  zum 
andern  subtrahirt  oder  abzieht. 

10)  Keuschheit,  caslHas.  Wenn  den  Kindern  das  Fressen,  Saufen, 
Naschen,  Schlucken  verleidet,  und  sie  von  der  Leibeslust  ab  und  zur  See- 
lenfreudo  angewöhnt  worden  bis  die  Jahre  der  Geilheit  ihres  angeborenen 
Thieres  kommen , ist’s  nur  halbe  Mühe,  dieselben  auch  in  diesem  Stücke 
zur  Tugend  durch  die  Rechnung  zu  gewöhnen.  Denn  sie  wissen,  dass  man 
nicht  eher  darf  multipliciren,  bis  man  das  Addiren  und  Subtrahiren  gelernt 
hat,  d.  h.  dass  man  in  seinem  Stande  so  viel  addirt  (erworben)  hat,  als 
beim  Haushalten  täglich  muss  subtrahirt  werden,  so  dass  auch  nach  unserem 
Tode  zum  Dividiren  für  unsere  Erben  noch  etwas  übrig  bleibe. 

11)  Die  Geberdentugenden : Stellhöflichkeit , Gleichberdig- 

keit,  comifas'),  Anständigkcitrfece«^/«  ^),  Schamhaftigkeit,  verecundia.  Denn 
w ie  die  Ziffern  alle  nett,  gleichsam  geputzt  geschrieben  als  in  schöner  Ord- 
nung, als  in  Gliedern  und  Reihen  neben  und  hinter  einander  vorgestellt 

■<  .....  ■ ■ • 

1)  Von  der  Wirkung  des  üemUths,  so  man  das  Rechnen  heisst  S.  13. 

2)  ,,Dass  man  sicli  eines  Hauses  oder  Landes  oder  Freundes  sonst  unschul- 
diger Weise  gefallen  lässt,  so  lange  man  da  ist,  dass  man  ihm  zu  Ehren  auf 
solche  Weise  mitmacht.“ 

3)  „Bei  Grossen  heisst  die  Tugend  Ernsthaftigkeit,  gravitns.^'’ 
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werden  luiiäseu,  so  kann  man  die  Kinder  leichtlicli  damit  bedeuten,  dass 
sieb  auch  die  Meuschen  gegen  einander  so  bezeigen  müssen,  dass  sie  nicht 
wie  Hunde  und  Katzen,  Schweine  und  dergleichen  durch  einander  unge- 
berdig  laufen,  sondern  rittermiissig,  wie  die  lütter  und  Soldaten,  Ordnung 
halten  müssen. 

12)  Hie  AÖecteutugenden.  Denn  Jeder,  der  mit  rechnet,  muss  Jeden 
für  einen  Menschen  halten  und  die  Lcutseligheit  hitmanilus  üben,  weil  ein 
Mensch  ist  animaium  rationale^  ein  mit  Rechenschaft  begabter  Lebling. 
Dazu  kommt  bencvulcnlia^  die  Wohlwolligkeit.  Denn  man  sieht  es  trefflich 
gern,  wenn  mehr  als  einer  rechnet,  weil  man  keiner  andern  Probe  bedarf, 
als  die  sich  bei  so  Vielen  selber  giebt.  Denn  wenn  Viele  mit  einander  rech- 
nen, jeder  heimlich,  jeder  fiir  sich,  bringen  aber  Alle  oder  doch  die  Mei- 
sten und  Besten  eben  ein  Product,  so  ist’s  nahe  bei  der  Wahrheit  und  Ge- 
wissheit. Wer  nun  einem  einen  Vortheil  thut,  den  hat  man  lieb  und  will 
ihm  wohl,  also  muss  die  Benevolenz  durch  das  Rechnen  angewöhnt  werden. 
Welches  aber  auch  von  der  Eintracht  zu  gedenken,  dass  oft  sonst  wider- 
wärtige Köpfe,  die  einander  Feind  gewesen,  wenn  sie  in  Collegiis  die 
Zifferrechnung  mit  einander  ausgeübet,  daher  Gelegenheit  bekommen,  von 
freien  Stücken  wieder  Freund  zu  werden.  Denn  mau  kann's  nicht  lassen 
bei  dem  Zifferrechnen , der  Eine  muss  den  Andern  au-  und  nachfragen,  ob 
er  einerlei  Product  mit  ihm.  Da  zieht  denn  bald  die  Einigkeit  der  Rech- 
nung die  Gemüthseinigkeit  nach  sich.  DicRathgebigkeit  und  Folgeleistung, 
obsequentia,  kann  nicht  besser  als  durchs  Rechnen  angewöhnt  werden. 
Denn  wie  alle  Rathserfindung  ohnedies  nichts  ist,  als  eine  Rechnung,  so 
lässt  sich  Einer  bei  der  Zifferrechnung  von  dem  Andern  gern  rathen, 
schämt  sich  nicht  zu  folgen.  Denn  die  Probe  giebt’s,  dass  der  Rath  gut 
und  die  Folge  richtig  sei. 

1.3)  Die  Werktugenden  bekommen  ihi  Mass  und  ihre  Weisung  durch 
das  Rechnen').  Die  Gerechtigkeit  hat  ihren  Sitz  in  der  Rechenkunst.  Die 
Gutthätigkoit,  bcncficienliu^  wird  beim  Subtrahiren  klar  gemacht,  da  man  oft 
borgen  muss,  und  ist  der  Nachbar,  ob  er  gleich  viel  höher  ist,  dennoch  alle- 
zeit parat,  auch  ohne  Zins  etwas  hcrzuleihen.  Durch  das  Proportioniren 
wird  eingeflösst  und  angewöhnt  die  Liebe  zum  gemeinen  Wesen  und  der 
gerechte  Wandel  in  demselben,  denn  beide  beruhen  auf  Harmonie  und 
Proportion.“ 

„Daher  muss  ein  Rechenkind  ganz  unvermerkt  und  lieblich,  gleichsam 
im  Schlafe  zur  Fertigkeit  der  Tugend  in  kleinem  Massstabc  gelangen. 
Dieser  kleine  Massstab  wird  bei  zunehmendem  Alter  von  selbst  immer 
grösser  und  zuletzt  vollkommen,  wenn  nur  der  Rechenlehrer  nicht  vergisst, 
den  Kindern  die  Tugendübung,  welche  unvermerkt  im  Rechnen  liegt,  zu 
entdecken  und  dieselbe  auch  sonst  auf  die  in  der  Schule  vorfallenden  Thä- 


1)  Von  der  Wirkung  des  Guniüths,  so  man  das  Itechuen  heisst  S.  23.  24. 
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tigkeiten  und  Vorrichtungen,  auf  das  Leben  der  Schale  wie  in  einem  Staate 
anzuwenden.  Denn  wenn  man  diesen  Nutzen  des  Rechnens  verschweigt, 
und  das,  was  dem  kleinen  Massstabe  nach  bekannt  ist,  nicht  immer  auf 
Grösseres  anwendet,  so  koinrat’s,  dass  ein  erwachsener  Rechenknabe,  ja 
mancher  Rechenmeister  ausser  seinem  Rechnen  sich  ganz  unrechenmässig 
und  untugendhaft  bezeigt.^* 

Nimmt  man  zu  diesem  practischen  und  pädagogischen  Nutzen  der 
Mathematik  noch  hinzu,  dass  Weigel  in  ihr  die  deutlichsten  und  richtigsten 
Principien  und  in  ihrer  Vernachlässigung  eine  „Schwächung  wo  nicht  gar 
Zerreissung  des  gesammten  Wissenschaftsbaues“  erblickte,  so  ist  es  erklär- 
lich, dass  er  fort  und  fort  für  die  Verbreitung  mathematischer  Kenntnisse 
thätig  war.  Er  forderte,  dass  Mathematik  in  allen  Schulen,  auch  in  den 
niedrigsten,  getrieben  würde  und  zwar  nicht  jcjunc,  sondern  usualilcr  zum 
Nutzen  des  gemeinen  Wesens,  dass  das  alte  eialzco\‘'^ 

beachtet  und  dass  ,,  nicht  leichtlich  ein  Universitätsprofessor  angestellt 
würde,  der  nicht  die  so  friedsarae  mnthesin  EuclUleum  gutes  Theils  begritfen 
habe“  ’).  Die  Vernachlässigung  der  vier  freien  Künste  und  besonders  die 
der  Arithmetik  und  Geometrie  hielt  er  für  eine  Hauptursachc  des  Verfalls 
der  deutschen  Schulen  und  der  deutschen  Wissenschaft.  Die  Schulen  ver- 
fielen, „als  die  vier  freien  Künste,  die  Aritlimetik  oder  Rechenkunst,  die 
Geometrie  oder  Ziel-  und  Wendekunst,  die  Astronomie  oder  Weltkunst, 
die  Musik  oder  Harmoniekunst  aus  den  Kinder-  und  Knabenschulen  ver- 
trieben wurden,  bis  auf  die  Vocalmusik  und  bis  hie  und  da  aufs  Rechnen, 
welches  auf  einer  sonderlichen  und  verächtlichen  Bank  noch  für  die  ge- 
duldet wurde,  welche  nicht  studiren  sollten,  und  nicht  einmal  die  rechte 
Rechenkunst  und  Weisheit  war.“  Er  hielt  es  für  die  Pflicht  seiner  Profes- 
sion, für  die  Einführung  der  Mathematik  in  die  Schulen  und  für  ihre  För- 
derung zu  wirken,  und  errichtete  seine  Jugend-  und  Tugendschule,  um  in 
ihr  den  grossen  pädagogischen  Nutzen  der  Mathematik  zur  Anschauung  zu 
bringen Der  Widerstand,  welchen  er  bei  seinen  Collegcn  und  den  Re- 
gierungen fand,  war  wohl  die  Haupturs.aebe,  weshalb  seine  Bemühungen  im 
Ganzen  ohne  erheblichen  Erfolg  blieben. 

III.  Astronomie. 

Wenn  man  von  der  Gcoscopia  Sdeuitarum  absieht,  so  begann  Weigel 
seine  schriftstellerische  Thätigkeit  in  der  Astronomie  im  Jahre  1G61  mit 

1)  Acta  des  Malheraatici  Weigels  ctc.;  Vorstelliiiig  der  Kun.st-  und  Hand- 
Werke  S.  110. 

2)  Idea  totius  cucyclopacdiae  math.  phil.  Jenae  1671.  S.  288;  Fortsetzung 
des  liiinmelszeigcrs  S.  40.  41;  Unmassgebliclie  inatheinatischo  Vorschläge,  betref- 
fend einige  Grundstücke  des  gemeinen  Wesens.  Jena  1682.  II,  § 3 — §5.  Zugabe; 
Von  der  Wirkung  des  Gemiiths,  so  man  das  Hechnen  heisst;  Acta  des  Malhema- 
tici  Weigels  etc. 
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dem  Himinelsspiegel.  Die  Ai’mseligkeit  seiner  Mathematik  gestattete  ihm 
nicht,  sich  zu  den  höheren  Problemen  der  Wissenschaft  zu  erheben,  und 
wo  seine  Mathematik  ausreichtc,  versperrte  er  sich  den  Weg  zur  richtigen 
Erkenntniss  durch  seine  Theologie.  Die  Welt  war  ihm  vorzugsweise  „ein 
»Schauplatz  der  Werke  Gottes  und  ein  herrlicher  Palast,  in  dessen  Mittel- 
puuete  Gott  der  Allmächtige  dem  Menschen  eine  Stelle  cingeräumt  hat, 
von  der  aus  er  dieses  aus  Nichts  erschaffene  künstliche  Werk  rings  umher 
beschauen  und  seinen  Schöpfer  dadurch  erkennen,  fürchten  und  lieben 
lernen  möge.  Der  Himmel  ist  des  Geistes  wegen  da  und  steht  um  die  Erde 
als  ein  fest  geschlossenes  Gewölbe  mit  unzählig  vielen  Sternen  und  güldenen 
Buckeln  geziert’).  Der  Himmel  giebt’s  augenscheinlich  und  sonnenklar  zu 
verstehen , was  wir  auf  deutsch  gereimt  zu  sagen  pflegen 

Alles,  wfts  wir  liiiben, 

13rs  sind  Gottes  Gnbcn. 


Zwar  nicht  mit  Worten  giebt’s  der  Himmel  zu  verstehen,  er  lässt  uns  auch 
selten  seine  Donner  in  die  Ohren  gellen,  aber  er  macht  Mienen,  als  wollte 
er  mit  uns  reden,  als  ob  die  Sternlichter  eitel  feurige  Zungen  wären.  Denn 
die  Sterne  ziehen  schön  geputzt  in  ihrer  Ordnung  auf  und  winken  alle  mit 
subtilem  Blinkern.  Die  Sonne  scheint  so  helle  und  sticht  uns  so  heiss  auf 
die  Haut,  dass  auch  die  Blinden  aufraerken  müssen.  Der  Mond  verstellet 
gar  oratorisch  sein  Gesicht  und  wendet  es  bald  da  bald  dorthin , dass  ein 
Jeder  wohl  daran  vermerken,  sehen,  fühlen  und  empfinden  mag,  er  habe 
uns  etwas  Wunderbares  und  höchst  Wichtiges  mitzutheilen  und  vertraulich 
zuzubringen.  Der  Himmel  macht  ein  Heergeschrei  und  ruft  mit  vollem 
Halse  so  vieler  Tausend  Gottes-Söldner , grosser  und  kleiner  Sterne,  nicht 
allein  die  Atheisten  zu  gewinnen,  sondern  auch  die  Träumenden  und  Un- 
achtsamen zur  fieissigen  Besinnung  aufzumurttern.  Mich  däucht,  ich  höre, 
was  der  Himmel  ruft,  indem  er  oft  concertenweis,  oft  im  gesammten  Chor, 
oft  auch  einstimmig,  wie  jetzt  durch  des  ungemeinen  Sterns,  des  Kometen 
grausame  Bassstimme  intonirt  und  spricht;  Bedenke  doch,  oMensch,  dass  du 
das  morgende  Leben  noch  nicht  habest“*).  Dieser  theologische  Anstrich 
passto  vielleicht  auf  die  Kanzel,  aber  nicht  in  ein  Lehrbuch  der  Astrono- 
mie, sondern  musste  hier  alle  höhere  Auffassung  im  Werden  ersticken. 
Schon  die  allgemeine  Weltauffassung  war  mindestens  eine  leichtsinnige, 
denn  er  hielt  das  Universum  für  eine  Kugel,  weil  es  von  Innen  als  solche 
erscheine,  wenigstens  erblickte  er  hierin  einen  Wahrscheinlichkeitsbeweis. 
Eben  so  sonderbar,  um  nicht  zu  sagen  leichtsinnig,  beantwortete  er  die 
Frage  von  der  Bewohnbarkeit  der  Sterne  in  Bezug  auf  den  Mond  dahin, 
es  widerspräche  zwar  nicht  der  göttlichen  Allmacht  und  der  Vernunft,  dass 


1)  Fortsetzung  des  Himmelsspiegels.  Jena  16(>5.  S.  1.  2;  Himinelszeiger.  Jena 
1C>81,  S.  3. 

2)  Fortsetzung  de»  Himmeläzeigcrs  S.  2ü. 
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der  Mond,  wenn  auch  nicht  Menschen,  so  doch  Bewohner  hätte,  welche  die 
Werke  Gottes  betrachteten  und  bewunderten,  aber  cs  wäre  der  heiligen 
Schrift  zuwider,  nach  welcher  das  Menschengeschlecht  von  Adam  ab- 
stammte, die  Erde  und  nicht  den  Mond  bewohnte,  und  die  Sterne  zum 
Dienste  des  Menschen  bestimmt  wären.  Sein  Schluss  war  daher,  cs  sei 
überflüssig,  mit  der  Laterne  des  Diogenes  Menschen  anderwärts  als  auf  der 
Erde  zu  suchen’).  Noch  mehr  werden  wir  den  verderblichen  Einfluss  der 
Theologie  im  Einzelnen  wiedorlinden. 

1.  Sternbilder  und  Namen. 

Die  Namen  der  Sternbilder  waren  Weigel  wiegen  ihres  heidnischen 
Ursprungs  ein  Greuel.  Für  die  aus  der  heiligen  Geschichte,  von  Schiller*) 
vorgeschlagcncn  Namen  konnte  er  sich  jedoch  nicht  entscheiden.  Dagegen 
stimmte  er  Schickard^)  bei,  welcher  die  alten  Sternbilder  mit  biblischen 
Personen,  Gegenständen  und  Verhältnissen  in  Beziehung  brachte  (Him- 
mclsspiegel). 

,, Statt  der  alten  mchrenthcils  abscheulichen  und  fabulosen  Bilder,  w^omit 
die  Poeten  den  sonst  reinen  Himmel  beschmitzt,  und  der  abgeschmackten,  so 
gar  garstigen  Possen,  wollte  Weigel,  dass  Gottes  und  der  klugen  Menschen 
Werke,  Ordnungen  und  Thaten  am  Himmel  betrachtet  würden.“  Da  nun 
der  Himmel  zu  dem  Erstem  ohne  unser  Zuthun  anreizt,  so  blieb  ihm  nur 
übrig,  die  menschlichen  Angelegenheiten  an  den  Himmel  zu  bringen.  Er 
wählte  die  Wappen  der  Potentaten.  Diese 'jeder  höheren  Idee  bare  Wahl 
lässt  sich  nur  daraus  erklären,  dass  er  eben  so  w'ic  seine  Zeitgenossen  in 
dem  von  Luther  erfundenen  oder  wenigstens  auf  die  Spitze  getriebenen 
Dogma  vom  Unterthanenverstande  befangen  >var.  Denn  er  besass  eine 
ziemliche  Portion  Devotion  gegen  die  Grossen  dieser  Welt,  und  nahm  so- 
gar an  den  Planeten  „ein  Exempel,  Avic  die  Unterthanen  und  Diener  ihre 
Oberherren  respcctircn  und  ehren  sollten“^). 

Aehnlich  wie  die  Sternbilder  ihn  nach  Schickard’s  Anleitung  an  die 
heilige  Geschichte  erinnerten,  so  nach  Kiccioli  die  Planeten  an  die  7 Engel 
der  Offenbarung. 


2.  Das  Sonnensystem. 

Weigel  erkannte  ganz  w'ohl,  dass  die  grossen  Gesclnvindigkeiten  der 
Himmelskörper  hei  ihrer  täglichen  Bewegung  höchst  auffällig  Avären , sah 
ein,  dass  die  ctAvaigen  Mondbewohner  nichts  von  der  Axondrehung  ihres 
AVohnpIatzes  spüren,  sondern  die  Bew’egung  der  Sonne  zuschreiben  wür- 


1}  Qcoscopia  Solouitarum. 

2)  Coelum  stcllatuin  Christianum  Aug.  Vind.  1627. 

3)  Astroscopium  Ulm.  1659. 

4)  öpeculum  urauicum;  Der  europäische  Wappenhimniel. 
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den,  ja  er  suchte  sogar  a priori  zu  beweisen,  dass  sich  die  Erde  bewegte 
und  machte  auf  das  keplersche  System  als  das  aufmerksam,  durch  welches 
die  Schwierigkeiten  des  ptolcmäischen  beseitigt  würden,  aber  dennoch  hielt 
er  in  Anbetracht  der  Bibellchro  dafür,  ,,dass  mau  hierin  als  in  natürlichen 
und  für  die  Seligkeit  gleichgültigen  Dingen  keinen  gewissen  Schluss 
machte“,  verwies  auf  das  eigne  Nachdenken  *)  und  folgte  seinerseits  dem 
Ptolemäus. 

Diese  Widersprüche,  welche  Weigels  Astronomie  drückten,  scheinen 
ihm  selber  nicht  den  mindesten  Kummer  verursacht  zu  haben.  Dass  er 
sich  nicht  zu  Kepler  erheben  konnte,  mochte  zum  Theil  in  der  Ortho- 
doxie Jena’s  begründet  sein;  aber  sicher  nur  zum  kleinsten  Theil,  denn  er 
scheute  in  andern  Dingen  den  Widerspruch  seiner  orthodoxen  Collegcn 
durchaus  nicht  und  musste  sogar  erleben,  dass  ihn  die  Philosophen  nicht 
in  ihrem  ,^coUegio  dulden“  wollten.  Wahrscheinlich  blieb  er  an  Ptolemäus 
kleben,  weil  er  eine  der  Bibellehre  zuwiderlaufendc  Lehre  selbst  für  schäd- 
lich oder  gar  für  falsch  hielt,  denn  er  war  sowohl  bibelfest  als  bibelgläubig. 

Die  Sonne  hielt  Weigel  Tür  eine  glühende  und  geschmolzene  Masse. 
Er  schloss  dies  aus  ihrem  Glanze  und  ihrer  Hitze  und  aus  den  Verän- 
derungen ihrer  Oberfläche,  welche  nichts  Anderes  als  Aufwallungen  sein 
könnten  *). 

Die  Erde  hat  die  Gestalt  einer  Kugel.  Den  Beweis  dieses  Satzes  fand 
Weigel  in  dem  allmäligen  Sichtbarwerden  oder  Verschwinden  der  Gegen- 
stände, wenn  man  sich  ihnen  nähert  oder  von  ihnen  entfernt,  und  in  der 
Form  des  Erdschattens  bei  den  Mondfinsternissen.  Doch  machte  er  sich 
augenscheinlich  von  dieser  Kugelgestalt  eine  falsche  Vorstellung,  denn 
nicht  nur  sprach  er  von  einem  declivischen  und  einem  acclivischcn  Hori- 
zonte, sondern  bewies  auch  alles  Ernstes,  dass  das  Wasser  Berge,  aber 
keine  Tiefen  bilde  ^). 

Zu  Keplers  Ansicht,  dass  Ebbe  und  Fluth  durch  den  Mond  bewirkt 
würde,  bemerkte  er;  „Man  muss  sehr  krumm  herum  denken,  wenn  man 
innerhalb  24  Stunden,  während  welcher  Zeit  sich  der  Mond  nur  *cin  Mal 
um  die  Erde  bewegt,  zwei  Mal  Ebbe  und  Fluth  bekommen  soll“  und  stellte 
dagegen  die  folgende  Theorie  auf:  1)  Die  Sonne  kommt  in  24  Stunden 
ein  Mal  um  die  Erde  herum  und  erwärmt  in  den  Tropengegenden  die  Luft 
und  das  Wasser.  2)  Durch  die  Wärme  steigt  das  getroffene  Stück  der  Luft 
viel  höher  als  die  ringsherum  liegende  Luftmasse,  in  geringerem  Grade 
auch  das  Wasser.  3)  Die  nach  und  nach  so  aufgerührte  Luft  giebt  einen 
beständigen  Ostwind.  4)  Der  Gang  der  fortrollenden  Luft  treibt  das  Was- 


1)  ,Si)cculuin  uranicunj;  Geoscopia  Sclcnitaruni ; Penduium  ex  Tetracty  de- 
ductum.  JenaC  lC74;  Cosmologia.  Jenae  1G80.  I>.  4. 

2)  Fortsetzung  des  IHninielsspiegels  l‘J. 

3)  Cosmologia  .V;  Fortsetzung  des  Hiinmelöspiegcls  S.  87.  91.  92.  96. 
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ser  unter  ihr  aus  der  Stelle.  Dieses  kehrt,  wenn  der  Druck  aufhört,  wieder 
zurück,  das  Meer  schwingt  also  G Stunden  hin  und  G Stunden  zurück,  wo- 
bei sich  bei  der  Wendung  etwa  eine  Viertelstunde,  einschleicht.  5)  Das 
einmal  in  Schwingung  gerathene  Wasser  setzt  min  die  Schwingungen  von 
selber  fort,  ebenfalls  G Stunden  hin  und  G Stunden  zurück  und  mit  einer 
Viertelstunde  Wendung.  Die  vier  Schwingungen  machen  also  mit  der  dop- 
pelten Wendung  2.5  Stunden.  G)  „Ehe  der  letzte  Schwank  aus  und  absol- 
virt  ist,  da  kommt  ihm  nach  24  Stunden  die  Sonne  entgegen  und  drückt 
noch  einmal  westwärts,  der  letzte  Schwank  aber  widerstehet  etwas,  hemmt 
des  Monats  Unterscheids  8.  Theil  und  geht  die  Fluth  nach  2.5  Stunden 
so  viel  schwächer  wieder  westwärts  ein“.  7)  „Des  monatlichen  Unter- 
Rcheids  8 Achtel  werden  in  8 Tagen  aufgehoben  und  so  lange  bringt  auch 
derMond  von  einem  Schein  zum  andern  zu,  da  zeigt  der  Schein  des  Mondes 
die  schwächste  Ebbe  und  Fluth.“  8)  ,,Die  westwärts  drückende  Sonne 
trifft  hierauf  bei  ihrer  Wiederkunft  den  Schwank  des  Meeres  auch  gegen 
Westen  aber  immer  schon  geneigter  und  geneigter  an , dass  in  8 Tagen 
8 Achtel  des  Unterscheids  ini  Schwange  wieder  wachsen.  Da  zeigt  der 
Gegenschein  des  Mondes  die  stärkste  Ebbe  und  Fluth  etc.“,  womit  die  mo- 
natliche Periode  erklärt  sein  soll.  9)  „Dazu  kommt  der  jährliche  Unter- 
scheid zu  Hülfe,  indem  die  Sonne  in  'der  Zona  torrida  stärker  als  daneben 
drückt,  dass  im  Frühling  und  Herbst  grosserer  Unterschied  zu  spüren  ist, 
als  im  Sommer  und  Winter.“  10)  ,,Wie  sich  nun  der  Schwank  zu  dem 
Ufer  wohl  oder  übel  schicket,  so  spürt  man  daselbst  unterschiedene  Ebbe 
und  Fluth’).“ 


.3.  Der  Kalender. 

Am  Eingehendsten  beschäftigte  sich  Weigel  mit  der  Zeit  und  dem  Ka- 
lender und  erw'arb  sich  durch  seine  auf  die  Verbesserung  des  letzteren  ge- 
riciiteten  Bestrebungen  nicht  geringes  Verdienst.  Am  12.  Nov.  1GG3  gab 
ihm  die  Regierung  deiiAuftrag,  die  ,,Oonformationis-  oder  Mittel-Calender 
Jacobi  Elrodii“  zu  begutachten.  Nachdem  er  „denselben  mit  allem  Fleissc 
durchgelesen  und  nach  den  chronologischen  principiis  überleget,  befand  er: 
1)  das  Werk  ist  „der  Form  nach  ziemlich  ohsenr  und  das  Fundament  mei- 
stens versteckt“,  2)  es  steht  dem  gregorianischen  Kalender  nach.  Um 
seine  Ansicht  zu  begründen , arbeitete  er  den  Zeitspiegel  aus  und  schickte 
am  9.  März  1GG4  einen  Auszug  aus  demselben  an  den  Herzog,  „bis  der 
vollständige  Tractat  auf  E.  fürsll.  Durchlaucht  gnädigsten  Consens  vermit- 
telst eines' Verlegers  zum  Druck  befördert  iverden  möchte“'^).  Er  selbst 
entschied  sich  für  den  gregorianischen  Kalender  mit  der  Modification , dass 


1)  ITimniclszcigcr  .S.  30  JV. 

2)  Acta  (Ic.s  Mathcmatici  Weigel«  etc. 
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der  Vollmond  nach  dom  Friihlingsäquinoctium  und  dieses  selbst  astrono- 
misch festgestellt  würden  '). 

Der  Himmel  ist  ein  Eichtungs-  und  ZeitinstrOment.  In  beiderlei  Hin- 
sicht sehr  nützlich  und  nothwendig'^);  besonders  aber  als  Zeitinstrument. 
„Denn  Zeit  wird  nicht  mit  der  Einheit  der  Maligkeit  gemessen , denn  der 
Wechsel  wird  sogar  geschwind  verübt,  dass  mau  die  kürzeste  Wahrung 
eines  Males  als  das  Mass  der  Zeit  nicht  haben  kann.  Dieses  giebt  der  Hirn, 
mel,  die  grosse  selbstumgehendo,  selbstzählende  und  selbstschnappende 
Lebcnshaspel.  Der  wickelt  selber  auf  und  zählt  die  Wickel,  ja  die  klein- 
sten Währungen  davon;  die  zählt  er  mit  Verrückung  seiner  Sterne,  sonder- 
lich der  Sonne  und  des  Mondes,  zeiget  jede  ganze  Wickelung  mit  sicht- 
barer Abwechselung  des  Lichtes  und  der  Finsterniss,  wir  heisscn’s  Tag 
und  Nacht.  Er  fährt  im  Aufwickcln  hin  und  her  und  macht  Gebinde,  Zah- 
len, Strähnen,  heissen  Wochen,  Monate,  Jahre.  Ja  der  Himmel  meldet 
auch  die  Zahl  der  Jahre,  zeichnet  sie  mit  Finsternissen,  Adspecten  und 
Planeten,  rechnet  selbst  und  setzt  das  Facit  allemal  zur  Schau  vor  Augen. 
Und  Gott  muss  die  Umdrehung  des  Himmels  selber  ausführen,  der  unbe- 
schreiblich grosse  Herr,  bei  dem  selbst  kein  Unterschied  der  Zeit  sein  kann, 
der  alle  Augenblicke  zugleich  und  auf  einmal  allen  Völkern,  diesen  hier 
ihr  Morgonbrod  und  Frühstück,  andern  dort  eben  dazumal  das  Mittags- 
csson,  weiter  andern  eben  damals  das  Vesperbrod  und  aber  andern  eben 
dazumal  die  Abendkost  darreicht  und  giebt:  die  übrigen  lässt  er  schlafen 
und  bereitet  ihnen  unterdessen  Speise“^). 

Damit  haben  wir  in  Gedanken  die  Reise  um  die  Erde  in  Aeqnator- 
richtung  gemacht  und  werden  an  den  Tag  Gewinn  oder  Verlust  erinnert, 
den  eine  solche  mit  sich  bringt.  AVeigel  machte  dieses  Verhältniss  in  fol- 
gender Weise  anschaulich:  ,,Wenn  zwei  Schiffe  von  demselben  Orte,  das 
eine  gegen  Abend,  das  andere  gegen  Morgen  reisen,  so  müssen  sie  auf 
halbem  Wege  einander  begegnen  und  daselbst  jedes  schon  die  Hälfte  eines 
Tages  zur  Differenz  am  ersten  Orte  bei  sich  führen,  das  eine  Schiff  einen 
halben  Tag  zu  wenig,  das  andere  zu  viel.  So  grüsset  nun  ein  Schiff’  am 
Sonntag  mit  geputzten  I’assagieren , das  andere  dankt  mit  ungeputzten 
Passagieren  in  schwarzen  Krausen  am  Samstag“  ’). 

ln  Bezug  auf  die  Zeitrechnung  und  den  Kalender  herrschte  bei  den 
Zeitgenossen  Weigels  grosse  Unwissenheit.  „Wie  der  gemeine  Mann  — 
klagte  er  — der  von  der  Rechnung  nichts  weiss,  so  ist  wer  unter  den  l^rie- 
stern,  der  die  Ostern  nach  dem  Cyclus  abzählet  und  nicht  in  dem  Kalender 
suchet?  Wie  viel  sind  aber  unter  den  Kalonderschreibern , welche  die 
Ostern  nach  der  Rechnung  und  nicht  nach  den  Ephemeriden  in  den  Kalen- 

1)  Zeitsi)icgel  S.  i)6  ff.;  llinnnelszcigcr  .S.  17. 

2)  Ilimniclszcigcr  S.  9.  10. 

.‘1)  Fortsetztiiig  dos  llimmclszcigcrs  S.  17  — 19,  20  — 2rj. 

■1)  Zeitspiegel  S.  7C, 
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der  setzen V Es  trauen  die  Kalendermacher  dem  Astronomen,  der  die 
Ephemeriden  gemacht,  die  Priester  verlassen  sich  auf  die  Kalender,  der 
gemeine  Mann  fastet  und  feiert,  wie  cs  ihm  der  Priester  von  der  Kanzel 
verkündigt.  Das  ganze  wichtige  Werk  der  christlichen  Fest-  und  Feier- 
tage beruht  also  auf  einem  einzigen  gelehrten  Manne,  der  die  Ephemeriden 
ausarbeitet  und  nach  den  Cyclen  die  Festtage  mit  angiebt,  Ilat’s  dieser 
wohl  getroffen,  so  treffens  die  Kalenderschreiberauch;  hat  er  irgend  ge- 
fehlt, so  fehlen  alle  haufenweise.“  Nicht  mit  Unrecht  hielt  er  dafür,  dass 
solche  Unwissenheit  dem  deutschen  Volke  zur  Schande  gereichte.  ,,Die 
Türken  lernen  ihre  stets  veränderliche  und  wunderbarliche  Mondjahre 
nicht  nur  nach  Tagen , sondern  auch  nach  Stunden  und  Minuten  ausrech- 
nen.“ Eben  so  die  Perser.  „Die  in  Kunstsachen  sonst  so  dumme  Juden 
begreifen  und  berechnen  ihren  Festkalender  gar  wohl.  Diese  ungeschick- 
ten Völker,  die  nicht  Latein  gelernt,  können  in  ihren  Schulen  die  astrono- 
mische Rechnung  begreifen  und  wir  Gelehrte,  die  wir  die  lateinische 
Sprache  bis  in’s  zwanzigste  Jahr,  die  Logik  aber  bis  in’s  dreissigste  studi- 
ren,  sollten  ihnen  hierin  nicht  gleichkommen?  Möchten  wir  doch  lieber 
Grammatik  und  Syntax,  Tcrenz  und  Plautus  daran  geben  und  uns  unter- 
dessen mit  der  Muttersprache  nächst  der  Tugendlehie  den  rechten  Grund 
zur  Wissenschaft  und  zu  den  Kunsterfindungen  in  fähigen  Jahren  aneig- 
nen, damit  unsere  studirten  Leute  bis  ins  hohe  Alter  nicht  unwissender 
bleiben  als  jene  Völker,  welche  kein  Latein  gelernt  haben*).“ 

Ganz  besondei-8  war  Weigel  über  die  beim  „Pöbel“  — und  was  war 
damals  nicht  „Pöbel“?  — so  leicht  verfangende  „Wahrsagerei“  der  Kalen- 
der erbittert.  „Die  ganze  Arbeit  der  Kalendermacher  besteht  in  dem  Pro- 
gnosticiren  oder  auf  deutsch  Wahrsagen  oder  noch  besser  deutsch  Lügen. 
Und  dabei  ist  der  Betrug  ganz  offenkundig.  In  dem  Capitel  vom  Kriege 
lichten  sie  sich  nach  den  Avisen,  in  dem  Capitel  von  den  Krankheiten  er- 
zählen sie  bisweilen  alle  Beschwernisse  vom  Kopf  bis  auf  die  Füsse,  darun- 
ter zum  Wenigsten  allemal  eins  treffen  muss.  Im  Capitel  von  allgemeinen 
Zufällen  stelleivsie  Alles  auf  Schrauben  und  helfen  sich  damit,  dass  wenn 
Etwas  an  einem  Orte  nicht  eintrefie,  es  für  den  andern  gelte  etc.  Zuer.st 
fing  man  mit  dem  Wetter  an,  als  dies  aber  toleriret  wurde,  ging  man  weiter, 
und  sic  haben  von  Krieg  und  Frieden,  von  allerlei  Bündnissen,  von  Ver- 
änderungen der  Länder  und  Königreiche,  vom  Fall  und  Wach.sthum  hoher 
fürstlicher  Häuser,  von  Tugend  und  Laster  der  Potentaten,  von  hunderter- 
lei dergleichen  Glücks-  oder  Unglücksfällen  und  höchst  nachdenklichen* 
leider  willkürlichen,  mehr  ihre  nur  aus  bloscr  Muthmassung  mit  Vorwand 
dieses  oder  jenes  unschuldigen  Adspects  also  ungescheut  herausgetio.ssenen 
Wahrsagungen  dem  ausgeschriebenen  Jahrbuchc  angeschmitzet.  Sie 
streuen  wider  Iiohe  Potentaten,  Staaten,  Länder,  Städte,  Nationen  und  Ge- 


1)  Zeitspiejfcl  .S.  80. 
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8chlecht(M-  schimpfliche  Pasquille  aus  und  bemänteln  sie  mit  dem  Deckel 
des  unschuldigen  Himmels“  und  bringen  die  Mathematik  in  Misscredit'). 

Ebenso  eiferte  Weigel  dagegen,  dass  neben  den  Namen  der  Heiligen 
so  viel  ,,Kinderludeln , Drudcnfüsse,  Bartscherlein,  Lassköpflein,  Pillen- 
pünctlein  und  dergleichen,  wie  auch  viele  Sybillensprüche  im  sogenannten 
LUgenfelde  angesetzt“  wurden. 

Er  verurtheilte  die  Wahrsagereien  schon  aus  dem  Grunde,  weil  die 
Kalender  „allgemeine  ehrbare  bürgerliche,  ja  geistliche  Kirchenbücher“ 
waren,  noch  mehr  aber  wegen  ihres  äusseren  und  inneren  Schadens.  Jenen 
machte  er  durch  folgendes  Beispiel  anschaulich;  „Einer,  der  im  Kalender 
las,  die  Schafe  würden  gut  stehen  und  tragen,  kaufte  zu  seinen  wenigen 
Schafen  noch  viele  hinzu“,  musste  aber  erleben,  dass  eine  bedeutende  Zahl 
derselben  hinwegstarb.  „Auf  sein  Befragen  erhielt  er  die  Antwort,  der- 
selbige  Kalender  wäre  auf  Nürnberg  und  nicht  auf  Leipzig  eingerichtet,  da 
hätte  er  seine  Schafe  hintreiben  sollen.“  Der  innere  Schaden  war  ihm 
ganz  handgreiflich.  „Denn  ist  der  Kalender  mit  dergleichen  gar  albernen, 
bisweilen  sehr  erschrecklichen  Betrügereien  bis  oben  angefüllt  und  ausge- 
stopft, hin  und  wieder  mit  nachdrücklichen  Sprüchen  aus  Gottes  Wort,  wie 
bei  den  Zaubereien  zu  geschehen  pflegt,  dadurch  die  Einfältigen  desto  eher 
versichert  werden  können,  so  ist  es  kein  Wunder,  wenn  die  einfältigen 
Leute,  welche  solches  Buch  täglich  in  Händen  haben  und  darin  zu  lesen 
pflegen,  ganz  und  gar  abergläubig  und  abgöttisch  werden,  und  daher  bei 
liebkosenden  Adspecten  als  sicher  und  stolz  zu  Üeppigkeit  und  unbändigen 
Tumultuiren  sich  neigen,  bei  gefährlichen  aber  als  furchtsam  und  schüch- 
tern die  Hände  sinken  lassen^).“ 

Zwar  war  die  Redensart  gäng  und  gebe:  „Du  lügst  wie  ein  Kalender- 
machcr“,  wahrend  man  diesem  die  Antwort  in  den  Mund  legte : „Ich  mache 
den  Kalender,  aber  Gott  das  Wetter“,  aber  die  Verrohung  des  dreissig- 
jährigen  Kriegs  hatte  den  Aberglauben  eher  befestigt  als  geschwächt,  und 
ganz  richtig  bemerkte  Weigel:  ,,Von  den  Wahrsagungen  triflt  erst  eine 
von  tausend  plumpsweise  ein“,  aber  gerade  über  diese  ist  die  Verwunde- 
rung so  gross,  dass  die  übrigen  neunhundertneunundneunzig  gar  nicht  in 
Betracht  kommen;  die  Leute  sehen  doch  im  Kalender  nach,  „ob  Krieg 
oder  Friede  sein  würde,  wenn  man  auf  die  Freite  gehen  sollte,  welche  Po- 
tentaten in  Correspondenz  treten  würden,  wie's  den  Weibern  oder  den 
Männern,  den  Geistlichen  oder  den  Martialisten , den  Kaufleuten  oder 
‘Künstlern,  den  Alten  oder  Jungen  der  Zeit  ergehen  würde,  ob  die  Eheleute 
würden  Friede  oder  Zank  haben,  und  was  der  Teufel  hin  und  her  thnn 


1)  Zcitspicfrel  S.  77.  84.  89.  90;  Fortset/.unp  des  Ilinimclsspiegels.  .Icna  lOG.'). 
S.  111;  Kurzer  Kntwiirf  des  Mittels  zur  erspriesslichen  Aufnnhme  aller  Kunst- und 
Iland-Wcrke,  .Jena  1081.  I. 

2)  Zeitspiojrel  S.  87.  88.  89.  91  ; J'^ortsetzung  des  ITiinmelszeigers  S.  45. 
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würde“;  war  doch  nach  Weigels  Berichte  noch  1654  Folgendes  möglich: 
Für  dieses  Jahr  war  eine  „giftige  Sonnenfinsterniss  prognosticiret“  wor- 
den. Die  Leute  drängten  sich  in  ihrer  Angst  haufenweis  zu  den  Predigten 
und  Betstunden,  genossen  Sonntags  vorher  das  heilige  Abendmahl  und 
suchten  sich  durcli  mancherlei  Mittel  „vor  dem  Gifte  der  zukünftigen 
Schwärze  solcher  Finsterniss“  zu  schützen,  so  dass  ,,fast  kein  'Bljeriak  m<‘hr 
zu  bekommen  war“.  Mit  Zittern  und  Zagen  wartete  man  der  Dinge,  die.  da 
kommen  sollten,  aber  cs  geschah  nichts,  als  dass  die  Finsterniss  ihren  üb- 
lichen Verlauf  nahm  und  den  Leuten  nichts  übrig  blieb,  als  sich  zu  ärgern 
und  sich  gegenseitig  auszulachen.  Die  Leipziger  Studenten  beschlossen  in 
ihrer  Erbitterung,  einen  gerade  anwesenden  Kalendermacher  am  hellen 
Mittage  mit  Fackeln  oder  Laternen  heimzuleuchten  und  „anstatt  der  aus 
<ler  dicken  Luft  herabgefallenen  Vögel  mit  etwas  Anderem  zu  tractiren, 
wie  die  Charte^lko  meldete“.  Dalicr  ist  Weigels  Polemik,  sowie  seine  popu- 
läre Behandlung  der  astronomischen  (Chronologie  und  der  Astronomie  über- 
haupt nicht  gering  anzuschlagen. 


Als  seine  belehrenden  und  strafenden  Worte,  nichts  fruchteten,  wandte 
er  sich  1GH2  an  den  Reichstag,  dem  er  die  Verbesserung  dos  Kalenders 
dringend  ans  Herz  legte  und  zur  Besorgung  der  astronomischen  Rechnung 
und  des  Kalenders  überhaupt  ein  ^^Colleyittm  Artis  (■onsullonitn^^  vorschlug. 
Dieses  Collegium  sollte  nach  späteren  Vorschlägen  aus  ‘JO  Mann  bestehen 
und,  ausser  für  Astronomie,  für  die  Ilebnng  der  Künste  und  Handwerke 
thätig  sein  ’).  Er  erlebte  aber  weder  die  Einführung  des  verbesserten  und 
,,vou  Wahrsagerei  gesäuberten“  Kalenders,  noch  die  Errichtung  eines  Cul- 
Iryii  Artis  (Umsüllorum ^ denn  er  starb  ’)  am  21.  März  IGJMt,  während  der  Be- 
schluss zur  Einführung  des  verbesserten  Kalenders  erst  am  2,‘l.  September 
desselben  Jahres  gefasst  wurde,  die  Kalender- Wahrsagerei  noch  heute 
nicht  ganz  verschwunden  ist,  und  das  genannte  Collegium  in  Weigels  Sinne 
nie  zu  Stande  kam. 


Bemerkenswerth  ist  seine  nationale  und  pädagogische  Auffassung  der 
Sache.  Wenn  man  seine  Vorschläge  annähme,  so  würde  — wie  er  meinte 
— ,,der  Ehrenglanz  des  Lande.s  von  Beschinitzung  gesäubert,  die  chaldäi- 
.schen  Baalshöhen  abgethan,  der  Rauchaltar  Melechet  abgebrochen,  Gottes 
Zorn,  der  wider  allgemeinen  Aberglauben  heftig  ist,  verhütet  und  das  Mittel 
zum  (ledeihen  der  Kunst-  und  Handwerke,  worauf  eines  guten  'Theils  die 
Wohlfahrt  eines  Volkes  beruht,  gefunden  sein“.  Wenn  aber  ,,der  Kalender 
nicht  von  Abgötterei  und  Aberglauben  gesäubert“  würde  und  das  ,, über- 
mässige Sprechen  in  den  Schulen“  fort  bestände,  so  wäre  jede  Schulver- 


1)  Ktirzer  Entwurf  etc.  I,  II  ; Acta  des  Matlieinatici  Weigel.s  etc. 

2)  Günther  Lehens.skizzen  etc.  S.  181. 

ZoilM'liria  r.  .MallK'nuilik  ii.  i'hyslk. 
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besscrung  unnütz;  denn  „Gott  will  haben,  dass  die  Menschen  keine  Aber- 
glauber,  sondern  liech ner  seien  und  rechenschaftlich  Alles  thun,  auch  end- 
lich liechcnschaft  von  Allem  geben  sollen“'). 

4.  Die  Kometen. 

Vor  Weigel  bestand  die  Meinung,  dass  die  Kometen  wie  überhaupt 
neue  Sterne  nur  nach  Zusammenkünften  und  Gegenscheinen  entständen. 
Obgleich  er  nun  wusste,  dass  diese  Kegel  nicht  mit  der  Erfahrung  überein- 
stiinmte,  so  gab  er  sie  doch  nicht  ohne  Weiteres  auf,  sondern  suchte  die 
Ausnahme  dadurch  zu  motiviren,  dass  der  Himmel  die  Materie  aufsparte. 

Nach  Weigels  Lehre  entstehen  die  Kometen  aus  Dunstmassen,  w’elchc 
von  den  Weltkörpern  ausströmen.  „Die  Zusammenfahrung  geschieht  etwa 
ans  Antrieb  der  vorangegangenen  Adspecten  oder  sonst..  Kommen  die 
Thcile  näher  zusammen,  so  fangen  sie  die  Sonnenstrahlen  auf  und  reflecti- 
ren  dieselben;  die  meisten  jedoch  gehen  hindurch:  die  feineren  Theil- 
chen  folgen  ihnen,  wie  man  in  den  dunkeln  Kammern  sehen  kann,  und 
bilden  den  Schweif.“  Daher  scheint  der  Komet  durch  steten  Ausfluss  ver- 
zehrt zu  werden^). 

Die  Materie  wird  von  der  Erde  und  dem  Himmel  geliefert.  Von  jener 
„gehen  schwefelige  und  salpeterigc  Dunsttheile  aus,  weil  sie  ihrer  Beschaf- 
fenheit nach  mehr  als  die  andern  an  getrieben  und  gleichsam  von  den 
Sonnenstrahlen  gelocket  werden.  In  ihrem  Eifer  fahren  sie  über  die 
nicht  4 Meilen  hohe  Luftscliale  hinaus  in  den  weiten  Himmelsraum  und 
bleiben  dort  bis  sie  mit  andern  Theilen  zusammengerathen  und  einen  Ko- 
meten bilden“.  Der  Komet  vom  Februar  1G61  hatte,  wie  Weigel  mit 
grosser  Dreistigkeit  behauptete,  wenn  auch  nicht  seine  ganze  Substanz,  so 
doch  den  grössten  Theil  derselben  von  der  Erde  entlehnt,  da  die  grosse 
Bewegung  der  Luft  16G0  und  besonders  der  ,, grausame  Wind  am  O.Decem- 
ber  unfehlbar  Dunststäiiblcin  in  den  Himmelsraum  entführen  musste“.  Der 
Komet  von  16G5  dagegen  stammte  aus  der  Sonne,  denn  da  es  in  diesem 
.Jahre  keine  Sonnenfiecken  gab , so  mussten  die  Dünste  in  den  Weltraum 
hinausgetrieben  worden  sein.  Diese  beiden  Kometen  ,,vcrriethen  auch  sonst 
ihren  Ursprung.  Jener  war  von  schwachem  Lichte  und  nur  4 Tage  sicht- 
bar, gleichsam  als  ob  er  von  der  Erdkugel  «allein  nicht  genug  Materie,  lange 
zu  stehen  und  sich  prächtig  sehen  zu  lassen,  hätte  bekommen  können“; 
der  letztere  dagegen  „war  grösser,  heller  und  stand  länger  am  Himmel“. 


1)  Kurzer  Entwurf  etc.  II.;  Gnmdmässige  Auflösung  des  militar-Problcmatis, 
warum  docli  der  Türk  den  Christen  nunmelir  weichen  müsse.  Jena  1G89.  . 

2)  Fortsetzung  des  llimmelsspiegels  S.  9.3. 
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Demnach  besteht  der  Komet  aus  ,,Himmclsdunst  und  Gewölkniss“. 
Er  ist  eine  „Himmclswolkc  und  besteht  aus  sehr  kleinen  Körperchen  oder 
Stäubchen“.  Der  Dichtigkeit  nach  verhält  er  sich  zum  Aether,  wie  die 
irdische  Wolke  zur  atmosphärischen  Luft.  Daher  ist  cs  sehr  wahrschein- 
lich, dass  die  Kometensubstanz  nicht  einmal  so  dicht  ist,  wie  atmosphäri- 
sche Luft.  Die  Mitte  des  Kopfes  ist  eigentlich  nicht  heller  als  der  übrige 
Theil,  sondern  erscheint  nur  heller,  weil  „man  in  der  Mitte  mehr  Stäublein 
hinter  einander  sicht“’). 

Der  Komet  ist  jenseits  der  Atmosphäre,  denn  wäre  er  in  der  Luft,  so 
müsste  die  ihn  umgebende  Luft  ebenfalls  Sonnenstrahlen  empfangen  ; wenn 
aber  die  Luft  Sonnenstrahlen  empfängt,  so  haben  wir  Tag  etc. 

Die  Bahn  des  Kometen  ist  eine  gerade  Linie,  auf  der  er  mit  unver- 
änderter Geschwindigkeit  fortrückt.  Daher  kehrt  er  niemals  wieder,  und 
daher  wächst  seine  scheinbare  Geschwindigkeit,  wenn  er  sich  der  Erde 
nähert  und  nimmt  ab,  wenn  ersieh  von  derselben  entfernt.  Die  geradlinige 
Bewegung  ist  sehr  leicht  zu  erklären.  Die  Bewegung  eines  irdischen  Kör- 
pers hört  nämlich  auf  durch  den  Widerstand  der  Luft  und  durch  den  Erd- 
magneten; diese  beiden  Ursachen  fallen  aber  im  llimmelsraumc  weg,  also 
„kann  eine  Ilimmelswolke  ganz  gut  ihren  Strich  halten“,  und  man  braucht 
zur  Erklärung  keiner  „aristotelischen  Intelligenz  oder  eines  andern  Gei- 
stes, der  ihr  den  Weg  weist“.  Bedenklicher  ist  ihm  die  grosse  Geschwin- 
digkeit, bei  der  „es  schier  zu  verwundern  ist,  dass  der  lockere  Komet  nicht 
zerreisst“  ^). 

Die  angegebene  Theorie  über  die  Entstehung  des  Schweifes  fand 
Weigel  später  ungenügend.  Er  fragte,  ob  der  Schweif  aus  derselben  Masse 
wie  der  Kopf  bestände  oder  ein  bloset  Schein,  ein  bloscr  Reflex  wäre. 
Das  Natürlichste  ist  — meinte  er  — Gleichheit  der  Materie  des  Kopfes 
und  Schweifes.  Dem  aber  widerspricht  1)  die  ,, unmenschliche,  Grösse“  und 
2)  die  grosse  Veränderlichkeit,  „da  er  bald  kurz  bald  lang,  bald  schmal 
bald  breit,  bald  gerad  bald  krumm  erscheint“.  Und  wenn  die  Sonnenstrah- 
len „den  so  grossen  Wust  der  Dunststäublcin  so  leicht  lenken  könnten,  so 
müssten  sie  den  ganzen  Kometen  von  sich  abstossen,  cs  müsste  denn  sein,  * 
dass  sie  (die  Thoilchen  des  Schweifes)  mit  langsamerer  Bewegung  in  den 
Kometen  eingetreten  wären  und  den  Sonnenstrahlen  keinen  oder  nur  ge- 
ringen Widerstand  entgegensetzen  könnten“. 

Daher  ist  der  Schweif  ein  bloser  Schein.  Aber  hier  entsteht  die 
Frage,  was  die  zurückwerfende  Materie  sei.  Diese  hängt  entweder  mit 


1)  Do  cometa  novo.  Cap.  XXI.;  Fortsetzung  des  Ilimmclsspiegels  S.  70,  71. 
90.  91 ; Kirch’s  Himmclszeitung  1G81  S.  7. 

2)  Fortsetzung  des  Himmclsspicgcls  R.  87 ; Himmclszeiger  S.  53. 
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dom  Kometen  zusammen  oder  nicht.  Wenn  sie  aber  mit  dem  Kometen  zu- 
sammenhängt, so  gehört  sie  zu  ihm,  was  ja  eben  zweifelhaft  ist.  Man  könnte 
allerdings  sagen,  die  .Sonnenstrahlen  gingen  durch  die  rings  um  den  Ko- 
meten gelagerte  Masse  bis  zum  Kopfe  desselben  und  würden  hier  wie  in 
einem  runden  Wasserglase  zusammengebroclien , so  dass  sie  die  von  der 
Sonne  abwärts  befindliche  Materie  zu  erleuchten  vermöchten ; allein  dann 
müsste  der  .Schweif  nur  ein  schmaler  spindelförmiger  Lichtstreifen  sein; 
auch  widerspricht  es  der  Natur,  welche  den  kürzesten  Weg  zu  wählen 
pHegt,  ,,dass  ein  so  grausam  grosser  Himmelsplatz,  welcher  zwei  Mal  so 
breit  als  der  Schwanz  lang  erscheint,  von  solcher  Materie  rings  nm  den 
Kometen  alle  Zeit  angefiillt  sein  und  mit  demselben  fortboweget  werden 
müsste“. 


]>ie  ,, spiegelnde.“  .Sid)stanz  muss  also  ausserhalb  des  Kometen,  also 
entweder  die  Substanz  des  Himmels  oder  die  Luft  sein.  Der  ersteren  An- 
nahme widerspricht  aber  der  Umstand,  dass  weder  das  Sonnen-  noch  das 
.Sternenliclit  von  der  Materie  des  Himmels  reflectirt  wird,  also  kann  nur 
die  ,,atmo8]diärische  Imft  der  .Spiegel  sein“,  und  der  .Schweif  entsteht 
,,wie  ein  Jjicht  über  einem  fliessenden  Wasser  einen  langen  Strahl  vor 
stellt“.  Dass  nur  die  Hälfte  sichtbar  wird,  erkläre  sich  durch  die 
Annahme,  dass  diese  sichtbare  Hälfte  viel  heller  sei;  d(Uin  diese  Helligkeit 
müsfte  bewirken,  dass  die  andere  leuchtende  Hälfte  nicht  bemerkt  wird,  wie 
wir  etwa  am  'Lage  vom  Mondschein  nichts  wahrnehmen,  weil  das  .Sonnen- 
licht zu  stark  ist '). 


Es  ist  bereits  erzählt  worden,  wie  sich  Weigel  von  der  Astrologie, 
diesem,  wie  er  .sagte,  „der  Astronomie  in  das  Haus  geworfenen  Wechsel- 
balge“ emancipirte.  Ursprünglich  wurde  <*r  nur  durch  theologische  Gründe 
zum  Abfall  bestimmt,  später  verwarf  er  sie  auch  aus  logischen  und  ethischen. 
Erstens  sind  Direction  und  Proce.ssion  widersinnig,  sie  sind  Eictionen, 
Dichtungen,  Einbildungen.  „Ist  so  viel,  als  wenn  ein  Herold  alle  'rago 
nur  eine  Meile  reisen  und  in  eben  dieser  Zeit  täglich  .‘IO  Meilen  zurück- 


legen sollte.“  Zweitens  ist  die  Vertheilung  tinter  die  zwölf  himmlischen 
Zeichen  principlos.  Drittens  widerspricht  die  Astrologie  der  menschlichen 
Freiheit.  „Die  verständige  Seele  ist  ein  Ritter,  welcher  seines  Thieres 
(des  I^eibes)  Begierden , wenn  es  aus  dem  Wege  zu  treten  sucht,  leichtlich 
merket,  wie  denn  auch  das  ^riiier  ihm  gern  folget,  wenn  nur  er,  der  Ritter, 
.selbst  geübt,  und  das  'riiier  von  Jugend  auf  w'ohl  angewöhnt  ist.  Kehrt 
sich’s  aber  nm  und  lässt  der  Geist  dem  l'hiere  den  Zügel,  dass  es  geht, 
wohin  es  will,  und  thut  nun  was  es  will,  ja  ist  der  Geist  .so  lässig,  dass  da.s 


1)  Fortsetzung  des  Hintmclsspiegels  S.  Ü7— 100;  Himinelazeigcr  S.  82;  Fort- 
setzung des  Ilimmel.szcigers  .S.  74. 
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Thier  ihn  aus  dem  Sattel  hebt  und  schleppt  ihn  blind  herum,  bald  in  die 
Schänke,  bald  in’s  Hurenhaus,  zum  Krakehl,  durch  Dick  und  Dünn,  so 
kann  der  Mensch  keinem  Sterne,  geschweige  Gott  die  Schuld  beiinessen. 
Mit  der  Astrologie  gäbe  es  kein  freiwilliges  Thun,  sondern  es  wären  lauter 
unumgängliche  Begebenheiten  in  der  Welt.  Ks  würde  keine  freie  Creatur 
existiren,  der  Mensch  nicht  Mensch,  sondern  der  vornehmste  Unmensch 
sein.  Wo  bliebe  die  Kechnung,  die  Freiwilligkeit?  Wozu  wäre  die  Rech- 
nung nütze?  Mau  dürfte  ja  nur  lesen  lernen,  das  zu  lesen,  was  die  Stern- 
deuter aufs  Papier  gebracht,  ja  man  braucht  nur  zu  hören,  ja  gar  nichts  zu 
lernen,  sondern  nur  die  InHuenz  erw’arten  wie  die  Krebse,  welche  ohne 
Rechnung  mit  dem  Monde  fett  und  mager  w’erdcn.“ 

In  einigen  Widerspruch  mit  diesen  Lehren  gerieth  Weigel  durch  seine 
Ansicht  von  der  Bedeutung  der  Kometen.  Schon  10.53  sprach  er  sich 
hierüber  folgendemiassen  aus:  1)  Wenn  der  Komet  ein  Unglück  bedeutet, 
so  bringt  er  es  doch  nicht,  sondern  mahnt  uns  nur,  dasselbe  durch  Beten, 
Bitten  und  Besserung  zu  vermeiden,  ja  er  kann,  wie  schon  öfters  geschehen, 
auch  Glück  verkündigen.  2)  Der  Komet  ist  eine  allgemeine  Erscheinung, 
das  Unglück  betrifft  aber  nur  einzelne  Gegenden.  Daher  ist  cs  höchst  un- 
wahrscheinlich, dass  der  Komet  überhaupt  ein  Unglück  anzeigt,  wenigstens 
bleibt  ^s  ganz  unbestimmt,  welche  Gegend  von  demselben  heimgesucht 
werden  soll.  Diese  Unbestimmtheit  bleibt  auch  dann  noch,  wenn  man  die 
Länder  in  Betracht  zieht,  über  welche  der  Komet  seinen  I^auf  nimmt.  Es 
ist  also  klar,  dass  man  über  die  Bedeutung  der  Kometen  nichts 
wissen  kann’).  Diese  Auffassung  konnte  man  sich  recht  wohl  von 
Einem  gefallen  lassen  ^ der  eben  mit  der  Astrologie  gebrochen  hatte  mul 
durfte  erwarten,  dass  er  sie  zum  vollsten  Naturalismus  entwickeln  würde, 
aber  die  Theologie  licss  Weigel  nicht  nur  nicht  weiter  schreiten,  sondern 
warf  ihn  zum  Theil  wieder  auf  den  astrologischen  Standpunct  zurück. 
,,Gott  der  Allmächtige  — sagte  er  16G5  — pflegt  nicht  sow’ohl  durch  die 
Kräfte  der  von  ihm  erschaffenen  Natur  als  vielmehr  übernatürlicher  Weise 
ein  und  das  andere  Wunderzeichen,  also  auch  einen  Kometen  zu  schaffen. 

I 

Erkennen  dabei  unsere  Blödigkeit  und  Gottes  überschwängliches  Vermö- 
gen, welcher,  wenn  er  seine  Kinder  auf  dem  Platz  der  Erden  ihres  viel- 
fältigen Muthwillens  wegen  schrecken  oder  zum  Wenigsten  zur  Verwunde- 
rung über  seine  Kunstwerke  anreizen  w’ill,  keiner  grossen  Mühe,  also  zu 
reden,  von  nöthen  hat,  sondern  nur  mit  hin-  und  herfahrenden  Dunst- 
stäublein gleichsam  einen  Ball  machen  und  bei  seiner  bösen  und  frommen, 
mehrentheils  aber  bösen  Kinder  ihrem  Spielplatz,  der  Erdkugel,  hinweg 
und  vorbei  werfen  darf,  so  stehet  sobald  die  Welt  mit  dem  Haupt  empor 


1)  De  coraeta  novo.  Jeuae  1653.  Cap.  XIX. 
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und  iöt  so  bekümmert,  was  doch  das  Wunderwerk  für  Gutes  oder  Böses 
nach  sich  ziehen  und  ihnen  bringen  werde’).“ 

Noch  mehr  wusste  Weigel  1681,  wo  er  entschieden  aussprach:  Der 
Komet  ist  ein  ausserordentlicher  Stern,  also  muss  er  auch 
ausserordentliche  Bedeutung  haben.  „Wer  sich  durch  denselben 
bessern  lässt,  dem  bedeutet  er  nichts  Böses,  sondern  etwas  Gutes.  Denn 
Gott  will  die  Menschen  nicht  wie  Ross  und  Mäuler  unterweisen,  denen  die 
Peitsche  immer  vor  Augen  «ein,  und  wenn  sie  strauciieln,  stets  ein  Schmitz 
damit  gegeben  werden  muss,  sondern  Gott  will  die  Menschen  frei  behan- 
deln, denn  sonst  würden  sie  keine  Menschen  bleiben.  Daher  sind  die  Ko- 
meten ursprünglich  Jdebes-  und  Eibarmungszeichen , denn  sonst  würde  sie 
Gott  nicht  erscheinen  lassen,  sondern  lieber  gleich  dreinschmeissen.  Sie 
sind  Jjock-  und  Drohmiltel  und  nur  daun  Zornzeichen,  wenn  sich  die  Men- 
schen nicht  bekehren^).“ 

Und  diese  inconsequenz  war  nicht  das  Schlimmste.  Praktisch  vertrat 
Weigel  die  Ansicht,  dass  die  Kometen  nicht  nur  etwas  Bestimmtes  anzei- 
gen,  sondern  er  untcrling  sich  sogar,  die  Deutung  selbst  zu  versuchen  und 
war  nicht  wenig  stolz,  wenn  sie  ihm  gelungen  war.  So  deutete  er  die  Ko- 
meten von  1652,  1661,  1664,  1680,  1681.  Ueber  den  von  1680  meinte  er: 
,,Wenn  ich  nun  die  Bilder,  unter  welchen  unser  jetziger  Komet  erschienen 
und  fortgewandert,  ansehe,  so  scheint  mir  gar  muthmasslich  zu  sein,  weil 
Gott  denselben  mitten  in  dem  Löw'enbild  heim  Mars,  der  sonst  insgemein 
der  Kriegsplanet  genenuet  wird,  entstehen  und  zur  Jungfrau,  Avolche  sonst 
die  Kirche  Christi  vorzubildcn  pHegt,  nächstes  und  gerades  AVegs  hat  hin- 
laufen lassen,  so  drohe  er  die  Christenheit  mit  Krieg  heimzusuchen.  Wel- 
cher, wenn  er  seinen  Fortgang  haben  sollte,  möchte  er  dem  Brodkorbe  hin 
und  her  so  nahe  kommen,  als  nahe  der  Komet  bei  der  Jungfer  Kornalire 
weggestrichen.  Da  sich  der  Komet  in  die  Wage  begab,  so  ist  Hoffnung  da, 
es  werden  gleich  massige  Liebhaber  der  gemeinen  AVohlfahrt  sich  finden, 
die  das  ungeschickte  Wesen  der  Streithaftigkeit  und  Kriegführung  eines 
Christenvnlks  wider  das  andere  wohl  erwägen  etc.  Der  Scorpion,  welcher 
seinen  eigenen  Biss  heilet,  mag  bedeuten,  dass  der  Krieg  mit  dem  ihm  fol- 
genden Elende  den  Betheiligteu  zu  Gute  komme  etc. Die  Vorfrage,  ob 
es  nicht  ungereimt  sei,  dass  sich  Gott  nach  unseren  Zeichen  richte,  die 
doch  „meistens  von  Heiden  herrührcu,  die  von  Gott  gar  wenig  wussten  und 


1)  Fortsützunp  des  llinimclsspiegcls  8.  70.  94.  100 — 102. 

2)  Fortsetzun^r  des  Hinnuelszeigcrs  S.  39.  41;  Kirchs  llimmolszcitung.  1681. 

S.  1.  2, 

3)  Iliminclsspiogel.  Jcim  1661;  lliimiiciszeig'cr  8.  34.  43;  Fortsetzung^  des 
Hinunciszcigors  8.  11;  Kirchs  Himniclszcitung.  1381.  8.  4.  11. 


Digitized  by  Google 


aut’  den  deutschen  Universit.  im  17.  Jalirli.  Von  Dr.  Bautiioi.om.ki.  39 

Souuo  und  Mond  für  Götter  hielten“,  beantwortete  er  dahin,  ,,dass  Gott  es 
gegen  Christen  thäte,  nicht  den  Ileiden  zu  Gefallen,  sondern  denen,  welche 
diese  Zeichen  angenommen  haben.  Er  hätte  ja  auch  griechisch  geredet,  das 
doch  von  lauter  Heiden  ausgesonnen  wäre“’), 

5.  Apparate  und  Instrumente. 

Wenn  hiernach  Weigels  Astronomie  im  Ganzen  ein  trauriges  Bild  von 
dem  Zustande  dieser  Wissenschaft  auf  den  deutselien  Universitäten  darbot, 
so  zeigte  sie  doch  auch  einzelne  Lichtpuncte:  die  national- pädagogische 
Richtung,  die  Bestrebungen  für  die  Einführung  des  verbesserten  Kalenders 
und  den  Kanrpf  gegen  den  Aberglauben,  w'elcher  in  den  Kalendern  grassirte. 
Dazu  gehören  endlich  noch  die  Apparate,  welche  erconstruirte.  Zwar  arbeitete 
er  zumeist  nur  im  Dienste  des  Unterrichts  und  seine  Instrumente  sind  ver- 
gessen worden;  aber  seine  Bemühungen  wurden  nach  ihm  fortgesetzt  und 
Gehler ■^)  erkannte  bereitwilligst  an,  dass  sich  ,, Weigel  um  die  Verfertigung 
der  Globen  sehr  verdient  gemacht“  hätte.  Das  Verzeichniss  dieser  Inven- 
tionen lindet  sich  in  vielen  Schriften^)  angegeben.  Sie  waren  folgende: 

1)  „ Jslrodicliutn  Simplex.  Ein  Sternweiser.  Ohne  Vorzeigung  alle 
Sterne  vor  sich  zu  kennen.  Ist  eine  Regul  auf  die  gestellte  Iliminclskugel 
zu  appliciren,  dass  wenn  die  Rcgul  auf  den  begehrten  Stern  gerichtet  wird, 
so  weiset  ein  Zirkelbogcn  am  Instrument  auf  der  Himmelskugel,  was  es  für 
ein  Stern  sei.“ 

2)  ,,.4slrodiclitim  compositum.  Ein  Sternschranken,  dadurch  über  hun- 
derfPersonen  ihr  Absehn  auf  jeden  begehrten  Stern  zugleich  und  geschwind 
zu  richten.  Ist  ein  gi'oss  Instrument,  w'clches  über  100  Obseroaiorcs  auf 
einmal  fasset.  Es  hat  statt  der  Absehen  so  viel  lange  Kimmen,  welche  von 
demjenigen,  so  das  Werk  regieret,  auf  einen  jedw'eden  nach  Belieben  be- 
gehrten Stern  gerichtet  werden,  dadurch  mau  also  allen  Observaloribtis 
einen  jeden  Stern  zugleich  vorstellet.  Es  ist  zu  verwundern,  wie  leicht 
man  mit  dergleichen  Instrument  einem  begierigen  Himmelsliebhabcr  die 
Sterne  bekannt  machen  kann.“ 

3)  „Globus  mundanus.  Ein  Wcltgloben.  Welcher  äusserlich  die  Land- 
schaften der  Erden,  innerlich  die  Sterne  in  ihrem  Stande  und  Bewegung 
und  zum  Schein  Donner,  Blitz,  Regen,  Wind  sammt  der  Gestalt  der  x\nti- 
poden  weiset.“  Mau  konnte  in  demselben  hin-  und  hergehen,  denn  er  hatte 
33  Fuss  im  Umfang.  Er  bestand  aus  Kupfer,  war  aus  ,,zernohmlichen“ 


1)  Fortsetzung  des  Himmelszeigers  S,  37. 

2)  IMiys.  Wörterbuch  IV.  S.  197. 

3)  Ausser  in  den  bereits  bczoichneteu  noch  in  E.xtractus  der  Himmelskunst ; 
l’ancosmus;  Kurze  Beschreibung  der  Erd-  und  Himmelsgloben. 
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Stücken  zusammengesetzt,  so  dass  er  durch  jede  gewöhnliche  Thür  gc- 
schaft’t  worden  konnte,  und  ruhte  für  den  Gebrauch  auf  einem  Gestelle 
von  Holz. 

•1)  Vicc(jlohus.  Ein  Mass,  ,,dic  Weitschaften  der  Orte“  aus  Länge  und 
Breite  zu  finden. 

5)  „ I/oruf/rap/tium.  Ein  Schattenniass,  allerhand  Sonpenuhren  auf 
allerlei  Flächen  Icichtlich  und  doch  genau  zu  beschreiben  etc.“ 

6)  Apparat  zur  Rcduction  des  alten  und  neuen  Kalcnderstyls. 

7)  Globus  coclestis  pcrpcluus. 

8)  ^^Thcvriac  mobiles.  Der  Planetenlauf.  Ist  ein  plattes  Instrument, 
welches,  an  der  Wand  hangend,  den  Lauf  der  Planeten  und  wo  sic  täglich 
am  Himmel  stehen  mit  einem  leichten  Vortheil  weiset.“ 

9)  „Geocosmus.  Die  wirkende  Erdkugel.  Welche  nicht  allein  die 
Landschaften,  sondern  auch  die  .Jahres-  und  Tageszeiten  an  allen  Orten 
weiset;  ferner  Wind  und  Kegen  wie  auch  die  Feuerspeiung  der  Berge  gar 
anmuthig  nachahmet  und  vorstellet.“ 


IV.  Physik,  Mechanik  nml  Tcchiioloj?ie. 

f 

Durch  die  Armseligkeit  seiner  Mathematik  wurde  Weigel  auch  endlich 
in  der  mechanischen  Physik  auf  höchst  niedriger  Stufe  festgehalten.  Be- 
nierkcnswerth  ist  hingegen  seine  Vorsicht  hinsichtlich  der  Beobachtung. 
Ob  das  — sagt  er  — was  dem  einzelnen  Menschen  wirklich  zu  sein  scheint, 
auch  ausserhalb  seines  Denkens  wirklich  ist,  kann  er  nicht  wissen,  selbst 
dann  nicht,  wenn  er  ganz  genau  wahrnimmt  und  ihm  die  Erscheinung  so- 
gar Schmerz  verursacht.  Denn  die  Gesichtsempfindung  bleibt,  nachdem 
die  Lichtquelle  bereits  entfernt  ist,  wir  können  auch  mit  Absicht  Denk- 
bilder  erzeugen  und  iin  Traume  nehmen  wir  die  Denkbilder  als  wirklich, 
obgleich  sic  entschieden  nur  Denkbilder  sind.  Wenn  daher  solche  Bilder 
ohne  Vorwissen  des  Geistes  entstehen,  ohne  ausserhalb  desselben  zu  o.\isti- 
ren,  so  scheinen  sic  doch  dem  Geiste  wirklich  zu  sein , folglich  kann  der 
Einzelne  nicht  wissen,  ob  das,  was  er  ausser  sich  wahruimmt,  auch  von 
Andern  wahrgenommen  werde,  gesclnveige  denn  ausser  seinem  Denken 
existirc.  — Wenn  dieselbe  Erscheinung  an  einem  und  demselben  Orte  von 
Mehreren  wahrgenommen  und  von  diesen  in  unzweideutiger  Weise  angc- 
zeigt  wird,  so  sind  wir  .sicher,  dass  die  Erscheinung  für  beide  vorhanden 
ist,  während  jeder  einzelne  Beobachter  glaubt,  dass  sie  auch  ausser  ihm 
stattfinde.  (Obgleich  sich  nun  diese  täuschen  können,  w'enn  sic  die  Realität 
des  l'lrschicnenen  annchmen,  so  täuschen  sic  sich  doch  nicht,  wenn  sie  die, 
Erscheinung  für  wirklich  und  nicht  für  eine  Fiction  halten.  Das  oft'enbarc 
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Zeichen  der  Realität  des  Phänomens  ist  die  gleichzeitige  Wahrnehmung 
Mehrer  und  zwar  die  wirkliche  Wahrnehmung,  die  man  eher  aus  ihrem 
Thun  als  aus  ihren  Worten  erkennt.  Zeichen  der  Realität  ist  auch  die 
Heistimmung  des  Leibes;  deshalb  kann  auch  der  Einzelne  das,  was  er 
öfters  wahrnimmt,  als  wirklich  setzen  ’). 

Ul  der  mechanischen  TMiysik  behandelte  Weigel  nur  Hebel,  Winde, 
Rolle,  schiefe  Ebene,  Keil  und  Schraube  "^)  und  die  Fallgesetze ’),  wobei  er 
den  Leser  für  den  Beweis  des  Satzeer 

auf  andere  Schriftsteller  verweist.  Um  so  mehr  muss  man  seinem  tech- 
nischen Geschicke  Gerechtigkeit  widerfahren  lassen.  Seine  inventio- 
ries*)  sind 

1)  Phtcerna  stalhmicus  ^ ein  Zugheber.  ^ 

2)  Lusiis  opticus , ein  Malerspicl,  alles  Sichtbare  durch  ein  Bretspiel 
abzunehmen. 

3)  Nuntius  acusticus^  ein  Sprachrohr. 

4)  Pons  hctcroclitus.  „Eine  Verkehrbrücke,  darauf  im  Heruntergeheu 
in  die  Höhe  zu  kommen.“ 


5)  Lunx  rceiproca.  „Eine  Fahrwage.  Verborgen  in  alle  Stockwerke 
des  Hauses  ohne  Steigen  bequemlich  zu  kommen,  dergleichen  im  Wohn- 
haus des  Collegii  allhier  (in  Jena)  von  der  Studirstuben  durch  den  Ge- 
schoss auf  das  Observatorium  in  einem  nur  drei  Schuh  breiten  Canal  ange- 
ordnet, welche  vermittelst  einer  Gegenlast  einen  Menschen,  so  sich  an  den 
dazu  geordneten  Handhaben  anhält,  in  die  Höhe  und  wieder  herunter 
lässt,  da  er  doch,  wenn  er  will,  auch  stille  stehen  kann.“ 

0)  Sculn  vectoriu.  „Eine  Zugtreppe.  Einem  Hausvater  höchst  nütz- 
lich und  bequem.  Auf  welcher  nicht  allein  sehr  gemächlich  zu  gehen,  und 
nicht  leicht,  ja  über  fünf  Stufen  überhaupt  nicht  zu  fallen  ist,  sondern  auch 
die  grössesten  Lasten  ohne  Anrührung  der  Stufen  in  die  Höhe  und  wieder 
herunter  durch  alle  Geschoss  ohne  Mühe  zu  bringen  sind.  Unten  im  Keller 
kann  mau  durch  die  oftne  und  aus  blosein  Raume  bestehende  Spindel  durch 
alle  Vorgemächer  jedes  Geschosses  bis  zu  dem  Giebel,  ja  gar,  wenn  die 
Haube  abgenommen,  selbsten  in  den  Himmel  sehen.“  Diese  Treppe  ist 


1)  l>e  suppntatione  imiltitudini«  F,  2.  S.  46.  47. 

2)  Vorstellung  der  Kunst-  und  Handwerke.  Jena  1672.  S.  65  ff.;  De  suppu- 
tatione  inuititudinis  K ff. 

3)  Pendulum  ex  Telraety  deductum.  Jenac  1674. 

4)  S.  Anmerkung  3 auf  S.  .39. 
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noch  im  Weigclscben  Hause  vorhanden , aber  schon  wegen  der  auf  ihr 
herrschenden  Dunkelheit  keineswegs  „gemächlich“  zu  steigen. 

7)  Verna  mechanicus^  ein  llauszcug. 

8)  Ifeliotropium  ruranSy  eine  springende  Sonnenblume. 

9)  HydropotUy  ein  Wasserspeier. 

10)  Ein  Springbrunnen. 

11)  Triciinium,  eine  Speisetafel  mit  springenden  Schalen. 

12)  Globus  hydroslalicus,  eine  Nectarschale  oder  Himmelskugcl. 

13)  Clepsydra  tonanSy  eine  schiessende  Springuhr.  ' „Ein  sonderlich 
Werk  in  ein  Lusthaus.“ 

14)  Palina  salicfiSy  eine  springende  Speiseschüssel. 

15)  Acolus  domcsUcus y ein  Luftschöpfer. 

10)  Caminofurnax,  ein  Kaminofen. 

17)  Foniax  prucynans,  ein  gemeiner  Ofen  mit  einem  verjüngten. 

18)  Tcclum  decussatum  y ein  Erkerdach  mit  Altanen  ohne  Kehlen  und 
Kinnen. 

19)  Ein  Ambos,  bei  dessen  Gebrauch  die  Gebäude  keine  Erschütte- 
rung erleiden. 

20)  Ein  Wagen  ohne  Stange,  welche  die  Deichsel  mit  der  llintcraxe 
verbindet. 

21)  Das  mechanische  Amphibium,  ein  Wagen  für  vier  Personen , der 
auch  als  Kahn  benutzt  werden  kann. 

22)  Die  Fehlkutsche.  Diese  war  nach  Weigels  Ansicht  ein  Ausbund 
aller  Fahrzeuge  zu  Lande,  denn  sie  bot  nicht  weniger  denn  18  Vertheile 
vor  den  bekannten  dar’). 

23)  Keiserath.  Diente  als  Koffer,  Sitz,  Nachtlager  u.  s.  w.  und  wurde 
von  Weigel  so  wichtig  gehalten,  dass  er  ihn  patentiron  Hess;  doch  findet 
sich  keinerlei  Andeutung,  w^elche  Geschäfte  er  damit  gemacht  hat*). 

24)  Elastische  Kissen,  welche  die  Wirkungen  des  Stosses  beim  Reiten 
und  Fahren  aufheben. 

25)  Ein  leichter  Panzer  oder  Kleid  aus  sehr  leichtem  Stoffe  für  Sol- 
daten gegen  Hieb  und  Stich  und  Kleiugewehr  und  gegen  die  Witterung 
sehr  widerstandsfähig. 

20)  Eine  Schaukel,  die  immer  horizontal  bleibt. 

27)  Die  Schreib-  und  Recheuregel ^). 

28)  Das  Schulpfcrdchen. 


1)  I)io  Erdkutzsebo.  Jena  1673. 

2)  Ncuerfuudeiier  Kuiserutb. 

3)  Kurze  Uelation  von  dem  nun  zur  Prob  {jebraebten  inathematiscbun  Vor- 
scbla^,  betreä'eiid  die  Kuust-  und  Tugendinformation  etc.  Jena  1682.  A.  1. 
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20)  Hijdroslcruim^  ein  Wasserschatz.  „Vor’s  Haus  und  die  ganze 
Nachbarschaft  höchst  nützlich  zu  gebrauchen.  So  vermittelst  eines  Druck- 
werks das  im  untersten  Hause  empfangene  Wasser  in  die  Höhe  unter  den 
Giebel  treibet,  von  dannen  es  durch  alle  Gemächer  nach  Belieben  zu  ge- 
brauchen oder  sich  damit  als  mit  Springbrunnen  zu  belustigen  oder  (welches 
Gott  verhüte)  von  daraus  der  in  der  Nachbarschaft  entstandenen  Feuers- 
brunst zu  widerstehen,  fortgeschrützet  werden  kann.“  Diese  Wasserkunst 
war  im  Wcigelschen  Hause  eingerichtet  und  beruhte  auf  denselben  Prin- 
cipien,  nach  welchen  jetzt  die  grossen  Städte  mit  Wasser  versorgt 
werden 

30)  Perpcluum  mobile.  „Ist  ein  Kunstwerk,  zum  Wasserheben  sehr 
bequem,  w’elclies  in  seiner  Theorie  eine  immerwährende  Selbstbewegung 
allen  Umständen  nach  vollkömmlich  darstellet.  Ist  aber  wegen  seiner 
grossen  Kostbarkeit  noch  nicht  in’s  Werk  gerichtet  oder  auf  die  Probe  ge- 
stellet  worden.“  Nichts  kann  wohl  die  mangelhaften  mechanisch-physika- 
lischen Kenntnisse  Weigels  beweisen,  als  dieses  angebliche  Perpcluum 
juobile,  und  er  hatte  von  Glück  zu  sagen,  dass  ihn  die  „Kostbarkeit“  von 
weiteren  Versuchen  abhielt. 

Weigel  hielt  es  für  Pflicht  seiner  Profession,  neue  Erfindungen  zu 
machen,  und  er  gab  sich,  wie  die  aufgezählten  „inveulioncs^^  beweisen, 
nicht  geringe  Mühe  damit,  musste  aber  zu  seinem  Leid  wesen  wahrnchmen, 
dass  bei  der  Menge  der  bereits  gemachten  ,,so  vielen  herrlichen  Erlin- 
dungen“  es  schwer  war,  etwas  Neues  auszudenken.  Dennoch  wurde  seine 
Brust  geschwellt  von  dem  Bewusstsein,  ,,wie  viele  itivcnliunes  Gott  seiner 
Wenigkeit  beschert“  hatte  und  fühlte  sich  gekränkt,  dass  er  in  Jena  kein 
Glück  damit  und  vor  Allem  kein  Geld  daraus  machte.  Er  wandte  sich 
daher  1690  an  die  Erhalter  der  Universität  um  Urlaub,  um  nach  England 
zu  reisen  und  seine  sämmtlichen  philosophischen,  mathematischen,  astro- 
nomischen , physikalischen  Entdeckungen  der  königlichen  Societät  in 
London  vorzulegen.  Während  seiner  Abw^esenheit  sollte  ihn  ]der  Privat- 
docent  Hambergcr  vertreten,  Herzog  Johann  Georg  forderte  ein  Gut- 
achten von  der  Universität,  diese  aber  entschied,  dass  Weigel  die  Reise 
nach  London  vergeblich  machen  würde’*).  Es  war  vielleicht  gut  so,  denn 
diejenige  Erfindung,  welche  ihm  in  der  Culturgeschichte  einen  Ehrenplatz 
für  alle  Zeiten  gesichert  haben  würde  — die  Schnellpresse  — zog  er 
zurück,  um  die  Arbeiter  nicht  um  Arbeit  und  Brod  zu  bringen.  Die  Lei- 
stungsfähigkeit derselben  war  so  bedeutend,  dass  „ein  einziger  Arbeiter 


1)  Coiicentrirtc  Wasserkunst.  Jena  1672. 

2)  Ein  Wnsscrschatz.  Jena  1671.  13.  3. 

3)  Acta  des  Mathcinatici  Weigels  etc. 


u 


Erli.  Weigel. 


Ein  Beitrag  zur  Gcseliiehtc  der  niath.  Wisscnscliaften. 


mit  ihr  so  viel  prästiren  konnte , als  mit  der  Handpresse  kaum  zwei  der 
kräftigsten“.  Aber  gerade  diese  grandiose  Erfindung  giebt  der  Ver- 
muthung  Kaum , dass  möglicher  Weise  auch  unter  den  übrigen  techno- 
logischen Erfindungen  Weigels  sich  die  eine  oder  die  andere  findet,  die 
ihrer  Zeit  unbeachtet  blieb  und  später  von  Neuem  gemacht  werden 
musste  ^). 


1)  Paul  Pater  Dissert.  de  miraculotypis  litcrariiin  S.  106.  Paul  Peter,  ein 
. 0(3  Uiiffar,  kam  1705  als  Professor  nach  Danzig,  wo  er  im  ,,  Po|)pciipfiihP*  eine 

• { Druckerei  anlegte,  in  welcher  arme  Schüler  in  ihren  Freistunden  arheiteten. 

Weigels  Presse  hatte  er  seihst  untersucht  und  daran  gearbeitet:  „Ego  tarnen  in 
uedibns  ejus  ad/nirando  operi  ?ion  semcl  manum  admuvi.'* 
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lieber  die  Handschrift  R.  4?  2,  Froblematum  Euclidis 
explicatio  der  Königl.  ßymnasialbibliothek  zu  Thorn. 

V 

Von 

Maximilian  Clrtzk, 

ortlfiillicli<-iii  an  ilii‘snr  Anstalt. 


Durch  einiMi  Zufall  wurde  ich  im  Winter  18G4  — 05  auf  eine  Hand- 
schrift der  hiesigen  Ivünigl.  CiyinnaHialbibliothek  aus  dem  XIV.  Jahrhun- 
dert aufmerksam,  die.  im  Kataloge  der  Bibliothek  den  'i’itel  ^J^rublemalum 
Kur/idis  e.vplicaliu^'^  führt.  Dieser  'J’itel  machte  meine  Neugier  rege,  und 
ein  eingehendes  Studium  derselben  liess  mich  ihre  grosse  Wichtigkeit  für 
die  Geschichte  der  Mathematik  ahnen.  Da  mir  jedoch  damals  die  nöthige 
Literaturkenntniss  nicht  nur,  sondern  auch  die  technische  Fertigkeit  im 
Entziffern  fast  völlig  abging,  so  war  es  mir  erst  im  Sommer  1805  möglich, 
meine  Entdeckung  competenten  Uichtern  milthcilen  zu  können  und  ihnen 
ein  ungefähres  Bild  meines  Fundes  zu  machen.  Vor  Allem  war  es  der 
tiefste  Kenner  mittelalterliclier  mathematischer  Literatur,  der  Fürst  Don 
Baldassarre  Boncompagni  in  Kom,  der  mich  vcranlasste,  eine  ge- 
naue Analyse  der  ganzen  Handschrift  auszuarbeiten.  Mancherlei  Berufs- 
geschäfte und  die  grosse  Schwierigkeit,  die  sich  mir  in  der  Beschaffung 
ausreichender  literarischer  Hilfsmittel  darbot,  — so  war  es  mir  z.  B.  un- 
möglich, eine  Ausgabe  der  Geomelria  spcculatitm  des  Bradwardinus  zu  er- 
halten; ja  selbst  die  Berliner  Bibliothek  besitzt  nur  die  theologische  Schrift 
desselben  ,,/>c  caussu  Dci  conlra  Pelayium  et  de  virlulc  caussurwn  Jibri  IIP' 
— haben  die  Vollendung  dieser  Abhandlung  länger  verzögert,  als  ich  es 
gewünscht.  Ich  hoffe  jedoch,  dass  auch  jetzt  noch,  nachdem  eine  kurze 
Notiz  über  die  Handschrift  gleich,  nachdem  ich  zu  dieser  Arbeit  angeregt 
wurde,  in  einem  Proviuzialblattc*)  und  hieraus  abgedruckt  in  Grunerts 
Archiv**)  erschienen  ist,  eine  genaue  Analyse  nicht  überflü.ssig  sein 


*)  A I tp rc u 8sisc.li 0 Monatsschrift  hernnsg.  von  Keicke  und  Wiclicrt. 
Hd.  2.  S.  4r)7  ff  und  S.  G.Ol  ff 

*♦)  Grunerts  Archiv  Th.  44.  8,  371  nnd  601. 
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dürfte.  Sie  wird  mir  Gelegenheit  geben,  manche  falsche  Conjectur,  die  in 
dieser  Notiz  mit  nntergelaufen,  nach  jetzt  besserem  Wissen  zn  berichtigen. 


§1- 

Aenssere  Besehreibnng  der  Handschrift. 

Die  Handschrift,  um  die  es  sich  handelt,  hat  im  Kataloge  der  Biblio- 
thek die  Nummer  i?.  -/?  2.  und  den  Titel  ^yProblemaium  Euclidis  explicatio*‘\ 
Sie  besteht  aus  222  Seiten  in  klein  Quart,  welche  mit  einer  Pergament- 
schale zusammengeheftet  sind.  Die  Seiten  1,  2,  207 — 222  sind  ohne  Pagi- 
nierung und  auch  mit  Ausnahme  von  Seite  1 nicht  beschrieben.  Seite  3 — 
206  abef  sind  von  einer  ganz  modernen  Hand  mit  den  Zahlen  3 — 206  am 
Üussern  obern  Kande  bezeichnet.  Der  Codex  enthält  im  Ganzen  13  ver- 
schiedene Stücke  von  grf>.s8crem  oder  geringerem  Umfange.  Der  oben  ge- 
nannte Titel  schien  mir  anfänglich  vollkonynen  incorrect  — er  befindet 
sich  auch  auf  der  Seite  1 , aber  von  sehr  moderner  Hand , vielleicht  durcli 
den  ersten  Beschreiber  unserer  Bibliothek,  Petrus  .Taenichiiis  (Jac- 
nichen),  im  Jahre  1723  hihzugefügt — , da  ich  einige  wirklich  Euklidi- 
sche Stücke  der  Handschrift  zuerst  verkannte;  jedenfalls  wäre  ein  anderer 
vorzuziehen.  Die  Schriftgattung  des  Manuscriptes  ist  die  gewöhnliche  des 
XIV.  Jahrhunderts,  zum  Theil  durch  die  Abbreviaturen  sehr  unleserlich. 
Vielfach  sind  auch  Randglossen  von  derselben  Hand  vorhanden,  überhaupt 
ist  das  Manuscript  von  einer  und  derselben  Hand  geschrieben. 

Auf  der  äussern  Seite  des  vordem  Umschlags  findet  sich  ein,  wie  es 
scheint,  nur  um  ein  Geringes  jüngerer  Titel  in  gothischer  Schrift:  Pcrspecliua^ 
ilem  Geomclria  Braswurdini  (sic!)  ||  w.  p.  v.  a.  — Ein  ähnlicher  Titel,  der 
dem  Ende  des  XV.  Jahrhunderts  anzugehören  scheint,  findet  sich  auch  auf 
der  Seite  1.  Er  lautet:  huc  Uber  lO'll  campleclUur  plurcs  Iraclalus  pcrspccliuc 
cl  geomelriam  {j  Bradwardini  eiiam  de  latHudinc  formarum.  Die  Lehrsätze  und 
Aufgaben  sind  zum  grössten  Theile  bis  Seite  128  in  grösserer  Schrift  ge- 
geben und  nachher  mit  Roth  unterstrichen.  Auch  die  Initialen  sind  roth 
geschrieben  und  die  Anfangsbuchstaben  der  Zusätze  und  Absätze  roth 
durchstriehen.  Von  Seite  128  an  fehlen  die  Initialen  gänzlich,  und  zuletzt 
ist  auch  der  Unterschied  zwischen  den  Theoremen  und  dem  Texte  fallen 
gelassen.  Nur  das  zweite  Stück  und  der  Traciahis  de  continuo  Bradwardini 
sind  ohne  zugefügte  Figuren.  Sonst  besitzen  allb  übrigen  Stücke  des  Ma- 
nuscriptes dergleichen  in  mehr  oder  weniger  guter  Ausführung.  Am  innern 
Rande  werden  die  einzelnen  Theoreme  mit  arabischen  Ziffern  numeriert  in 
der  um  jene  Zeit  üblichen  Form.  Ein  paar  deutsche  Sprüchworte,  die  sich 
auf  der  innem  Seite  des  vordem  Um.schlags  und  auf  Seite  1 finden,  über- 
gehe ich  als  für  meinen  jetzigen  Zweck  unw’esentlich.  Wen  dieselben  in- 
teressieren sollten,  findet  sie  an  den  beiden  oben  citierten  Orten. 
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§ 2. 

Erstes  Stück:  Eucliüis  über  de  iiisn. 


Seite  .S — 30  umfasst  zunächst  einen  der  auf  dem  Titel  erwähnten  Tra- 
ctatus  Pcrspectiue  y dem  freilich  die  Einleitung  fehlt  und  ebenso  das  Ende. 
Dieser  Mangel  der  Einleitung  in  Verbindung  mit  dem  Uraschlagstitel  Per- 
spccliua  item  geometria  Brasrvardim  liesscn  mich  lange  diese  Abhandlung  für 
eine  bis  jetzt  völlig  unbekannte  Perspective  dieses  berühmtesten  Mathema- 
tikers des  XIV.  Jahrhunderts  halten.  Bestärkt  wurde  ich  in  meiner  Mei- 
nung noch  durch  zwei  Handschriften,  die  Montfaucon*)  als  im  Besitze 
der  Bibliothek  des  Vatican  befindlich  angibt,  so  dass  ich  sie  gewichtigen 
Autoritäten  gegenüber  in  der  oben  angezogenen  Notiz  für  bradwardinisch 
fcstzuhalten  mich  berechtigt  glaubte.  Um  mir  jedoch  Gewissheit  zu  ver- 
schaffen, wandte  ich  mich  an  Fürst  Boncompagni  mit  der  Bitte,  in  der 
Bibliothek  des  Vatican  nach  den  beiden  Handschriften  Montfaucons: 
Traclatus  de  Geometria  Perspeciiua  nutnre  Guilielmo  Pruduardwo  und  Guillemi 
Vrndwardin  Geometria  et  Perspcctiua  nachsuchen  zu  lassen  und  mir  das  Re- 
sultat raittheilen  zu  wollen.  Der  Fürst  mit  seiner  bekannten  Liberalität 
beauftragte  Herrn  Enrico  Narducci  mit  der  Untersuchung,  und  dieser 
geschätzte  Gelehrte  übersandte  mir  die  nachfolgenden  Zeilen  in  Betreff* 
dieser  Codices , die  ich  auch  wegen  späteren  Gebrauchs  hier  abdrucken 
lasse : 


Monsieur, 


Rome,  29  novembro  1865. 


Ayant  re<ju  de  M.  le  prince  Boncompagni  la  Commission  d’examiner 
quelques  manuscrits  de  la  Biblioth^jque  du  Vatican,  h l’aide  desqnels 
pouvoir  repondro  aux  questious  qui  so  trouvent  dans  votre  lettre  du  15  no- 
vembre  1865,  c’est  avec  plaisir  que  je  m’aequitte  de  cetto  comraission  en 
vous  ecrivant  ci-apres  les  rdsultats  de  ccs  recherches. 

Les  deux  manuscrits  indiquds  par  Montfaucon  (Bibliotheca  Biblio- 
thecarum  Manuscriptorum  aova,  Paris,  1739,  T.  I.  p.  38  et  88)  existent 
encore  dans  la  Bibliothequo  du  Vatican,  et  sont  actuellcment  cotds  Regina 
Suecorum  1235  et  1253.  Seulemcnt  il  y a confusion  dans  les  titres,  car 
aucun  de  ces  deux  manuscrits,  ni  aucun  autre  manuscrit  de  la  memo  biblio- 
theque  (ainsi  que  j’ai  pu  m’assurer  en  examinant  les  catalogues  manuscrits) 
ne  contient  aucun  exemplaire  d’une  Perspectiua,  portant  le  nom  de  Brauar- 
ditiy  Braduarditiy  Bruduardin  ou  Vradivarditi  pour  auteur. 

Le  Premier  des  deux  manuscrits  ci-dessus  mentionnes,  c’est- ä-dire 
cclui  cotö  Regina  Suecorum  n".  1235  est  in  4?  p*?  , de  67  feuillets  en  parchc- 


*)  Montfaucon,  Bibliotheca  Bibliothecarum  Manuscriptorum  nova.  T.  1.  Paris,  1739. 
Fol.  p.  38  und  88.  Man  vergleiche:  Heilbronner,  Historia  Matheseos  Uuiversae. 
Lipsiae,  172t,  4".  p.  543  und  644. 
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min,  dont  les  P. — 4%  07^  ne  sont  pas  mimeroUis  ni  Berits,  et  les  5®  — GCf 
sont  numdrotds  dans  les  marges  supc^ricures  des  rectos  avcc  les  chiffres 
1 — G2.  Les  feuillets  niimerotes  1 — 31  de  ce  mnnusciit  contiennent  un 
exemplairc  de  la  g^oim^trie  de  Tirauardin.  Cet  exemplaire  coinmenco.  (feuil- 
let  1 rerlOj  lig.  1 — 8):  ^^GeomelR'a  (sic!)  |j  (juillcmi  braduadini^)  ' 

EomeC a usscculiua  rsl  [|  arismcl'ce  ^.admodü  rhelo^“  j|  dyalelice.  uam  fl 

H 

^,poslfri*ois  |!  Esl  fl  nuoTf  passioncs  may  iuditiib'  !j  dfSfruiul  pp  giT  cuflidfst/fo- 
„mfle  jj  arismflcam  inl'posuil  et  finit  (fenillet  31  verso^  hg*17 — 10); ,,«///  fil 
^,f(/li  arett  de  zo‘‘?  oi'T  ijiüfi  plus  qiuß  plus  qiüß  j »»’  de  eqnocfinli  endo  s'!  ^vicr 

^^phanc  jj  cnidfnlfr  Tc  e finis  uri  opis  t 55.“  Tont  cela  correspond  cx- 
actement,  ciuehpies  variantes  pres,  h l’edition  ^,Gcometria  speculaliua  jj 


Thotiif  brauardini ^ flc.  impressa  parisP  etc.  Anno  dmi  NOX  die  20,  may 
depuis  le  coinincncement  jus<pi’a  la  ligue  0 du  vei'so  de  T avant  - dernier 
feuillet.  S’ensuiteiit  dans  l’^dition  et  inanquent  dans  le  manuscrit  1*?  ,,C  Ttf- 
foUeelio  oiln  propoi'tiouum  uumeraiium^*^  2?  „Traclalus  de  yundrutura  circuli 
fdiius  a (juodam  archiepiscofjo  jj  ordinis  fralrum  wnwornw/.“  l^a  nnte  suivantc, 
Hcrite  u l’encre  rouge  dans  le  feuillet  31  verso,  lig.  20 — 22,  nous  donne  Tage 
du  manuscrit:  ,,  K.eplicil  yeomela  venerubilis  doclois  \ ojyri  yjrli  bradivardiu 

äuo  .rpi  oj".  jj  .cfc".  Lxxxvj  ln  vigilia  nalilalis  xpi.'^'"  L’ecrit  anonyme  (pii  suit 
dans  le  memo  manuscrit  (feuillets  32  — G2)  est  retdlement  la  Perspective  de 
Jean  Pechkum,  archeveejue  de  Oantorbery.  Oet  ecrit  connnence  (feuillet 

32  recio,  ügne  1 — 3);  „phisice  perspfcliua  j|  fMer  p/iyce  (jsidfracois  sludiu 
lux  joeüdius  af/iril  mfdHfinles^\  et  finit  (fenillet  G2  verso,  lig.  14  et  derniere): 

„cade  rve  t pl  uppe  te  explicf  GfomclRu  psp^'Uutd' ; ce  rpii  correspond  a tont 
cc  qu’on  lit  dans  l edition  intitulee:  „Jo.  Archiepisfopi  Canluariensis  j’  /Vr* 
specliua  communis.  — Impressum  hoc  opus  Veneliis  per  Jo.  RuplisUim  Sessum. 
Val.  Junij  j|  MCCCCIUI.  Diligenlissime  emendulii.  Per  L.  j,  Ganricum  Neopoli- 
tanum^'’  (feuillet  2 rfclo,  ligne  5 jusqu’au  feuillet  10  verso,  ligue  41)  c’esf- 
a-dire  le  traite  entier,  sauf  des  vari«Hes  de  niots. 


„Le  manuscrit  cote  Regina  Suecorum  J25.1,  qui  est  le  second  des  deux 
manuscrits  cites  ci-dessus,  est  aussi  en  parchemin,  in  4®  p'I  «le  77  feuillets, 
dont  les  1',  2’*,  77®  ne  sont  pas  nnnn*n»t«'s  ni  «‘crits,  et  les  3® — 7G®  sont 
nunn'rott's  dans  les  rechts  avec  les  nunu'ros  1 —74.  II  est  de  plusieurs  «‘cri- 
tnres,  qui  paraissent  toutes  du  coinmencement  du  XIV'®  sieche.  Les  feuillets 
34 — Gl  contiennent  un  exemplaire  complet,  jietit  s’enfaut,  de  la  l*ersp(‘ctive. 
de  l*eckkam.  (Jette  exemplaire  coinmence  (leuillet  34  rcc/o,  ligne  1—3); 
„/?...  pucham.  -clbumae  (sic!)  albmaeo  (?)  ; iMer  pliicc  ysic^ationis 


*)  Les  mots  „(juUlcmi  bradundinV’  sont  d’nne  niain  flifl\;rcntc  et  heancoiip 
]ilii8  moderne. 

**)  Cc  titre  a ete  joint  |i<isten'cmcincnt.  Malliciironsement  nn  ndletir  igno- 
rant a emportd  la  partie  snperienre  iles  mots  formant  cos  tif res ; ainsi  qne  d’antre 
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,,sludia  lux  iocüdi*  affic^  mcditä-lcs'^^ ; et  finit  (fenillet  Gl  verso ^ lig.  28^29) : 

0«  falso  dhr  de  yride  ndUü  p*st  ||  41  ti  hi*  lapidibi  pleplam*^'^  ce  qiii  cor- 
respond  h tont  ce  qn’on  lit  dans  redition  iudiquee  dans  la  ligne  25  de 
la  pago  48  (fenillet  2 redo^  ligne  5 jnsqu’an  fenillet  19  verso,  lig.  21 
— 22).  Ce  qni  snit  dans  les  lignes  23  — 41- du  merae  fenillet  19  verso  est 
ainsi  recapitule  dans  le  manuscrit  (fenillet  61  verso,  lig.  29  — 32):  „C  Gn'afom 
„yridis  ca  ihadismü  exclude'  C Luce  solare  f suVale  i pspicuo  j|  puro  effxce  ' 
„galaxiam  j Quidam  T'h  pito  ()tra\flice'  non  ucrenlurC^.  — Les  feuillets  70 — 74 
du  nißme  mannscrit  contiennent  un  exemplaire  du  Liber  Karastonis.  Cet  ex- 
emplaire  commence  (fenillet  70recfo,  lig.  1—4):  „cOnlinuet  dcus  p^ualionP  luä 
,,'t  nth'plicel  ex  salttle  portione  luä  t nö  puer  \ ego  germane  qualis  lu  esquiabslegit 
„metes  cum  inquisitione  sua  t excitai  aim  ad  speculand*  ; et  finit  (fenillet  74 
recto,  lig.  30 — 31):  „t  facil  le  vid^e  locii  reslilutöis  t facil  le  cognosce'  casü 
„erroris  jj  Fitiilus  Est  Uber  Earaslonis/^  Cette  lection  est  conforme  k cello 
donnee  par  M.  Sleinschncider  (Inlorno  al  Uber  Karaslonis.  Letlera  di  Mauri- 
zio  Steinschneider  a D.  Baldassarrc  Bon£ompagni.  Borna  1SG3;  page  8)  du 
coimnmencement  et  de  la  tin  du  Liber  Karaslonis,  d’apres  un  manuscrit  con- 
servö  dans  la  Bibliotheque  du  Convent  de  S.  Marc  de  Florence  (feuillets 
112  verso  — 119  recto').  M.  Steinschneider  dans  son  opuscule  ci-dessus 
mentionn(?,  k l’appui  de  documents,  croit,  que  ce  Uber  Karaslonis  soit  une  tra* 

dnction  faite  par d’apres Toriginal  arabc 
de  Thabii  ben  6’orr«.“ 

Die  weiteren  Worte  sind  ohne  Interesse  für  das  Folgende,  weshalb 
ich  sie  hier  übergehe.  Nach  dem  Mitgetheilten  ist  der  Irrthum  Montfan- 
cons  in  Betreff  des  ersten  Manuscriptes  Regina  Suecorum  1235  leicht  zu 
entschuldigen,  da  Anfang  und  Ende  desselben  in  den  Worten  Gcometria 
Perspectiua  bestehen.  In  Betreff  des  zweiten  Manuscriptes  Regina  Sueco- 
rum  1253  ist  freilich  die  Möglichkeit  eines  Irrthums  beinahe  ausgeschlossen, 
obwohl  die  Blätter  1 — 33  desselben,  deren  Inhalt  oben  nicht  mit  angegeben 
ist,  denselben  vielleicht  noch  involvieren  können.  Jedenfalls  hoffe  ich 
Andere  durch  das  Obige  vor  meinem  Irrthum  zu  bewahren. 

Während  des  Druckes  dieser  Abhandlung  erhielt  ich  durch  die  Güte 
des  Fürsten  Bon compagni  noch  Nachrichten  über  einige  Handschriften 
der  Vaticana,  aus  denen  erstens  hervorgeht,  dass  das  Manuscript  Regina 
Suecorum  1253  gar  nicht  das  Manuscript  ist,  welches  Montfaucon  a.  a.  0. 
p.  88  citiert,  sondern  ein  anderes,  das  auf  p.  25  desselben  Werkes  ange- 
führt wird.  Das  wahrscheinlich  mit  dem  auf  S.  88  aufgeführten  identische 
Manuscript  der  dessen  Katalognummer  ist:  Codex  Vaticanus  3102, 


titres  trus-intercssnnts,  cur  ils  faisaient  connnUre  les  ouvrages  nuxquellcs  ils  so 
rapportaient. 

ZciUchriTt  T.  Matlicmalik  ii.  Physik.  (Suiipicm.) 
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50  lieber  die  llandsclirift  K.  4'?  2,  Probleinatuni  Euelidis  explicatio,  cU*r 

enthält  nun  aber  wirklicli  von  Blatt  HO'*  Zeile  2(5  — Blatt  111'’  Zeile  lil 
eine  Perspective,  die  dort  dem  Bradwardin  zugescbrieben  wird.  Es  heisst 
nämlich  Blatt  1 lO'*  Zeile  25 — 2(5:  ^^ExpUril  Gcomet'a  hrnuardi  <€  Quadrata 
I Incipil  pspetin  eigdem.  lieber  den  Inhalt  kann  ich  leider,  da  ich  die 
weitere  Auskunft  noch  nicht  erlialten  habe.  Näheres  nicht  angehen. 

Aus  der  Abhandlung  Steinschneiders  in  der  ,,  Z ei  tschr  i ft  für 
Mathematik  und  Physik“  X.  Jahrg.  S.  450 — 498:  „Die  mittlem  Bü- 
cher der  Araber  und  ihre  Bearbeiter“,  fand  ich  jedoch  bald,  dass 
die  fragliche  l’erspective  nichts  Anderes  sei,  als  die  Optik  des  Eukli- 
des,  die  unter  dem  Namen  Euelidis  Uber  de  uisu  sich  in  lateinischer  Ueber- 
setzung  in  hunderten  von  Manuscripten  des  Mittelalters  findet.  Unter  die- 
sem Titel  ist  unser  Werk  auch  in  dem  zweiten  Stücke  der  Handschrift  wört- 
lich citiert.  Zur  Vcrgleichuiigstand  mir  nur  die  Pariser  Ausgabe  von  1557  zu 
Gebote : Euelidis  Ij  Optiea  el  Caloptriea  e Greeo  |[  uersa  per  loanncm  |;  Penam 
Refjium  }j  Malhcmutieum  eie.  ||  Parisiis  ||  Ex  Offieina  Audreac  Wcehclii.  2 Bll. 
und  (54  S.  4®  Was  ich  Abweichendes  gefunden  habe,  werde  ich  nachher 
mittheilcn.  Jetzt  zunächst  die  Bemerkung,  dass  Steinschneider  im  Irr- 
thum ist,  wenn  er  in  der  citierten  Abhandlung  S.  407  Zeile  19  von  oben  der 
Optiea  und  Caloptriea  zusammen  04  Figuren  gibt,  da  diese  Zahl  der  Optik 
allein  zugehört. 

Unser  Manuscript  beginnt  Seite  3,  Zeile  1 — 2:  ^^SUpponatur  ab  oeulo 
eduelas  lincas  i'celas  ferri  spaliorum  jj  ma(jniludincm  el  mensurarum  “ ; das 
heisst,  es  fehlt  die  ganze  Einleitung,  die  in  andern  Manuscripten  vorhan- 
den ist,  und  es  beginnt  also  bei  uns  das  Uber  de  uisu  sogleich  mit  den  The- 
sen. Von  diesen  zähle  ich  13.  Die  erste  bis  achte  stimmen  mit  den  Thesen 
der  Pariser  Ausgabe,  unsere  neunte  ist  dort  die  elfte,  unsere  zehnte  dort 
die  zwölfte.  Auf  sie  folgen  bei  uns  noch  folgende  drei  Thesen: 

11.  Omnes  uisus  cquevcloees  esse  qui  sceundum  cquales  angulos  defini- 

unlur; 

12.  Non  aulcm  sunt  cquevcloees  qui  sceundum  incqualcs  lOtcas  definiunlur : 

13.  Non  sub  quoeunque  angulo  rem  uideri. 

Die  Thesen  9 und  10  der  citierten  Au.sgabc  von  1557  fehlen  bei  uns  voll- 
ständig. Bei  den  nun  folgenden  Theoremen  ist  es  merkwürdig,  dass  die 
meisten  neben  dem  mehr  oder  weniger  zutretfenden  Wortlaut  genannter 
Edition  jedesmal  noch  einen  anders  gefassten  Ausspruch  desselben  Satzes 
in  sich  schliessen.  So  heisst  z.  B.  der  erste  Satz  bei  uns:  „Aw/Zum  uisorum 
simul  lotum  uidclur.  ln  eodem  momento  non  uideri  plura^\  wahrend  der  Pariser 
Druck  einfach  als  Theorema  I aufführt:  Nullum  aspcclabile  simul  lotum  eer~ 
nilur.  Mit  dieser  Eigenthümlichkeit  hängt  es  wohl  auch  zusammen,  dass 
zum  grössten  Thcile  bei  uns  die  Beweise  bei  weitem  ausgedehnter  sind,  als 
in  dem  gedruckten  Exemplare.  Die  Figuren  stimmen  fast  immer  mit  der 
Ausgabe,  nur  sind  an  Stelle  der  griechischen  Buchstaben  entsprechende 
lateinische  getreten.  Bis  Lehrsatz  0 stimmen  beide  Ausgaben;  Lehrsatz  7 
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der  Handschrift  findet  sich  nicht  iin  Druck;  bis  Lehrsatz  IC  bei  uns  stimmt 
dann  wieder  der  um  je  eins  niedrigere  Lehrsatz  bei  Tena;  Satz  17  ist  wie- 
der beiden  gemein;  18  fehlt  im  Druck;  19 — 25  entspricht  18 — 24  der  Aus- 
gabe; Satz  25  in  dieser  fehlt  bei  uns;  dann  ist  wieder  26 — 29  in  beiden 
Kedactionen  gleichlautend.  Satz  30  im  Manuscript  fehlt  im  Druck;  31  — 
38  ist  gleich  30  — 37.  Satz  38  des  Druckes  fehlt  bei  uns;  'riieorem  39 
stimmt  beiderseitig.  Der  Satz  40  ist  bei  uns  zweimal  gczfthlt;  40“  ist  gleich 
40  der  Ausgabe,  40’*,  41  respective  gleich  44,  45  der  Edition  ; 42  bei  uns 
fehlt  ganz  bei  Pena;  43 — 45  ist  gleich  41  — 43  der  Ausgabe,  Der  Satz  4G  ' 
entspricht  sich  wieder  in  beiden  Exemplaren;  47  entspricht  dem  Satze  49. 
Die  Sätze  47  und  48  der  Edition  fehlen  uns  also  völlig,  dagegen  ist  unser 
Satz  48  bei  Pena  nicht  vorhanden.  Die  Sätze  49 — 59  endlich  entsprechen 
den  Sätzen  50 — CO  des  Pariser  Druckes.  Satz  61  der  Ausgabe  fehlt  uns 
völlig  und  auch  Satz  59  lautet  bei  uns  Seite  29  Zeile  39 — 41  bis  Seite  .30 
Zeile  2:  „Si  tetragoni  contactis  dyametronun  ad  rectos  Irahatur  recta  in 
ipsa  nero  ocnlns  ponatur  latera  tetragoni  eqnalia  apparebnnt  et  dyametri 
eqnales  apparebnnt  Esto  ictragonus  b.  g.  d.  et  protrahenlitr  in  co  dyagoni 
M.  b.  g.  a.  et  prolrahalur  pcrpcndicularis  ab  .c,  punclu  empipedo  dciiata  rccla 
.€.  in  qua  oculus  .m.  iaceal  et  accidant  radij  .m.  a.  m.  b.  m.  </.  m.  g.^\  das  heisst, 
cs  ist  mitten  im  Beweise  abgebrochen.  Auf  der  Seite  30  würde  aber  gerade 
Kaum  genug  sein,  dass  der  vollständige  Beweis  und  der  fehlende  letzte 
‘Lehrsatz  der  gedruckten  Ausgabe  noch  Platz  finden  würden. 

§3. 

Zweites  Stück:  UTnini  nisi«  corporis  qiie  fit  per  radioriini  retlexioiicni  et 
refractloiieiii  possit  esse  equalis  nisioni  qnc  fit  per  rectam  radioriini 

radiatiouem. 

(Seite  31  Zeile  1—2.) 

D.as  Stück  erstreckt  sich  von  Seite  31  Zeile  1 bis  Seite  33  Zeile  31  und 
endigt  (Zeile  29  — .31):  Omnis  piramis  est  angulnta  igitur  omnis  pyramis  est 
laterata  quia  anguli  non  sunt  sifie  lateribus.  aus  patet  quia  omnis  pyramis  habet 
conum  et  basim.  Den  Verfasser  zu  ermitteln,  ist  mir  nicht  gelungen;  mit 
grösserer  Wahrscheinlichkeit  lässt  sich  die  Zeit  der  Abfassung  bestimmen. 
Auf  Seite  30  Zeile  32  — 37  werden  nämlich  als  Beweismittel  citiert:  1.  Eu- 
clidis  Uber  de  uisu^  wie  schon  oben  angegeben  wurde;  2.  Witilo,  Perspe- 
ciiua  lib.  3.  prop.  tS*)\  .3.  Bacon,  Cap.  2 distinct.  ö.;  4.  Joh.  de  pysano  p.  I. 


*)  Es  sei  mir  erlaubt,  über  diesen  berühmten  Optiker,  der  freilich  unter  dem 
Namen  Vi  teil  io  bekannter  ist,  hier  in  längerer  Anmerkung  einige  Bemerkungen 
zu  machen.  Herr  Prof.  Cantor  in  Heidelberg,  an  den  ich  mich  ebenfalls 
wegen  der  Handschrift  gcwamlt  und  ein  in  derselben  abgezeichnetes  Auge  mit 
eingelegt  hatte,  spr.'ich  in  einem  Briefe  vom  3.  August  1805  die  Vermuthung  aus, 
dass  etwa  dieser  Gelehrte  der  Verfasser  «1er  darin  enthaltenen  Perspective  sei. 
Wenn  dies  sich  auch  nicht  bestätigte,  so  ergab  sich  doch  bei  den  Nachforschungen, 

4* 
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lieber  die  Handschrift  R.  4'.’  2,  Probleinatum  Eiiclidis  explicatio,  der 


prp.  40,  über  welches  letztere  Werk  wir  gleich  nachher  zu  handeln  haben. 
Witelo  und  Job.  Peckkamus  werden  auch  auf  Seite  31  an  mehreren 

die  der  Custos  der  Königl.  und  Universitälsbibliothek  zu  Königsberg,  Herr  I)r. 
R.  Re  icke,  für  midi  anzustellen  die  Güte  batte,  dass  es  vielleicht  möglich  sei, 
dieser  Optiker  Vitellio  sei  ein  geborner  Thorner.  In  der  Widmung  seines 
Werkes  nämlich  sagt  er;  Verilatis  amatori  fralri  GuUehno  de  Morl/cka  H'itelo  ftlius 
Thnringorum  et  Pulotwrxtm  cel.  Nun  meint  Freytag,  Anatecta  litteraria  de  libiis  rorio- 
ribus  Lipsiuo  1750.  8®  S.  978,  man  müsse  hier  für  Thuringo-Polonns  lesen  Thorinyo- 
Pubmus  und  dies  solle  heissen  Thornnii  nalus,  d.  h.  in  Thorn  geboren.  Dass  diese 
Ansicht  eine  blosse  Conjectur,  ist  wohl  schon  daraus  sicher,  dass  zu  iwebzeiten  des 
Witelo  (Mitte  bis  Ende  des  Saec.  XIII)  Thorn  als  Stadt  noch  gar  nicht  existierte, 
ausserdem  würde  cs  dann  auch  Thorunius  statt  T/ioriiigus  heissen  müssen.  Die 
Widmung  aber  in  Verbindung  mit  einer  Stelle  im  Huche,  nämlich  Tbeoremn 

LXXIV:  Quomam  enim  non  est  possibile  so/is  uel  lunae  ( qnorum  solum  modo  corpo- 
rum,  nt  70  Ih.  buius  diximns,  radij  iridem  faciunt)  centva  in  horizontc  exUtere , nisi  in 
Oriente  uel  occidenle , in  nostra  terra,  seUicet  Poloniae,  habitabili , quac  est  circa  fatilu- 
dinem  50  graduum  cet.,  hat  die  Polen  veranlasst,  den  Witelo  als  einen  der  Ihrigen 
zu  reclamieren.  Sie  haben  sogar  eine  vollständige  Geschichte  seines  I^ebcns  con- 
struiert,  dass  er  bei  Krakau  ein  Observatorium  gehabt  u.  s.  w. , obwohl  wir  über 
seine  Lebensumstände  nur  auf  einige  dürftige  Nachrichten  seines  Werkes  ange- 
wiesen sind.  Fast  alle  Schriftsteller,  die  über  Geschichte  der  Optik  geschrieben, 
haben  der  Hislorga  lilcraturg  Polskiey  des  Felix  Bentkowski,  Warschau  und 
Wilna  1814.  8".  2.  Band  S.  29G,  297,  einfach  nachgcschriebeu,  ohne  sich  auf  eigne 
Untersuchungen  einzulassen.  Nach  Bentkowsky  ist  Vitellio  — diese  Namens- 
form mussten  sic  nothwendig  bcibehalten,  um  ihre  Sache  zu  stützen  — eine  blosse* 
Uebersetzung  des  polnischen  Wortes  Ciolek,  was  Kalb  bedeutet  und  gleichzeitig 
der  Name  einer  der  berühmtesten  polnischen  Adelsfamilien  ist.  Nun  haben  aber 
die  ältesten  Handschriften  niemals  diese  Form  Vitellio,  sondern  wie  schon  Poggen- 
dorff,  biogr.-litterar.  Handwörterbuch  zur  Gesch.  der  exacten  Wis- 
scnsch.  Bd.  II.  Sp.  1212,  bemerkt  hat,  stels  entweder  die  Form  Witilo  oder 
Witelo.  l Tnsere  Handschrift  z.  B.,  die  von  1359  datiert  ist,  hat  viermal  die  Form 
Witilo  deutlich  ausgeschrieben.  Auch  Fürst  Boncompagni  besitzt  in  seiner 
reichen  Manuscriptsammlung  Nr.  358  einen  Pergamentcodex  dieser  Optik  aus  dem 
XIV.  Jahrhundert.  In  diesem  heisst  es  nach  der  Beschreibung  des  Herrn  Nar 
ducci  {Cutalogo  di  manoscritti  cet,  p.  167  Zeile  16 — 18  und  Zeile  24 — 25);  ,,C  Incipit 
prologns  in  primutn  Librum  perspectiue.  Eritatis  amatori  fralri  Pilhelmo  de  morbeka 
Witelo  fUius  thuringomm  et  colonorum  cet.*’  und  „Incipit  Uber  X‘*f  continus  (sic)  et  sine 
exceplionis  de  perspeclitia  demonstrala.  MagUlri  Guittelonis “.  Beidemal  also  haben 
wir  auch  hier  die  Form  Witelo,  denn  auch  das  zweite  Mal  steht,  wie  sonst 
immer  im  Lateinischen,  Gn  für  H'.  Auch  von  den  6 Handschriften,  die  II  eil- 
bronner  a.  a.  O.  aufführt,  haben  drei  die  Form  Witelo  oder  Wytelo  für  den  Na- 
men des  Verfassers,  die  deshalb  auch  von  ihm  nicht  dem  Vitellio  zugetheilt 
werden.  Von  den  drei  übrigen  ist  es  ebenso  ungewiss,  ob  der  Titel  der  Hand- 
schrift mit  der  Form  des  Namens  in  derselben  übcrcinstimmt,  da  z.  B.  auch  die 
Handschrift  des  Fürsten  Boncompagni  den  Katalogtitel  Vitellionis  Optica  führt, 
obwohl  die  daselbst  angewendetc  Namensform  Witelo  ist.  Von  den  beiden  Hand- 
schriften der  Paticana:  Codex  Valic.  Urbin.  265  und  Cod,  Vat.  Urbin.  206  hat  nach 
gütigen  Mittheilungen  des  Fürsten  Boncompagni  der  erstere  die  Namensformeu 

V I 

Wytelo  und  üitello;  im  zweiten  stehteinmal  Bitelo,  an  zweiter  Stelle  Witello,  doch 
macht  Herr  Narducci  dazu  die  Bemerkung;  II  est  d observer  qu'on  lisait  aupara- 
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Stellen  citiert.  Nun  lebten  Witclo,  Bacon  und  l’cckkaraus  ß<^mmtlicli 
am  Ende  des  XIII.  Jalirliunderts,  so  dass  also  das  uns  vorliegende  Stück 
nicht  vor  Anfang  dos  XIV.  .Jahrhunderts  verfasst  sein  kann. 

Was  jetzt  den  Inhalt  anhotritVt,  so  wird  zuerst  behauptet,  gebrochnc 
und  reflectierte  Strahlen  gäben  mehr  Licht  als  directe  Strahlen.  Der  Ver- 
fasser führt  als  Beweis  an,  1.  dass  viele  Menschen  durch  Gläser  läsen,  die 
bei  dircctcm  Lichte  nicht  lesen  könnten;  2.  dass  die  Schreiber,  die  bei 
eiuer  Kerze  in  einem  leeren  Zimmer  schreiben  wollten,  die  Kerze  vor  einen 
Spiegel  stellen,  um  dadurch  das  Licht  zu  vei>tärken.  Er  sagt  dann,  er 
Avolle  in  der  Art  Vorgehen,  dass  er  zunächst  Dcfhiiliuncs^  2.  aliquas  disUnclio- 
neSy  3.  alif/uas  prlilioneSy  1.  conciusiomrs  cum  suis  corrolariis  setzen  will,  und 
dann  5.  rcil/re  ud  rudoucs  propoucnlis.  Seine  Definitionen  beziehen  sich  auf 


vunl  ,,witelo“  cl  t/u'oit  a rarrüje  beaueuup  plus  lartl  ,,witollo“.  Das  Maiiiiscript  2C.5  ist 
aus  (IcMii  XIV.,  (la.s  Maimscript  '2'JO  aus  dem  Anfänge  des  XV.  .lalirlmndcrls.  Wir 
finden  also  liier  ebenfalls  nur  die  Kunn  Witelo.  Aiieli  T.  Kiesner  verbessert  die 
von  den  ersten  .Ausgaben  l.’i.'l.'J  mul  1051  gegebene  Namensform  l'itcltio  in  seiner 
Ausgabe  von  1.072  in  Ulellu,  wabrsebeinlieb , da  er  naeb  seiner  Angabe  alle  Ma- 
iiuseriptc  benutzte,  weil  diese  die  Funn  ii'itelo  oder  Hlinlicbc  darboten,  obwohl 
er  den  Verfasser  selbst  als  1‘olen  bei  rächtet.  Dagegen  macht  die  Form  H'ilelo  es 
sehr  wahrscheinlich,  dass  un.scr  (.Iptiker  ein  geborner  Thüringer  w'ar.  Dieser 
Name  ist  nämlielt  im  XIII.  .Jahrhundert  einer  der  verbreitetsten  in  Thüringen,  so 
da.ss  man  fast  keine  l^rkundensammlung  aus  jener  (legend  und  Zeit  aufschlugen 
kann,  ohne  auf  eine  der  Formen  ll'itito,  Jt'iiii/o,  ll’idilo,  U’idelo,  li'idulo  (abge- 
leitet als  Diminutiv  voti  H’ido  oder  IVilu)  zu  stossen , und  dieser  Name  ist  also 
bestimmt  ein  deutscher.  Wäre  Witclo  ein  Pole,  so  würde  sicher  filios  Polooo- 
ram  ct  Thuiingorom  stehen  müssen.  In  diesem  Wahne  betindet  sieh  z.  H.  Ber- 
nardino Bai  di  — auch  Kiesner  dreht  in  .seiner  ^'orredc  die  Keihenfolge  um, 
damit  er  um  so  eher  sieh  für  seine  polnische  Abkunft  entseheiden  könne  — in 
dem  bis  jetzt  noch  nicht  veröffentlichten  Werke  De  le  vite  dt'  Malcmatui,  von  wcl- 
cliem  das  Original  im  Besitze  des  Fürsten  Boneoinpagni  sich  befindet,  und 
von  dessen  curlo  luG — 107  ich  eine  genaue  Abschrift  besitze,  die  gerade  die  Le- 
bcnsbcsehreibuug  des  Witelo  enthalten.  Er  sagt  nämlich  gleich  zu  Anfang: 
let/fiendovisi  rou  modo  haiburo  fujliuoto  de  I'oloui  e de  Ttaiutpiy  kehrt  also  das  wirk- 
lich Vorhandene  geradezu  um.  Nachdem  er  sieh  aber  iin  Allgemeinen  für  die 
polnische  .Abkunft  ausgesprochen,  gibt  er  doch  zu:  Pun  esscre  anco  che  non  cyli 
viu  chi  feve  l'insrriUione  ul  optva  lo  chiamaase  fUjUuolo  de  Puloui  c de  Thuriuyi  per  crescev 
yloiia  a yncUc  nalioni;  ovvero  yitc,  s'cyli  fii  que  lu  fcce,  s’induccsse  a eiö  per  acquistarsi 
Ui  yntlUi  d'ambcdue  quei  popoli;  o furse  po'chc  eyli  nasccsse  in  Tminyia  e fasse  allevata 
in  l’ulania,  overo  per  il  contrario  tiascesse  in  Polonia  c fasse  allevato  fra  i Turinyii. 
Schon  Kegio montan  und  de.sscn  Schüler  Walther  nennen  denselben  noster 
Pitellio  7'hurinyus y sind  also  bestimmt  der  Ansicht,  einen  Thüringer  vor  sich  zu 
haben.  Die  Stelle  im  10.  Buche,  die  ich  oben  habe  abdrucken  lassen,  würde  doch, 
nur  .so  viel  beweisen,  dass  er  bei  Abfassung  seines  Werkes  vielleicht  in  dieser 
Oegend  gewesen  sei,  und  dass  man,  um  in  Bolen  zu  leben,  nicht  dort  geboren  zu 
.sein  brauclit,  ist  wohl  selbstverständlich,  Jioch  dazu,  da  cs  grosse  Wahr.schein- 
lichkeit  hat,  dass  Witelo  ein  Geistlicher  gewesen,  der  also  dahin  gehen  musste, 
wohin  seine  Obern  ihn  schickten. 


54  lieber  die  Handschrift  K.  4?  2,  Problematuin  Euclidis  explicaiio,  der 


Visio  reclOy  die  nacl»  den  kürzesten  Linien  ins  Auge  gelangt,  Visio  reflejca, 
bei  der  die  l*erception  sowohl  durch  einfalleiide  als  reflectierte  Strahlen 
geschieht,  Visio  refracta^  bei  der  ebenfalls  die  Wahrnehmung  durch  dirccte 
und  gebrochne  Strahlen  gleichzeitig  geschieht.  IHslinclioncs  sind  folgende; 
Visus  vera^  wenn  die  Sache  selbst  in  die  Augen  fällt;  Vistis  ficta^  wenn  nur 
ein  Abbild  gesehen  wird.. 

Pelilioncs  hat  er  drei.  1.  Per  forliorcs  rudios  ceriius  uitlcri.  2.  Radium 
obii(/ue  incidenlcm  diiiersurum  dcnsilalum  medijs  rcfrimji.  3.  Spcciem  in  spe- 
cido  apparcnlvm  rcßcxc  uideri. 

Es  folgen  die  conclusioncs.  1.  Omnis  uisio  fil  medianie  pyramidc  cuius 
conus  esl  in  oculo  cl  basis  in  re  uisa.  Dazu  das  Corrolar:  Jfuo  in  cqualia  pos- 
sunl  apparcre  Cf/unlia.  2.  Jn  uisiunc  que  fil  per  radiorum  refraclionem  tiel  re- 
ßexionem  radiorum  ßt  notabiiis  deceplio  et  error,  und  der  Zusatz  Visio  de 
rebus  per  radios  fracios  uisis  debilitcr  fieri.  3.  Visionem  que  ßt  per  rudios 
rectos  uisioni  que  fil  per  radios  rcfractos  et  reßexos  esse  certiorem,  mit  dem 
Corrolar  Visio  que  fil  per  radium  rectum  non  esl  equalis  uisioni  que  fil  per  ra- 
dium  refraclum  ucl  reßexum;  d.  h.  die  aufgestellte  Frage  wird  verneint. 

Jetzt  beginnt  der  fünfte  Theil,  der  sich  nur  damit  beschäftigt,  Alle.s, 
was  bis  dahin  bewiesen  zu  sein  schien,  als  falsch  nachzuweisen.  Der  Ver- 
fasser geht  hier  den  umgekehrten  Gang  und  wendet  sich  zunächst  gegen 
die  Ü“  eunclusio  und  so  rückwärts  weiter  bis  zu  den  Distiuctionen.  Dieser 
fünfte  Theil  der  Abhandlung  ist  der  interessanteste,  und  es  scheint  dem 
Verfasser  gelungen  zu  sein,  die  scheinbar  von  einem  Andorn  aufgestellten 
Sätze  zu  entkräften. 


§4. 

Drittes  Stück:  Jounnis  Peckkanii  Arcliiepiscopi  Caiitiinrieusis  Perspeefiue 

comiiiiiiiis  libri  tres. 

Seite  34  ist  leer  geblieben.  Von  Seite  35  bis  68  Zeile  20  folgt  dann 
das  eben  genannte  Werk,  das  im  Mittelalter  für  chissisch  galt,  und  das  auch 
in  einer  grossen  Anzahl  von  llandschiiften  und  Ausgaben  existiert.  Die 
älteste  mir  bekannte  ist  ohne  Ort  und  Jahr  circa  1490  erschienen  und  vor 
ungefähr  2 Jahren  von  der  Friedländerschen  Buchhandlung  in  Berlin  ange- 
zeigt  worden.  Ehe  ich  mir  dieselbe  aber  verschaöen  konnte,  war  sie  schon 
anderw'eitig  verkauft.  Dann  kommen  2 Ausgaben  im  Jahre  1504  zu  Leip- 
zig  impressa  arlc  Cl  sollerlia  Martini  Herbipolensis  und  Venedig  impressa  cura 
J.  R.  Sessa.  (Letztere  schon  oben  in  dem  Briefe  Narducci’s  erwähnt.) 
Ich  selbst  habe  zur  Vergleichung  nur  eine  Ausgabe  Coloniae  Agrippinae 
MDLXXX  48  Blatt.  Ausserdem  kenne  ich  noch  zwei  Kölner  Ausgaben 
von  1592  (Narducci,  CaUdogo  di  Manoscrilti  p.  112,  Zeile  7 — 10)  und  1627 
(Kästner,  Geschichte  der  Mathematik  Bd.  2,  S.  270).  Auch  inNür  n - 
borg  sollen  nach  Montucla  mehrfache  Ausgaben  erschienen  sein.  In 
allen  diesen  Editionen  und  den  besonders  häufigen  llaudschriftpn  ist  der 
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Name  des  Autors  und  der  des  Bischofssitzes  vielfach  verdreht,  so  dass 
daraus  bei  den  Schriftstellern  Uber  Geschichte  der  Mathematik  grosse  Ver- 
wirrung entstanden  ist.  Ich  habe  mir  z.  B.  die  Formen  notiert:  l’echa- 
inus,  Pcchebam,  Pethanus,  Pisanus,  Pathhan,  IM  chanus,,Pet- 
san*);  Ca  in  er  a c e n s i s für  Cantuarien  sis.  Durch  Vergleichung  der 
Ausgaben  kam  aber  schon  Montucla  zu  der  Ueberzeugung,  dass  alle  diese 
verschiedenen  Formen  ein  und  denselben  Mann  bedeuten  sollten,  nämlich 
den  Erzbischof  von  Canterbury,  Johaniies  Peckkamus,  Derselbe  ist 
nach  Cave**)  zu  Chichcstcr  im  südlichen  England  geboren  von  niedri- 
gen Eltern.  Da  er  einsah,  dass  cs  ihm  schwer  fallen  würde,  in  seinem  Va- 
terlande sich  hervorzuthun,  ging  er  nach  Paris,  beendigte  dort  seine  Stu- 
dien und  kehrte  dann  erst  nacli  England  zurück.  Hier  hielt  er  in  Oxford 
mit  solchem  Beifall  Vorlesungen , dass  er  von  seinen  Ordensbrüdern,  den 
Franciscanern,  zum  Provincial  für  England  gewühlt  wurde.  Er  blieb  aber 
niclit  lange  in  England,  .sondern  wandte  sich  wieder  nach  Paris  und  von 
dort  nach  Leiden,  wo  ersieh  die  C an  o u i k ats  w ü r d c erwarb.  Von  hier 
begab  er  sich  nach  Rom  und  wurde  dort  bald  als  Lcctor  Palatinus  an- 
gestellt. Als  bald  darauf  der  Erzbischof  von  Canterbury,  Robert  Kil- 
warby,  die  Cardinaiswürde  erhielt , wurde  Pcckkam  gegen  den  Willen 
des  Capitels,  wie  cs  scheint  durch  Simonie,  vom  Papste  zum  Erzbischof 
von  Canterbury  geweiht  am  G.  März  1279.  Gleich  nach  seiner  Inthroni- 
sation musste  er  wenigstens  bei  Strafe  des  Bannes  4ü(X)  Mark  nach  Rom 
senden,  wie  Cave  a.  a.  O.  mittheilt.  P eckkam  starb  am  8.  December 
1292.  Das  Datum  .seiner  Weihe  und  seines  Todes  verdanke  ich  dem  Ober- 
bibliothekar Prof.  Dr.  C.  Hopf  in  Königsberg,  der  mir  überhaupt  bei 
meinen  Studien  sehr  förderlich  gewesen  ist. 

Unser  Manuscript  beginnt  (Seite  35  Zeile  1 — 3);  Assit  principiu  sanclu 
marin  mco  |j  jMier  phisicc  consideratiouis  sludia  lux  iocundius  afficil  mcdilan- 
Ics  II  iutcr  mafjnalia  mathemalicurum  ccrlitudo  dcmonslraliomim  preclurius  cx- 
tollil  invesliijunlcs ; und  endigt  (Seite  G8  Zeile  15 — 17):  (Juc  antem  dietndur  || 
falsc  de  yridc  mtdlum  possuut  rcfclli  per  huc  f/uud  in  Ituius  lupidibus  ||  conlcm- 
plamus.  Das  in  allen  Ausgaben  und  den  meisten  Handschriften  dann  Fol- 
gende ist  gerade  so  wie  in  der  oben  von  Herrn  Narducci  erwähnten 
Handschrift  des  Vatican,  Retjina  Succorum  in  folgender  Weise  zusam- 
meugefasst  (Seite  68  Zeile  17  — 20):  Gcncrationcm  ijridis  cathaclisinum  ex- 
cludcre.  |j  Luccm  solarem  cl  siderubilcm  in  perspieuo  puro  cffxccrc  | Galaxiam, 
Quidam  in  hoc  paragrapho  contradicere  non  v€rcntur.\\  Explicil  >c  amen  deo  gra- 
cias.  Soweit  ich  sonst  verglichen  habe,  stimmen  samintlichc  Proposiliones 


*)  Auch  den  Anfang  des  Mamiscriptes  Regina  Succorian  1235:  plimce  perspectiua 
bin  ich  geneigt  so  zu  verstehen,  dass  p/iisirc  eine  Verdrehung,  vielleicht  von  Pi- 
samts  sein  soll. 

**)  Cave,  Svriptorum  Fvdesiastic,  Ilisloria  literariu,  Getievae  1705.  Fol.  p.  647 


5(>  lieber  die  Ilaudscliritt  R.  4?  2,  Problcmatuiii  Eiielidis  ex])licatio,  der 

unserer  llnndscbrift  mit  der  oben  citierten  Ausgabe  überein.  Das  Uber  1 
enthält  S i propositioticSy  das  Uber  H 50 propositioncs^  endlich  Uber  HI  21  prop.^ 
weil  die  in  den  Ausgaben  getrennten  letzten  beiden  Lebrsätzc  in  unserem 
Manuscript  als  Ein  Satz  gerechnet  werden  und  mit  21  numeriert  sind. 


VIeiies  Slüek;  Postreiiui  duo  Theoreiiuila  llbri  de  Speeiilis  Eiielidis. 

Von  Zeile  21  — 42  derselben  Seite  (»S  linden  sieb  nun,  merkwürdig 
genug,  noch  die  beiden  letzten  lichrsätze  der  Katoptrik  oder  des  Uber  de 
speeuUs  des  EiieUdes^  nämlich:  1.  Possib/le  esl  spcculum  cotislnii  et  in  codem 
apparere  phires  faeies,  bas  (juidem  maiores  Utas  iiero  mi/wresy  bas  quidem  pro- 
pius  Utas  ucro  lunfjius  Cl  bic  quidem  dexlras  itUc  iicro  siuislras.  2.  Ex  concauis 
speeuUs  ad  solem  pusitis  Ujuem  accendere.  Sie  weichen  ebenso,  wie  ich  dies 
oben  vom  Uber  de  uisu  gesagt  habe,  ziemlich  bedeutend  von  der.  1‘ariser 
Ausgabe  von  1557  ab. 


Fünftes  Stück:  Carastoiiis  über  editus  a Tlicbitii  lllio  Tliore. 

Dieses  Work,  über  welches  Steinschneider  in  den  Atmali  di  Mate- 
matica  ('l\  V.  No.  1.  Gennaio  1862)  ausführlich  gehandelt  hat,  erstreckt 
sich  in  unserem  Codex  von  Seite  6‘J  Zeile  1 bis  Seite  73  Zeile  24.  In  Be- 
zug auf  das  von  Steinschneider  Mitgetheiltc  kann  ich  mich  einfach  auf 
ihn  beziehen.  Ich  notiere  hier  zunächst  nochmals  seine  Ergebnisse,  w’ie  er 
sie  auf  Seite  6 und  7 des  durch  Boncompagni  besorgten  Scparatdruckes 
genannter  Abhandlung  zusainmcnstellt : 

1.  euol  dire  bilancia,  la  voce  araba  ciTorigiue  greca,  mala  voce 
(jrcca  e aucora  da  iroearsi.  — Senza  arrisebiare  uua  congeltura  cerla,  iasciaudo 
questo  ai  fUologi  classiei^  voglio  soUanto  aecetiuare ^ ebc  quesla  i>oce  cra  forsc 
primamente  usata  net  Siriaco,  e que  la  voec  greea  e forsc  romposla  di 
matio?  — E vera  ehe'  il  t radul torc  latiua  scriveva  caraston  con  due  a,  leggeva 

dunque  ; ma  gli  arabi  amano  la  vucalc  a,  e nun  di  rado  hamio  prouun- 

eiato  Ic  cousouanli  (Vuna  voce  esotica  con  qualcbc  vocale,  ebc  i tradutlori  lalhti 
hanuo  poi  espresso  colla  vocale  a,  quaudo  non  trovavano  la  vocale  iudicata  ncl 
luro  testo.  Cercando  dunque  il  suono  grcco,  e da  tenersi  alle  consonanti*). 

2.  Ciä  esistevuno  almcno  1 operc  Irattanti  dclla  bilancia,  vale  a dirc: 

a)  d'uno  dei  figli  di  Musa  ben  Sciachir, 

b)  di  Thabit  ben  Corra  (mori  nelf  anno  ilol). 


*)  Nach  scliriflliclicr  Mltthcilunp:  des  Herrn  Steinsclineirtor  an  mich,  hat 
Herr  Stantsratli  Dorn  in  I’otersburg  die  Herlcitun}|:  des  Wortes  Karaston  von 
X€ip  vollsländii'  durcligeführl. 
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c)  <li  Costa  ben  Luca  (Srr.  I.\\  se  non  X), 

<1)  d'Ibn  Heithem  (c/ic  c il  cclcbrc  „Alhazen“  c mon  tlHranno  lo.ls). 
Non  si  SU  ccrlamvnle  quäle  di'quesli  aulori  ubhia  imptcqalu  la  voce  caraston, 
que  poi  cra  commune  fra  i dolli. 

3.  Jl  über  carastonis,  csislenle  almeno  in  i manoscriUi^  e <// Thabit,  ma 
non  si  trova  nei  calaloij/ii  dellc  suc  operc,  conusciuli  ftnoru. 

4.  Gherardo  di  Cremona  iradussc  un  über  carastonis  d(dC  arnbn,  cd  e da 
presumere  que  sia  V opera  di  Thabit  ancora  csistcnti\  ch'cqli  abbia  IradoUo, 
/inche  non  si  frovi  altro  numc  di  trudullorc  nominuto  in  uno  'dei  manoscrilli 
dcU'  Opera  di  Thabit. 

Dun  unlur  3.  erwähnten  Manuscripten : No.  D<1  der  Bibliothek  des 
Klosters  San  l^Iarco  in  Florenz,  und  No.  7377B'\  7131*’,  8G80A  der 
Kaiserlichen  Bibliothek  zu  Daris,  reihen  sich  noch  einige  Handschriften 
an,  auf  die  ich  zuer.st  aufmerksam  gemacht  habe,  nämlich;  1,  Unsere  Hand- 
schrift K.  4?  2®,  das  Manuscript  lictjina  Suecorum  1235  und  ein  Manuscript, 
das  ich  nur  aus  dem  Verzeichniss  kenne,  was  Heilbronner  in  seiner 
Jlisloria  MaUicscos  aus  der  Hibliolhcca  IHbliolhecarum  von  Montfaucon 
ausgezogen  hat.  Auf  Seite  540  § 8 No.  5 nennt  er  darin  als  in  der  Biblio- 
thek des  Vatican  vorhamlcn  ein  Liber  Carastonis  de  ponderibas,  letzterer 
Zusatz  ein  Gegenstück  zu  dem  'l’itel  Liber  Carastonis  sive  de  Statera  der 
einen  Pariser  Handschrift.  Dieses  Afanuscript  ist,  wie  ich  später  gemerkt 
habe,  eben  das  Manuscript  lieqina  Suecorutn  1235.  Die  Bemerkung  sive  de 
ponderibus  findet  sich  in  demselben  von  einer  Hand  des  XV.  Jahrhunderts 
auf  dem  untern  Rande  des  Blattes  70'’  mit  Bleistift  geschrieben  und  fast  un- 
leserlich, nämlich:  ^y-'lit}  A'arastonis  ediC  a t/iebit  ben  chorao  dcus  U ponderihy. 
Der  Codex  Caticanus  2975  aus  dom  XVI.  Jahrhundert  enthält  ebenfalls 
(Blatt  170 — 183)  eiiiKxemplar  dieses  Werkes.  Dasselbe  beginnt  in  gleicher 
Weise  mit  den  Worten : Incipil  über  Karastonis  de  ponderibas.  Dabei  ist  es 
noch  interessant,  dass  Heilbronner,  wie  sich  aus  dem  Index  III  sub 
verbo  Carasto  ergibt,  den  Titel  so  auffasst,  als  habe  ein  gewisser  Ca- 
rast o ein  Buch  über  Gewichte  geschrieben. 

Liber  Carastonis  heisst  also  Buch  Uber  die  Handwagc,  und  der 
Inhalt  des  Schriftchens  lässt  diesen  Titel  als  völlig  gerechtfertigt  erschei- 
nen. Nach  den  Worten  eines  Briefes  des  Fürsten  Boncompagni  vom 
5.  Aug.  1805:  ,,C'c  manuscrit  doit  etre  tres’p/'ccieux.  Les  ouvrqgcs  intituie’s 
„Verba  filioram  Moysi  filii  Schäker,  Mahameti,  Hameti,  Hasan et  „Liber 
Carastonis^^  n'ont  ete,  que  je  sac/ie,  jamais  publies  entierement  et  on  e?i  connait 
tres  pc7tt  (F cxcjnplaires.  Les  auieurs  de  ccs  traites  sont  des  gcomclres  tres  ce~ 
lebres.  Vous  fcricz^  Je  crois^  une  c/wse  tres-uiilc  et  tres-aqrcable  aux  savants 
cn  rediqcant  une  dcscription  trcs-detaillee  de  ce  manusc7'it ^ et  en  la  faisant 
ensuile  imprimer''\  glaube  ich  annehincn  zu  dürfen,  dass  der  vollständige  In- 
halt des  Werkchons  noch  niemals  veröft’cntlicht  ist,  und  dass  daher  eine 
genaue  Angabe  desselben  vielleicht  mit  Dank  aufgcuominen  wird. 
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Auf  Seite  8 der  oben  citierten  Schrift  Stein  Schneiders  über  das 
libi:r  Karuslonis  gibt  derselbe  den  Anfang  und  den  Schluss  des  fraglichen 
Wcikcs  nach  der  Lesart  der  Handschrift  No.  184  der  Bibliothek  des  Klo- 
st(Ms  San  Marco  in  Florenz.  Aus  diesem  Bruchstück  entnehme  ich  zu- 
nächst die  Eigenthümlichkeit,  der  wir  in  unserem  Codex  noch  öfter  begeg- 
nen werden  und  einmal  schon  begegnet  sind,  dass  nämlich  die  Einleitung 
sowohl  als  der  Epilog  bei  den  meisten  Stücken  derselben  als  unwesentlich 
weggelassen  ist  und  nur  die  wichtigen  Theilc,  Erklärungen  und  Theoreme, 
der  Mittheilung  für  werth  geachtet  sind. 

Unser  Manuscript  beginnt  (Seite  09  Zeile  1 — 2)  mit  den  Worten: 
Omnium  diiorum  spatiorum  que  duo  motn  sccanl  in  tempore  rnu  jj  propurlio  est 
sicud  proporliu  uirtulum  mouenlium  hiiitis  Cl  spuliu  sccuntium , d.  h,  es  beginnt 
erst  mit  dem  dritten  Wt)ite  der  27.  Zeile  auf  Seite  8 des  genannten  Wer- 
kes. Auch  stimmt  der  Wortlaut  in  beiden  Exemplaren  nicht  vollständig 
überein,  und  die  beweisenden  Zeilen  stimmen  erst  recht  nicht,  wenn  auch 
der  Sinn  derselbe  ist.  Der  zweite  Satz,  den  Steinschneider  auch  noch 
mittheilt,  und  der  mit  dem  14.  Worte  der  33.  Zeile  beginnt,  lautet  bei  uns 
(Seite  09  Zeile  0 — 13):  Omnis  lincu  que  diuiditur  in  duas  secliones  et  fiqilur 
puncius  (sic!)  eins  secans  et  monetur  linen  Iota  penilus  motu  quo  nun  rcccdil 

ad  locum  suum  tune  ipsa  facil  acadere  duas  scclurcs  similes  duorum  circidorum 

* 

quorum  medietas  dyametri  vnius  est  linea  longior^  medietas  dyamclri  secundi  est 
linea  breuior  ita  quod  proportio  arcus  que  siynat  punctum  extremitatis  vnius 
duarum  harum  ad  arcum  quem  siynat  punctum  extremitatis  linee  secunde  sicud 
proportio  linee  reuoluentis  illum  arcum  ad  lincam  sccundam.  Er  lautet  also 
mit  wenigen  Aenderiingen  genau  so  wie  a.  a.  0.  Der  Sinn  ist,  wie  man 
leicht  übersieht:  Die  Bogen  gleicher  Centriwinkel  verhalten 
sich  wie  die  zugehörigen  Radien.  Dieser  Ausspruch  des  Satzes 
lindet  sich  auch,  eingeleitet  durch  die  Worte:  Sensus  stal  in  hoc,  als  Margi- 
nalbemerkung neben  dem  zugefüglen  Beweise. 

Von  hier  an  verlässt  uns  der  Steiuschneidersche  Text.  Wir  fahren 


in  d<u*  Art  fort,  dass  wir  den  Wortlaut  der  8 Lehrsätze,  aus  denen  in  un- 
serer Handschrift  das  Uber  Carastonis  besteht,  angeben  und  an  jeden  eine 
kurze  Erklärung  anschliessen,  was  mit  dem  betreffenden  Satze  gemeint  sei. 

3.  Satz.  Omnis  linea  que  diuiditur  in  duas  sectioncs  et  ymayinabimus  quod 
linea  suspendatur  per  punctum  diuidens  ipsam  quod  duorum  ponderum  propor- 
tionalium  sicud  proportionalitas  duarum  partium  linee  vnius  ad  conparem  suam 
secundum  allernationem  suspendatur  vnurn  in  cxtremitale  vnius  duarum  scctio- 
num  et  secundum  in  extremitate  altera  tune  linea  cquatur  secundum  cquidislan- 
tiam  orizontis.  Es  ist  dies  offenbar  der  Ausspruch  des  Satzes  von  der  Gleich- 
heit der  statischen  Momente,  dass  sich  also  die  Gewichte  umgekehrt 
verhalten  müssen  wie  die  Hebelarme,  an  denen  sie  wirken, 
damit  Gleichgewicht  h e r g e s t e 1 1 1 wird.  Auch  hier  gibt  eine  Rand- 
glosse dieselbe  Bemerkung. 
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4.  Satz.  Omnis  linea  r/ue  diuitlihtr  in  duas  scciioncs  diuersas  suspensa  ex 
puncto  sccantc  posiio  quoqHC  pundcre  in  cxtrcmitulc  allcrius  luteris  eins  et 
allcro  pondcre  posiio  in  puncto  alio  inlcr  hanc  extremilatern  cl  punctum  diiii- 
dens  ex  loco  suspcnsionis  et  potidus  tertium  in  exlremitulc  altem  et  equatur 
linea  super  equidistantiam  orizontis  tune  quum  agqregantur  duo  pondera  que 
suspendunlur  in  uno  duorum  lalerum  et  pennutanlur  de  loco  suo  cl  suspendan- 
lur  in  puncto  medio  ex  eo  quod  esl  inlcr  ea  equatur  illa  linea  super  equidistan- 

. tiwn  orizontis.  Aus  den  Erläuterungen,  die  Thnbit  hierzu  gibt,  folgt  so- 
gleich, dass  die  beiden  auf  einem  Anne  angebrachten  Cewichte  als  gleich 
anzunehincn  sind,  unter  dieser  Voraussetzung  lässt  sich  der  Satz  aber 
etwa  so  aussprechen:  ,,llcfindet  sich  ein  Hohel  durch  drei  Ge- 
wichte iin  Gleichgewicht,  von  denen  zwei,  die  einander  gleich 
sind,  an  dem  einen  Arme  wirken,  so  kann  man  statt  dieser 
beiden  auch  im  Ilalhierungspuncte  der  Verbindungslinie 
ihrer  A n gr  i ffs  pu  n cte  das  dopj)elt  so  grosse  Gewicht  wiikcn 
lassen,  ohne  dass  das  Gleichgewicht  gestört  wird.“  Auch  ein 
specieller  Satz  von  der  Resultante  paralleler  Kräfte  liegt  in  dem  Theoreme. 

5.  Satz.  Omnis  linea  que  diuiditur  in  duas  scclorcs  diuersas  suspensa 
linea  a puncto  diuidenle  ij/sam  posito  in  uno  latere  pondcre  nliqtio  et  in  alio 
pundera  ponuntur  equalia  et  conparites  lincarum  que  sunt  inter  pondera  stml 
cquales  ut  postrema  prime  et  sequens  poslrcma  cqualis  sequenti  primam  sic  que- 
lihet  suc  conpari  et  equidistaf  linea  orizonli  tune  ista  jwndcra  aggregala 
suspensa  in  puncto  medio  ucl  ex  eo  que  esl  inter  pondus  primurn  et  postremum 
cquidistabit  linea  orizonti.  Erweiterung  des  vorigen  Satzes  dahin,  dass  statt 
zweier  gleicher  Gewichte  mehrere  aufgehängt  werden,  die  paarweise  von 
den  Enden  gleich  sind  und  auch  von  den  Enden  gleich  weit  abstehen. 
Auch  in  diesem  Falle  bleibt  das  Gleichgewicht  ungestört,  wenn  man  im 
Ilalhierungspuncte  der  Verbindungslinie  der  beiden  Hussersten  Angrifl’s- 
puuete  die  Summe  sämmtlicher  Gewichte  angreifen  lässt. 

6.  Satz.  Recla  linea  in  duas  sectiones  diuersas  fdiuisaj  suspensa  ex 

o e 

puneto  diuidenle  ipsam  suspensa  quoque  pondera  aliquo  in  vno  cxlremitate  et  in 
allcro  eins  latere  sil  pondus  expansum  equalis  crassiludinis  continuum  tum 
punctum  huius  latcris  secundum  illud  semper  quod  inuenitur  crassitudo  in  per- 
ju  ndicidari  trutinc  cl  quod  illam  crassitudo  reclißeat  pondus  quod  cst  in  extre- 
milate  lince  donec  sil  cqualis  super  equidistantiam  orizontis.  Quid  si  oppt'imc- 
rctur  in  lineam  portionis  habentis  crassitudinem  diuidi  ex  isto  pondcre  continuo 
cqualis  expansionis  et  suspendelur  in  puncto  medio  linee  portionis  tune  linea 
remanel  super  illud  super  quod  fucril  equalis  super  equidistantiam  orizon- 
lis.  Der  Satz  ist  dahin  zu  verstehen:  Es  sei  ab  die  gegebene  Linie, 
g der  Theilpunct.  Im  Puncte  a sei  ein  Gewicht  r angehängt 
und  auf  gb  sei  ein  Stück  db  abgeschnitten  und  dieses  Stück  sei 
so  völlig  gleichmässig  mit  Gewicht  belastet,  dass  in  jedem 
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1* miete  das  G e wicht  dieses  Puiictes  uud  das  des  Wagehalkeiis 
(frutina)  in  demselben  ]*uncte  zusammen  gleich  der  entspre- 
che n d c n S u m m e i n i r g e n d c i n e m a n d c r n P n n c t e s ei , dann  ist 
es  erlaubt,  das  ganze  Gewicht“ des  »Stückes  dh  im  IIalbic?riings- 
puncte  h dieser  »Strecke  an  greifen  zu  lassen,  ohne  dass  das 
Gleichgewicht  aufgehoben  wird.  Er  ist  also  die  Ausdehnung  der 
früheren  Sätze  auf  eine  continuierliche  Vertheilung  der  Gewichte, 

7.  Satz,  (hntiis  linea  que  diuhlilur  in  duus  scclorcs  diuersas  in  ciiins  t“a  - . 
Ircmilale  jmidcrc  suspenso  cl  in  lalcrc  eins  secunde  parlcm  perpcndicularis 
plana  coniinua  sccundam  equalitutcm  dcmonstrulum  st’'',  qua  perpcndicularis 
trulinarum  in  parle  vna  illius  laleris  fixa  in  ca  et  cquidislal  linca  orizonli  quod 
proportio  ponderis  suspensi  ex  puncto  exlremilatis  linee  ad  pundus  portionis 
perpcndicularis  fixe  in  quadam  parle  linee  cst  sicud  proportio  linee.  que  est  inler 
Suspensorium  et  inler  punctum  medium  portionis  habentis  crassiiudinem  ud 
lineam  sccundam.  Erweiterung  des  Satzes  3.  von  den  statischen  Momenten 
dahin,  dass  bei  der  im  voiigen  Satze  angenommenen  Vertheilung  des  Ge- 
wichtes, der  llalbierungspünct  des  mit  Masse  belegten  'riieiles  des  Wage- 
balkens als  Angriffspunct  des  einen  Gewichtes  angesehen  wird. 

8.  Satz.  Quando  esl perpcndicularis  rccta  cquulis  crassiludinis  et  suhstantie 

et  suspendilur  perpcndicularis  lum punctum  ipsius  non  super  medium  eril.  Die  Er- 
klärung dieses  Salzes  ist  mir  nicht  gelungen.  Dainit  dies  Andern  möglich  ist, 
setze  ich  den  Peweis  unseres  Manuscriptes  noch  hierher.  Derselbe  lautet 
(Seite  73  Zeile  11 — 23) : Assumpla  conclusione  j precedenlc  illud  quod  hoedicilur 
non  ftl  nisi  si  csscl  linca  .a.b,  sicud  .10.  cl  .a.g.  duo  cl  <j.d.  duo  1»  et  .d.b. 
rcsidua  perpcndicularis  .d.b . . /2.  et  .a  .d.  linca  cui  non  esl  pondus  el  perpendi- 
eularis  ||  .d.b.  esl  cum  ponderc  continuo  cum  porlione  linee  .a.b.  Palel  igilur 
quod  proportio  ponderis  \ quod  suspendilur  cum  puncto  .a.  ul  sil  recti/ieans 
pondus  portionis  et  pondus  portionis  .d.b.  esl  equalis  .g.v.  ad  .g.a  quiu  .v. 
esl  medium  .d.b.  el  cst  medictas  , .a.b.  quia  .d.b.  esl  super/luilas  eius 

quod  cst  inler  duas  scclorcs  ita  diuisimus  cum  | in  duc  medietalcs  el  addidimus 
medielatcs  eins  sccundam  lineam  breuiorem  ergo  .g.v.  est  ! medictas  lolius 
linee  cl  proportio  eins  ad  .g.a.  est  sicud  proportio  lotius  linee  ad  | duplum  linee 
.a.g.  ergo  cum  multiplicamus  pondus  .d.b.  in  longiorcm  .a.b.  el  j diuisimus 
quod  proueniet  sccundum  subduplum  -a.g.  esl  illud  quod  egredilur  e.c  diuisione 
ijtsum  pondus  quod  recti/icat  pondus  super/luens  perpcndicularis  donec  remancl 
equalis  sccundum  equidistanliam  j nrizonlis. 

Im  Codex  Regina  Suecorum  1253  heisst  dieser  Satz  rr/hco  ergo  quod  quo- 

• • 

niam  est  perpcndicidaris  recla  equalis  grossitudinis  ei  substa'nlie  et  susjtcndilur 
perpcndicularis  in  puncto  ipsius  non  su/tcr  medium  el  uolumus  scirc  quamlibcl 
accipiamus  quantilalem  ponderis  quod  cum  suspendilur  'in  cxtremilalc  scctoris 
breuioris  ex  duabus  secloribus  perpcndicularis  cqualur  super  equidistantiam 
orizonlis?  sic  nos  scimus  pondus  alias  perpcndicularis  et  scimus  longitudinem 
eins  cl  longitudinem  cuiusque  duarum  seclionum  eius.  Kt  accipiemus  super/luum 
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quod  esl  inler  duas  sectores  et  mtdliplicabimus  ipsum  in  poudus  perpcndicularis  et 
ditiidimus  quod  apgregutur  super  longitudinem  perpcndicularis  </uod  ergo  cgrc- 
diiur  ex  diuisione  est  illud  pondus  superfluclatis  que  est  inicr  duas  sectiones  ct 
esl  proporlio  pcrpendictdaris  superfluens  super  cqualitatem  deinde  accipiamus 
pondus  huius  portionis  et  mulliplicahimus  in  longitudinem  pcrpendicularis  et 
qund  aggrcgatur  diuidimus  ipsum  super  duplum  sectoris  brcuioris  duarum  scctio- 
num  pcrpendicularis  quod  ergo  aggrcgatur  ex  diuisione  erit  quantitas  que  cum 
suspendilur  cum  extremitate  sectoris  brcuioris  duarum  sectionum  pcrpendicula- 
ris equatur  pondus  eins  super  cqualitatem  orizontis. 

Hier  ist  natürlich  der  Sinn  unmittelbar  gegeben. 

Das  Ende  des  Ganzen,  wie  es  Steinschneider  a.  a.  O.  mittheilt, 
stimmt  wieder  gar  nicht  mit  dem,  was  bei  uns  das  Ende  bildet.  Denn  nach 
den  eben  angeführten  Worten  des  Beweises  ton  Satz  8.  folgt  bei  uns  ein- 
fach (Seite  73,  Zeile  23  und  24):  Et  sic  discernc  mirißcum  C Explicit  cara- 
stonis  über  j editus  a thebith  illio  thore.  .Betrachten  wir  die  oben  mitge- 
theilten  Sätze  in  der  Hinsicht  genauer,  als  darin  eine  Theorie  der  Hand- 
wage  liegen  soll,  so  sieht  man  sogleich,  dass  dies  nicht  die  sogenannte  rö- 
mische Schnellwage  sein  kann,  bei  der  der Aufliangepunct  fest  ist,  und 
das  Gewicht  verschoben  werden  kann,  sondern  dass  das  Uber  carastonis 
sich  mit  der  schwedischen  Schnellwage  beschäftigt,  bei  w’elcher  das 
Gewicht  einen  Theil  des  Wngebalkens  bildet,  und  der  Aufhängepunct  ver- 
schoben wird. 


§7. 

Sechstes  Siiiek:  Verba  filiorum  Moysi  illii  Schyr.i.Mariiieti  (sic!) . llaiiieti. 

Hasen. 

Von  Seite  73  Zeile  25  bis  Seile  73  Zeile  35  befindet  sich  in  unserer 
Handschrift  weiter  ein  Stück,  neben  welchem  auf  dem  rechten  Rande  die 
oben  als  Inhaltsangabe  gesetzten  Worte  sich  befinden,  während  auf  dem 
linken  Innern  Rande  zwei  andere  Worte  stehen:  /r«r“"  Es  ist  also 

w’ohl  keinem  Zweifel  unterworfen,  dass  dieses  Stück  ein  Exemplar  des  für 
die  Geschichte  der  Geometrie  so  wichtigen  Werkes  sein  soll,  das  von 
Chasles  in  seinem  Apercu  hisloHque  an  vielen  Stellen  hervorgehoben 
wird.  Um  so  wunderbarer  für  mich  war  die  Bemerkung,  dass  alle  bis  jetzt 
von  diesem  Werke  veröfifentlichtcn  Bruchstücke  sich  absolut  in  unsrer 
Handschrift  nicht  nachweisen  lassen.  So  fehlt  z.  B.  der  Lehrsatz,  den 
Chasles  besonders  hervorhebt,  und  dessen  Uebersetzung  nach  dem  Basler 
Codex  Kinkelin  in  Grunerts  Archiv  Tb.  XXXIX,  18G  gibt,  voll- 
ständig, obwohl  er  nach  Chasles  der  einzige  den  Brüdern  eigeuthümlichc 
Satz  ist. 

Nach  Steinschneider  (diese  Zeitschrift  X,  Jahrg.  S.  488)  ist  nun 
nur  derjenige  ^.riieil  der  Handschriften  als  Verba  filiorum  etc.  zu  bezeichnen, 
dessen  Ueberschrift  ist:  Tractatus  de  mensuratione  superficicrum  et  solidorum 
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ittprimis  auiem  circuli  et  sphaeruc.  Aber  auch  die  Worte,  mit  denen  dieser 
Theil  beginnt:  Propterca  quod  uidimns  quod  comteniens  est  neccssitas 
scicniiac  mcnsurac  ficjurarum  lassen  sich  bei  uns  nicht  nachweisen,  wohl  aber 
beschäftigt  sich  die  Abhandlung  mit  der  Ausmessung  der  Flächen,  insbe- 
sondere des  Kreises,  und  der  Körper.  Da  ich  weitere  Vergleichungsmittel 
nicht  besitze,  so  muss  ich  mich  begnügen,  hier  diejenigen  Bemerkungen 
folgen  zu  lassen,  die  unsere  Handschrift  nöthig  zu  machen  scheint. 

Leider  ist  meine  Bitte  an  Herrn  l*tofes.sor  Kinkclin  in  Basel  um 
einige  Auskunft  über  die  Baseler  Handschrift  der  Verba  filiorum^  die.  vor 
länger  als  einem  Jahre  gemacht  ist,  vollständig  unbeachtet  geblieben. 
Vielleicht  war  sie  etwas  zu  kühn,  da  aber  die  hervorragendsten  Personen 
mir  gern  und  bereitwillig  Auskunft  gegeben  hatten,  so  hoffte  ich  auch  hier 
keine  abschlägige  Antwort  zd  erhalten.  Wie  schon  gesagt  blieb  ich  ganz 
ohne  Erwiederung. 

Die  Verba  fiUorum  Moysi  cct.  beginnen  in  unserem  Codex  (Seite  T.'J 
Zeile  25 — 20):  Lonyiludo  est  illud  quod  extenditur  secundum  reciiludmem  induas 
partes  II  simul  (erminum.  Darauf  folgen  die  Erklärungen  von  lutitudo  und  alti- 
tudo  sowie  der  Flächen- und  Körpereinheit  frmi/i'  lonyitudoest  vna  et  lutitudo  est 
vna  cuius  anytdi  sunt  recti;  cuius  longitudo  est  vna,  lutitudo  est  vna  et  cuius 
altitudo  est  vna  et  eleuatio  superficierum  eins  quarundem  super  alias  est  seeun- 
dum  amjulos  reclos).  Darauf  folgen  Lehrsätze  und  Aufgaben  am  innern 
Rande  von  f — (5  und  dann  nochmals  von  1 — 5 numeriert.  Diese  Sätze  und 
Aufgaben  lauten ; 

1.  Omnis  fujure  laterale  contmycnlis  e.ircidum  muliiplicatio  medietatis  dya- 
melri  circuli  in  medietutem  omnium  laierum  fiyure  continyentis  circulum  est 
embadum  ßyurc  laterale. 

2.  Medietatis  dyametri  circuli  multiplicutio  in  medietatem  omnium  laterum 
omnis  fiyure  in  circulo  conlente  est  minor  embado  supcrficiei  circuli. 

.3.  Si  fuerit  omnis  linea  terminata  et  circulus  tune  .si  fuerit  linca  terminata 
breuior  linea  continente  circulum  tune  possibile  est  quod  fiat  in  circulo  altern 
late  rata  quam  continyat  circulus  et  sunt  latcra  eins  coniuncti  lonyius  linea  ter- 
minala  et  si  fuerit  linea  tenninata  lonyior  Ihica  conlincntc  circulum  tune  possi- 
bile est  ut  fiat  supra  circulum  fiyura  laterata  continyens  eum  et  erunt  latcra  eins 
ayyreyata  breuius  linea  tenninata. 

4.  Medietatis  dyametri  cuiuslibet  circuli  muliiplicatio  in  medietatem  lince 

continentis  ipsum  est  embadum  supcrficiei  ipsiiis.  * 

5.  Proportio  dyametri  omnis  circuli  ad  lincam  continenlem  ipsum  est  vna. 

().  Que  iyilur  sit  proportio  dyametri  ad  lincam  conlinentem  ipsum  operabi- 

mus  sicud  Archimenides  solus  ila  quod  non  fallalur  inquisiior  in  propinquilate 
ueritntis  proponens  vnius  ad  alterinn  nisi  minus  minuto  quod  est  pars  GO'i  dya- 
metri. Et  si  uoluerit  quod  non  medium  nisi  minus  secundo  quod  est  pars  OO'J 
dyametri  minuli  et  plus  illa  ul  peruenial  ad  quamcumquc  Innen  uoluerit  compu- 
talor  tenninare.  Hierzu  erlaube  ich  mir  die  Berechnung  des  Manuscriptos 


Digltized  by  Google 


Königl.  Oyinnasialbibliothck  zu  Thorn.  Von  Maximilian  Curtze.  63 

iin  Wortlaut  folgen  zu  lassen:  Sit  circulus  .n.e.h.  cuius  dyameler  .a.b.  cen- 
trum  .(j.  et  protraham  ex  cculro  lineam  .g.z.  conlincntem  cum  linc.a  .g.b. 
tertiam  anguli  recti  ct  erigam  super  punctum  .b.  linee  .g.b.  lineam  .b.z. 
nrtogonalitcr  manifestum  est  guod  arcus  qui  sublenditur  angulo  .b.g.z.  est  medie- 
tas  Sexte  circuli  .a.c.b.  et  quod  linea  .b.z.  est  mediclas  lateris  exagoni  con- 
iingentis  circulum  .a.c.b.  et  diuidam  angulum  .g.b.z.  (muss  heissen  .b.g.z.) 
fn  duo  media  cum.  linea  .g.n.  et  diuidam  angulum  .g.b.n.induo  media  per 
lineam  .g.d.  ct  diuidam  angulum  .b.g.d.  in  duo  media  per  lineam  .g.h.  Mani- 
festum est  quod  arcus  qui  subtenditur  angtdo  .b.g.h.  est  pars  centesima  ct 
02'‘  circidi  .a.c.b.  ei  quod  linea  .b.h.  est  medietas  lateris  (igure  habcnlis  OG 
latcra  contingentis  ciretdum  »a.c.b.  Tune  prefacientes  vsus  numeri  in  eo  quod 
computulur  ponamus  lineam  .g.z.  3 centum  et  .6 . cuius  linee  quadratum  nu- 
mero  erit  nonaginta  Iria  millia  ct  sex  centum  ct  triginta  sex  et  crit  linea  .b.z. 
centum  et  quinquaginta  tres  quia  angulus  .b.g.z.  tertia  anguli  recli  et  angulus 
.g.b.z.  est  angulus  reclus  et  erit  quadratum  linee  .g.z.  viginti  Iria  milia  et 
quadringenla  et  nouem  et  quadratum  linee  .g»b.  Septuaginta  milia  cl  ducenla 
ct  uiginti  septem  igitur  linea  .g.b.  est  plus  ducenlis.  Obwohl  hier  die  liech - 
nung  offenbar  noch  nicht  zum  Ende  gelangt  ist,  so  schliesst  sich  doch  an 
die  hier  mitgetheilten  Worte  unmittelbar  ohne  jeden  Zwischenraum  die 
zweite  mit  1 — 5 bezoichnete  lieihe  von  Sätzen  an,  und  zwar  beginnt  die- 
selbe mit  der  letzten  Zeile  der  Seite  76.  Diese  zweite  Keiho  von  Sätzen 
behandelt  den  Körporinhalt.  Ihr  Wortlaut  ist  der  Folgende:* 

1.  Si  fuerinl  quelibet  quanlitales  quartvn  numeralio  sit  par  et  fuerit 
augmentum  super  alias  cquales  fuerilque  prima  earum  maior  composilo  prime 
medietalis  earum  adderit  super  compositionem  sccunde  mcdielalis  corum  secun- 
dum  equalitalem  mulliplicationis  medietalis  summe  numerationis  earum  in  se  ct 
par  ca  in  vnam  additionem.  Arithmetischer  Lehnsatz.  Er  gibt  die  Regel  für 
die  Summe  einer  arithmetischen  Reihe. 

2.  Quando  a centro  circuli  super  dgann’lrum  mediclas- dyametri  perpendi- 
culariler  educetur  a cuius  termino  superiorc  vna  equalium  cordarum  totam  cir- 
cidi quartam  per  equalia  diuisam  cordarum  doncc  extra  circulum  cum  dyametro 
concurral  prolrahetur  longiludo  que  inter  centrum  comprehendilur  cl  concur- 
sum  lincis  omnibus  que  a seclionibus  quadranlc  equedistanlis  prolrahunlur  inira 
circulum  dyametro  medio  que  dyamelris  penitus  adequatur. 

3.  Si  fuerit  intra  circulum  poligona  superficies  quod  ex  medictale  laterum 
eius  in  vnam  lineam  coniunclorum  medio  circuli  dyametro  producitur  circulo 
minus  esse  si  ucro  fuerit  extra  maius. 

4.  Cum  rolunde  pyramidis  axis  centro  basis  urthogonaliter  obstiterit  linea 
que  ad  circulum  dyamelris  basis  a uertice  eadem  in  medielate  circumferentie 
ducla  Pyramide  exteriori  reddit  suprrficiem  quia  nec  in  maiorem  nec  in  rnino- 
rem.  Quid  per  poligona  declaratur  ut  supra  vnam  manifestum  est  quod  si  rcsecla 
fuerit  pyramidis  a pyramide  erit  rcsidui  superficies  ex  ductu  linee  duas  duorum 
circulorum  dyamelros  continualis  ex  altera  parle  in  medietates  duantm  circum- 
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fereniiarum.  Die  hierin  definierte  abgekürzte  Pyramide  benennt  der  Ver- 
fasser fruUilum,  und  gibt  nun  endlich  hierüber  noch  folgenden  Satz. 

5.  Cum  fnUellis  et  pyramide  superposila  compositum  corpus  m emisperio 
(d.  h.  hemisphaerio)  concludclur  aliudque  concludeus  emisperia  fucritque  pyra- 
midis  cl  frulellorum  reuolutiones  ciusdem  longitudims  erit  eins  exterior  super- 
ficies minor  duplo  circuli  qui  basis  est  eiusdem  corporis  emisperii  maioris  aufem 
dupln  basis  emisperii  minor.  Mit  dem  Beweise  dieses  Satzes  schlicsst  unsere 
Abhandlung.  Die  letzten  Worte  lauten  (S.  79  Zeile  35):  Ex  hijs  mani- 
festum est  super/iciem  circuli  maiorem  quam  plani  reperiri.  Die  einzige  Stelle, 
die  eine  entfernte  Aehnlichkeit  mit  dem  bekannten  Werke  Verba  ßio- 
rum  cet.  hat,  ist  der  Satz  2.  der  zweiten  Reihe.  Derselbe  stimmt  nämlich 
im  Anfänge  des  Beweises  und  im  Ende  desselben  mit  dem  von  Stein- 
schneider a.  a.  O.  S.  489  mitgetheilten  Anhänge,  dessen  Uebcrschrift 
ist:  Iste  modus  est  sufßciens  in  arte  heptagoni  cadentis  iti  ciretdo^  .doch  ist 
dieser  Satz  mit  seinem  Beweise  allein  sicherlich  nicht  diesem  Anhänge 
adäquat. 

§«• 

Siebentes  Stück:  Demonstratio  luagistri  Caiupani  de  iigura  sectore. 

In  Bezug  auf  diesen  Gegenstand  kann  ich  mich  kurz  fassen.  Was  ins 
Besondere  die  Geschichte  der  Figura  sector  betriflt,  so  sehe  man  den  drit- 
ten Brief  Steinschneiders  an  den  Fürsten  Boncompagni^)  und  die 
schon  genannte  Abhandlung  „lieber  die  mittler n Bücher  der  Ara- 
ber“ in  dieser  Zeitschrift  Jahrg.  X.  Der  in  dem  ebengenannteu  Briefe 
als  Anhang  abgedruckte  Tratatello  De  Figura  Sectore,  dort  für  das  Werk 
des  Thabit  ben  Corra  gehalten,  obgleich  in  der  Abhandlung  in  dieser 
Zeitschrift  S.  496  diese  Ansicht  fallen  gelassen  ist  mit  Hinblick  auf  das 
uns  vorliegende  Manuscript,  ist  nun  mit  wenigen  Varianten  wörtlich  mit 
dem  in  der  Ueberschrift  die.ses"  Paragraphen  genannten  Stücke  unserer 
Handschrift  identisch.  Im  Folgenden  beziehe  ich  mich  deshalb  einfach  auf 
diesen  Abdruck  und  gebe  nur  die  hauptsächlichsten  Varianten  au.  Zu- 
nächst mache  ich  auf  die  verschiedene  Zahl  der  Figuren  aufmerksam.  Die 
erste  Figur  des  Abdrucks,  ein  Halbkreis  mit  einer  auf  dem  Durchmesser 
stehenden  Senkrechten,  fehlt  bei  uns  gänzlich,  ebenso  der  durch  zwei  senk- 
rechte Durchmesser  getheilte  kleine  Kreis.  Die  Figur  auf  Seite  37  des 
obigen  Abdruckes  ist  bei  uns  die  erste,  die  auf  Seite  36  gegebene  bei  uns 
die  dritte,  aber  gerade  umgekehrt;  ausserdem  sind  aber  bei  uns  noch  drei 
Figuren  vorhanden,  die  in  dem  Abdrucke  sich  nicht  finden. 

Unser  Manuscript  beginnt  Seite  79  Zeile  36—39  in  üebercinstimmung 
mit  dem  Abdrucke  ,,Cam  aliqnis  semicirculus  diuidilur  in  duos  arcus  quolibel 


*)  Intorno  a Nasawi  ed  Abu  Suhl  El-Kuhi  etc.  Roma  1864. 
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modo  contin  gut  cl  (verschrieben  für  erit)  corda  du]di  vtnus  erjualis  corde  dupli 
(dlerius.  hoc  cnim  [{  patet  si  pcr/icias  lofum  circulum  et  perpcfidicularem  pro- 
trahas  ad  perficicndum  cordam  ||  ttam  erit  corda  dupli  utriusque  arcus.  — Nur 
das  grösser  Gedruckte  ist  bei  uns  durch  grössere  Schrift  ausgezeiclinet. 
Auch  die  Zeilen  17 — 21  von  Seite  3G  des  Abdrucks  und  der  Beweis  bis 
Seite  37,  Col.  1,  Zeile  1 : chorde  dupli . ce.  stimmen  bis  auf  ein  paar  Wortver- 
schiedenheiten vollständig  überein.  Die  dann  folgenden  Zeilen  bis  zum 
Zeichen  C sind  bei  uns  ein  besonderer  Absatz,  und  dann  bilden  die  Zeilen 
12 — 21  bis  zu  den  Worten  dupli  arcus.cb.  einen  neuen  Lehrsatz,  der  grösser 
geschrieben  und  mit  Koth  unterstrichen  ist.  Bis  Zeile  33  intendimus  ist  dann 
Gleichheit  vorhanden,  dann  aber  bei  uns  der  Beweis  in  drei  Theile  getheilt, 
die  am  Rande  mit  1,  2,  3 gezählt  sind.  Der  erste  beginnt  mit  den  Worten : 
Sit  igitur  residuum  semicirculi  und  endigt  mit  den  Worten  des  Abdrucks  (S. 
37,  Col.  1,  Zeile  57):  arcus.cb.  Der  zweite  Theil  beginnt  dann  wieder  mit: 
Sit  ut  residuum  semicirculi  und  reicht  bis  zum  Zeichen  C Col.  2,  Zeile  34. 
Der  dritte  Theil  endlich  stimmt  mit  dem  Schlüsse  des  Tratatello  vollständig 
überein.  Zuletzt  steht  bei  uns  noch  die  Bemerkung  (Seite  82,  Zeile  4): 
Explicit  demonstratio  mayistri  campani  de  figura  scctore.  Dass  unser  Manuscript 
recht  hat,  wenn  es  so  eintheilt,  wie  ich  angegeben  habe,  sieht  man  leicht, 
da  der  Satz,  um  deswillen  der  ganze  fractatus  geschrieben  ist,  eben  der  bei 
uns  hervorgehohene  Satz  3.  ist,  was  man  aus  dem  Abdrucke  bei  Stein - 
sch  neider  ohne  Weiteres  wenigstens  nicht  erkennen  kann*). 

§ 9. 

Achtes  Siiiek:  Algorismns  proportioniiin  niuglstri  Nicolay  Orem. 

Wir  sind  jetzt  zu  einem  der  wichtigsten  Theile  unsrer  Handschrift  ge- 
langt, über  den  ich  mir  sehr  ausführlich  zu  berichten  erlauben  werde.  Die 
fragliche  Abhandlung  erstreckt  sich  von  Zeile  5,  Seite  82  bis  zUm  Ende  der 
Seite  93.  Den  Verfasser  finde  ich  in  den  Werken  über  Geschichte  der  Ma- 
thematik nur  erwähnt  bei  Montucla,  Ifistoire  des  Mathematiques.  edition 
T.  I.  p.  530.  Hier  sagt  er  unter  Anderm:  Nicolas  Oresme  fit  une  Iraductiou 
ou  traite  original  de  la  spherey  et  traduisit  le  livre  ,,</e  Mundo'^'"  d'Aristote.  II 
ful  aussi  auteur  d'un  traite  „de  Proportionibus  proportionum“  ou  „de  Pro- 
portionibus t'este  ynanuscrit.  Seihst  in  Händen  gehabt  zu  haben  scheint 
Montucla  dieses  Werk  nicht,  da  er  sonst  wohl  etwas  mehr  darüber  gesagt 
haben  würde.  In  den  mir  zugänglichen  Handschriftenkalalogen  habe  ich 
nur  zwei  andere  Manuscripte  entdecken  können,  eins  in  der  Bibliothek  des 
Sam.  Pepys**)  nämlich  y^Tractatus  de  proportionibus  proportionum  magistri 

In  der  Itihlinlhcrn  .Medicen- Laurenzxana  befindet  sich  elienfulls  ein  Mann- 
Hcript  unter  ilem  Titel:  Troctntux  Campani  de  proporlione  et  proportion  atitate  cl  de 
figura,  das  offenbar  auch  mitunserin  Tractale  identisch  sein  dürfte.  (M.  s.  Heilbronner, 
Ilistoria  mathescos  uniuersae  p.  55.‘J,  § 44,  N.  KJ.) 

**)  M 8.  Cntaloyus  Uhroi'um  me.nuscripiorum  Anyliae  cet.  Oxoniao  1G‘J7  Fol.  T.  II 
part.  1.  Cnt.  MS,  D.  Sam.  Pepi/sii  pag.  209  N*J  f)78(»'''. 

ZeUschriU  I'.  Mallifiiialik  u.  Physik.  (Sii|>|>l<-in.)  [y 
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I\licolai  Orcnij*^''  das  andere  in  der  Bihlioteca  Mufjlhthechiuna  in  Florenz^'). 
Ans  dem  Werke  des  Francis  Meunier,  Essai  sur  la  vie  et  les  ouvrages 
de  Nicole  Oresme^  Paris  JS57  entnehme  ich  noch,  dass  die  Kaiserliche  Biblio- 
thek in  Paris  ebenfalls  eine  Handschrift  besitzt,  die  möglicherweise  die 
Origin.alhandschrift  sein  dürfte.  Die  Katalogsiiummer  derselben  ist  Anden 
fand  lalin  137 L Wenn  «aber  Herr  Meunier  hinzufügt:  iraile  conire  Vastro- 
logic,  so  kann  das  nur  daher  rühren,  dass  er  als  Nichtmatheinatiker  von 
dom  Inhalte  gar  nichts  verstanden  hat.  Auch  Ohas  les  muss  diese  Hand- 
schrift nicht  gekannt  haben,  da  er  sonst  sicherlich  in  seinem  Apercu 
historigue  dieses  für  das  XIV.  «Tahrhundert  ausgezeichneten  Mannes,  der 
auch  in  die  politische  Geschichte  thatkräftig  eingegriffen  hat,  Erwähnung 
getlian  hätte.  Das  Werk  speciell,  was  wir  vor  uns  haben,  enthält, 
wie  ich  nachher  nachzuweisen  hoffe,  die  gan ze  Rech  n u n g mit  ]*o- 
tenzen  für  ganze  und  gebrochne  Exponenten  in  ein  er  Bezeich- 
nungsweise, die  mit  der  unsrigen  die  grösste  Aehnlichkeit 
hat.  Ehe  ich  jedocli  zu  dem  Manuscripte  selbst  übergehe,  von  dem  ich, 
während  diese  Abhandlung  in  den  Händen  der  Redaction  war,  zur  Jubel- 
feier des  300jährigen  Bestehens  des  hiesigen  Gymnasiums  im  Aufträge  des 
hiesigen  Co  per  n ic  u s - Vere  i n s für  Wissenschaft  und  Kunst  einen 
Abdruck  besorgt  habe,  der  nachher  im  Verlage  von  S.  Calvary  & Cmp. 
in  Berlin  im  Buchhandel  erschienen  ist,  will  ich  Einiges  über  den  Ver- 
fasser hier  beibringen  und  darin  nach  der  in  diesem  Puncte  sehr  gründ- 
lichen Arbeit  Meuniers  das  berichtigen,  was  in  obiger  Ausgabe  zum 'riieil 
Unrichtiges  initgetheilt  ist**), 

Nico  laus  Oresmius  (Synonyma  tinden  sich:  Orem,  Oresmus, 
O r es  i m US,  O r e m i US,  Ura  n u s , II  or  e n),  auf  französisch  Nicole  O r e s m e 
genannt,  ist  nm  d.as  zweite  Jahrzehnt  des  XIV\  Jahrhunderts  geboren;  ob 
das  Dorf  Allein«agne  bei  Caen  in  der 'Normandie  sein  Geburtsort  ist, 
bleibt  völlig  ungewiss  und  beruhe  lediglich  «auf  einer  Localtradition,  Wir 
wissen  von  ihm  nur,  dass  er  im  «Jahre  1348  in  das  College  de  Navarre  in 
l*aris  cintrat,  um  'l’heologie  zu  studieren  und  dass  er  allgemein  für  einen 
Normannen  galt.  In  Paris  erwarb  er  sich  auch  die  Doctorwürde  und  wird  daher 
auch  wohl  docteur  de  Paris  oder  — wie  in  unsrem  Manusciipte  — Parisius 
genannt.  In  dem  College  de  Nararre  blieb  er  als  Schüler  und  später  als 
Lehrer  bis  zum  4.  Oct.  135G.  Von  die.ser  Zeit  an  bis  zum  4.  Dec.  13G1 


■*)  Die  Kutalogsiuiminer  ist  Cunventi  Sopressi  I,  I,\.  2ü  früher  N'?  123  der  Bi- 
bliuthek  des  Klosters  San  Marvo  in  Florenz. 

**)  Qaellen  waren  ausser  dein  citierten  Werke  Meuniers:  Gallia  chrisliana 
'I . XI,  Baris  17f>9  |i.  788 — 89;  Uiographic  universelle  'I'.  .32  p.  (»2  — 04  Baris  1822  83, 
Hisloire  lilleraire  de  ln  France  XXIV  Qna/ortihne  siede.  Baris  1802.  4'.’  au  ver- 
schiedenen .Stellen,  wieder  abgodriickt.  in  Victor  le  Clerc  et  Ernest  Benan,  //isloire 
liliernire  de  ln  France  au  XIF  siede  2'.‘  edit.  T.  I,  II,  Baris  18(55  8!',  Du  Pin,  />»- 
Idinthiquc  des  aulenrs  erde.<iiasti(pns  du  S.  X/C.  Utreeht  1731.  'J'.  XI  .S.  82. 
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erhielt  er  das  Amt  als  Grund  muitrc  dieses  College.  13(U  zum  Dekan  der 
Kirche  zu  Konen  gewählt,  musste  er,  wenn  auch  nach  langem  Streuben, 
jenes  Amt  niederlegen.  Sechzehn  Jahre  verwaltete  er  das  Dekanat  zu 
Kouen  bis  zum  IG.  Nov.  1377.  Während  dieser  Zeit  hielt  er  dem  Papste 
und  den  Kardinalen  in  Avignon  die  berühmte  Predigt  über  den  'rext: 
,,Jwa;/rt  esl  salus  mea  ut  vcniat,  et  justitia  men  ut  revclclur‘*^  und  zwar  am 
24.  Dec.  13G3.  Seine  Sendung  durch  OharleV  leSage  im  Jahre  13(50, 
um  den  Papst  von  seiner  beabsichtigten  Flucht  zurückzuhalten,  ist  apokryph, 
ebenso  wie  die  Behauptungen,  dass  er  Lehrer  Carl  V.  gewesen  sei  oder 
Ai-chidiakonus  von  Bayeux  oder  Schatzmeister  der  St. -Oha pelle  zu 
Paris.  Meunier  zeigt  die  Unhaltbarkeit  dieser  Angaben  auf  schlagende 
Weise.  Während  seines  Aufenthaltes  in  Paris  verfasste  er  seine  lateini- 
schen Schriften,  als  Dekan  von  Rouen  auf  Veranlassung  des  Königs 
Charle  le  Sage  die  frauzösich  geschriebenen.  Nachdem  er  durch  die  Für- 
sprache seines  königlichen  Gönners  am  IG.  Nov.  1377  zum  Bischof  von 
Lisieux  geweiht  war,  fehlte  ihm  ferner  die  Müsse  zu  solchen  Arbeiten  und 
cs  sind  auch  dergleichen  aus  seinem  spätem  Leben  nicht  bekannt. 

O res  me  starb  am  11.  Juli  1382.  Du  Pin  lässt  ihn  im  Jahre  1384 
sterben  und  fügt  noch  hinzu  7 Jalirc  nach  seiner  Investitur,  aber  mit  Un- 
recht. Folgende  Stelle  der  Gallia  chrisliuna  (S.  788):  Defuncliis  die  U.  Julii 
!3S'J,  sepulturam  accepil  in  cuthcdrali  juxtu  sinistrum  chori  porlum  Ct  die  ee- 
gucnli  fit  eins  obilus  in  ecclesiu  Lexoviensi.  Et  certe  vacubut  sedes  un.  13S3 
die  .*>.  Augusti  ex  reg.  123  Curoli  FI  in  quo  Nicolui  Lexoeiensis  bonue  menuniae 
episcopi  fit  7nenlio^  lässt  über  den  11.  Juli  1382  als  Todestag  des*Ore.s- 
inius  keinem  Zweifel  Raum. 

Von  seinen  Werken  führe  ich  die  mathematisch-physikalischen  an: 

1)  Truite  de  lu  sphere  gedruckt  Paris  s.  ä.,  1608,  164G  in  60  Oapilclii, 
in  den  Handschriften  meistens  lateinisch  übersetzt. 

2)  Tructutus  de  lutitudinibus  fonnarum  oder  de  uniformitule  et  di/formi- 

\ 

lute  intentionum  gedruckt  in  dem  Werke  Queslio  de  t/mdulibus  ßussuni  Politi 
etc.  Veneliis  sumptibus  heredum  etc.  D.  Oclaviuni  Scofi  etc.  1005  unter  dem 
Titel:  Incipit  perutilis  tructutus  de  lutitudinibus  fonnururn  secundum  Reveren- 
dum  mugistrum  Nic/wluurn  Horen*).  Auch  dieser  Tractat  befindet  sich  in 
unserer  Handschrift  und  wird  von  Meunier  fälschlich  als  truite  contre 
V ustrologie  hezeichnet. 

3)  Algorismus  proportionum,  das  Werk,  mit  dem  wir  uns  zu  beschäftigen 

*)  Wie  ich  soeben  .ins  Fabricius,  liibÜothecu  mediue  et  in/imne  lulinilatis  cr.sclio, 
ist  diese  Ausgabe  bis  jetzt  unbekannt  geblieben.  Aus  derselben  (Quelle  theile  i«'b 
noch  mit,  dass  die  Bibliothek  dc.s  College  de  Navorr-e  zu  Paris  von  die.sem  Werke, 
<las  dort  aber  gerade  wie  bei  uns  de  latitudinc  formnrinn  heisst,  ein  Manuscrij)t, 
wabrsclicinlicli  das  Original,  besitzt.  Von  dem  Algoi-ismus  proporiiuntan  hat  er 
nur  Kunde  durch  .Tohannes  Picu.s,  M i r a n d u 1 a n u s,  aus  dein  wahrscheinlich 
auch  Montucla  seine  Notiz  ge.schöpft  hat.  Auch  Meunier  kennt  obige  Au.sgabe 
nicht. 
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haben.  Dies  ist  der  Titel,  den  Orcsmius  selbst  zweimal  citiert.  [Trud.  des 
PoUtiques  d'yinslote,  VIII ^ 7.  — Trad.  du  tr.  du  Ciel  el  du  Monde  ^ //,  IS). 
Augenblicklich  gedruckt.  Berlin  18G8. 

4)  Tractaius  de,  proftortionalilate  motuum  cnclcstium.  Pariser  Hand- 
schrift Anden  fand  lut.  737S  A.  — Codex  Valicanus  -JOS 2. 

!)  — 7)  Tinliones  et  causae  mirabilium  in  natura.  — Plura  quodlibeta  el 
diversae  qunestiones.  — Solutioncs  praedictorum  problemalum.  Alle  drei  ent- 
halten in  dem  Pariser  Maiiuscript  Fond  St.  Victor  43U. 

8)  Uebersetzung  des  Buches  de  coelo  et  mundo  des  Aristoteles. 
Pariser  Manscrpt.  Anc.  fand,  francais  7005*). 

Ich  gehe  über  zu  der  Betrachtung  des  Inhalts  des  Algorismus  proportio- 
num,  dessen  ausführliche  Darlegung  ich  auch  nach  der  Herausgabe  des 
ganzen  Werkchens  nicht  für  überflüssig  halten  kann. 

a)  Der  Algorismus  proporlionum  ist  in  drei  Tractate  getheilt.  Hiervon 
beschäftigt  sich  jedoch  nur  der  erste  mit  dem  wirklichen  Algorismus, 
eine  Regel,  die  sich  im  zweiten  Tractat  findet,  ausgenommen.  Die  beiden 
letzten  Tractate  behandeln  nur  Anwendungen  der  gegebenen  Regeln  auf 
die  verschiedenen  Zweige  der  Mathematik. 

Der  erste  Tractat  beginnt  (S.  82,  Zeile  1 — 2):  VNa  rnedia  dcbet  sic 

scribi  tertin  sic  J due  tertic  sic  | dt’  <dijs.  Der  Be- 

grifi’  proportio  ist  nicht  definiert,  doch  ist  er  in  dem  im  Alterthum  und  Mit- 
telalter bekannten  Sinne  von  geometrischem  Verhältniss  verstanden. 
Es  hat  diesen  Namen  bei  Orcsme  aber  nur  dann,  wenn  es  ein  fallendes 
ist,  d.  h.  wenn  der  A n t e c e d e n t grö.sser  ist  als  der  Consequent.  Ist 
das  Verhältniss  ein  steigendes,  so  heisst  es  stets  fractio.  Die  Namen  der 
verschiedenen  Verhältnisse  sind  die  des  Boethius,  wenn  auch  nicht  voll- 
ständig; er  führt  dabei  aber  neue  Begriffe  und  neue  Bezeichnungsweisen 

ein.  Die  pf'oportio  dupla^  tripla  etc.  bezeichnet  er  durch  2^,  3'*  oder  2*^,  3** 
u.  s.  w.,  die  proportio  sesquiallera  ^ sesquiterlia  cel.  dagegen  durch 

, cel.  oder  auch  durch  J,  |^P'  J , cet.  also  gerade  noch  wie 

wir  auch  bezeichnen.  Die  Verhältnisse  5 ; 3,  8 ; 3 d.  h.  proportio  supcrpar- 
liens  duas  tertias,  proportio  dupla  supcrpartiens  duas  tertias  etc.  bezeichnet 


er  entsprechend  durch 


cel.  oder  auch  durch 


•)  Dass  die  Franzosen  von  diesen  Fcltersctznngen  seihst  niclits  mehr  wissen, 

kann  man  aus  dem  im  .Jahre  18G;}  bei  Lad  ran  ge  in  Paris  er.schiciien  Piichc 
,,  Trniti  du  Ciel  d'  .Aristole  tradnit  en  francais  poxu:  la  premiere  foi«  cct.  pur  J.  Par- 
thelemy  St.  Hitaire  ersehen,  während  gerade  das  Französiehe  des  Oresmius  in 
diesen  Uebersetznngen  sehr  gerühmt  wird  (Hisloire  litt,  de  ln  France  T.  XXI f 
p.  JS2),  Auch  lourdain,  Sur  les  traductions  latines  d'Aristote  hat  nicht  einmal  den 
Namen  einer  Erwähnung  werth  gehalten. 
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cet.^  also  ebenfalls  wie  wir  noch  beute  thun.  Leonardo  Pisano  hat  für 

12  2 

diese  Grössen  die  Zeichen  1,-1,  2 d.  h.  gerade  die  umgekehrten  des 

^ t5  tj 


Oresino,  wenigstens  ist  so  in  Libri’s,  Hisloire  des  Malhdmalifjucs  cn  Kalie 
gedruckt.  Diese  Zeichen  des  Leonardo  Pisano  benutzt  Oresme  in 


2 

einem  ganz  andern  Sinne.  Das  Zeichen  - 2,  oder  wie  Oresme  schreiben 

ö 

würde  j»  beisst  nichts  weiter  als  2^',  um  unsre  Zeichen  zu  gebrauchen. 


Mit  Worten  ausgedrückt  heisst  das  bei  Oresme;  due  lertie  proportionis 
duplfi  oder  auch  kurz  duo  tertie  dttplc.  Wir  werden  später  sehen , auf  wel- 
chem Grundgedanken  diese  Bezeichnung  beruht.  Die  Potenzen  mit  ge- 
brochenen Exponenten,  von  deren  Gebrauch  man  bis  jetzt  annahra,  dass 
derselbe  durch  Vieta  zuerst  in  Anwendung  gekommen  sei'*'),  treten  aber 
wohl  an  dieser  Stelle  zuerst  auf.  Dergleichen  Verhältnisse  heissen  bei  un- 
serm  Schriftsteller  proportiones  irrationales ^ die  gewöhnlichen  dagegen  pro- 
porliones  rationales,  Bezeichnungen,  die  noch  gäng  und  gebe  sind. 

Die  Rechnung  mit  solchen  Verhältnissen  gibt  Oresme  nun  in  9 
Regeln,  zu  denen  dann  die  im  zweiten  Tractat  als  zehnte  tritt.  Der  Algo- 
rismus  ist  aber  nicht  etwa  die  Rechnung  mit  Brüchen,  sondern  die  Auf- 
suchung der  zusammengesetzten  Verhältnisse,  wenn  die  einfachen  oder 
zusammensetzenden  Verhältnisse  gegeben  sind.  Die  Zusammensetzung 
directer  Verhältnisse  heisst  Addition  derselben,  die  Zusammensetzung 
eines  directen  und  eines  indirecten  dagegen  Subtraction  der  Verhält- 
nisse. Diese  Bezeichnung  findet  sich  schon  bei  Jordan  us  Nemorarius 
und  zieht  sich  bis  in  Card  ans  Werk  über  Proportionen  hinein.  Die 
Regeln  des  Oresme  für  diese  Rechnungen  sind  nun  folgende: 

1.  Regel.  Proportionem  rationalem  proportioni  rationali  addere,  d.  h. 
also,  das  zusammengesetzte  Verhältniss  zweier  gleichartiger  Verhältnisse 
bestimmen.  Vorausgesetzt  wird,  dass  die  Verhältnisse  in  den  kleinsten 
Zahlen  gegeben  sind.  Dann  lässt  sich  die  Regel  des  Oresme  in  unsrer 
Art  zu  sprechen  so  ausdrücken:  Man  multipliciere  die  beiden 

«rrössten  Zahlen,  d.  h.  die  Zähler,  und  ebenso  die  beiden  klei- 
nern  Zahlen,  d.  h.  die  Nenner,  die  gefundnen  Zahlen  bilden 
die  Glieder  des  gesuchten  Verhältnisses.  Auf  diese  Weise, 
fährt  er  fort,  kann  man  auch  zwei,  drei,  vier  und  überhaupt  eine 
beliebige  Anzahl  von  Verhältnissen  addieren,  d.  h.  zu  einem 
einzigen  Verhältniss  zusammensetzen.  Sind  die  Verhältnisse,  die  man  zu- 
sammensetzen  soll,  einander  gleich,  so  heisst  die  Operation  nach  Oresme 


*)  Klügels  Wörterbuch  sub  verbo  Potenz.  Nach  Prouhet , Sur  rimentUm 
des  e.Tposants  fractionnaires  ou  iurommcnsuraldes  (Nonv.  Ann.  de  Math.  T.  18.  Bull. 
» de  Bibi.  p.  42)  war  Simon  Stevin  von  Brügge  der  Erfinder.  (Briefliche  Mitlhei- 
liing  des  Herrn  Prof.  Cantor  in  Heidelberg). 
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propurlionem  iliiplari ^ Iriplari  cct.  Die  proportio  (hiplntn,  Iriplata,  u.  s.  w.  ist 
nun  aber  offenbar  nach  dem  Obigen  das,  was  wir  als  (juadratisebes, 
CU  bisch  es  u.  s.  w.  Verbältniss  bezeichnen.  Der  teebnisebe  Ausdruck  für 
das  quadratisebe,  cubisebe  Verbältniss  von  2 :3  oder  proporlio  scsquinltcrn 
ist  nun  aber  bei  Oresme  folgendes:  <Uic  scs//ut(illerc,  tres  sesf/uiaHrrc, 
u.  s.  w. , wo  überall  prupurlioncs  zu  ergänzen  ist.  Nun  ist  es  auch  klar,  wie 
Oresme  auf  die  irrationalen  Verhältnisse,  miuUcKis  scsquinllcrc ^ tertin  pars 
scsquioltcrc  u.  dgl.  gekommen,  und  dass  diese  Begriffe  wiiklicb  das  bcileu- 
ten,  was  ich  ibnen  oben  als  Sinn  unterlegte. 

Für  den  Beweis  bezieht  der  Verfasser  sieb  auf  die  Arithmetik  des 
.1  ordanus  Nemorarius*).  ln  dieser  belinden  sieb  die  hierher  gehörigen 
Sätze  im  ö.  Buche.  Darin  ist  jedoch,  wie  in  dem  ganzen  Werke  des  Jor- 
dan us  nur  gesagt, 'wie  man  zwei  Verhältnisse  addieren  und  wie  subtrahie- 
ren muss,  irrationale  Verhältnisse  und  alle  übrigen  Sätze  des  Oresinius 
sind  ihm  aber  eigenthüinlich , und  tinden  sich  nicht  in  jenem  Werke.  Auch 
bei  Card  an  us^*)  habe  ich  sie  vergeblich  gesucht,  sowie  in  andc'rn  mir  zu 
Gebote  stehenden  Werken  aus  den  Zeiten  der  Erfindung  der  Bucbdrucker- 
kunst.  Als  selbstverständlich  nimmt  Oresme  an,  dass  z.  B.  duc  duplc  und 
Ircs  dupte  zur  Summe  qidriqiic  duple  haben;  daiin  liegt  aber  offenbar  der 
Satz  <!er  neuern  Arithmetik: 

(<  s m tt 

\)  . . . n • H — (( 

2.  Regel.  PraporUonem  rationalem  a pntporlionc  rationali  sahfra/tere, 
(1.  h.  das  zusammengesetzte  Verbältniss  zweier  anderer  Verhältnisse  l»e- 
stimmen,  wenn  das  eine  direct,  das  andere  indirect  ist.  Die  obige  Voraus- 
setzung ist  natürlich  hier  ebenfalls  massgebend.  Die  vom  Verfasser  ge- 
gebne Lösung  lässt  sich  i'olgendermassen  aussprechen:  Man  stelle,  die 
Verhältnisse  a 1 s B r ü c h e g e s c h r i c b e n n e b e n e i n a n d e r u n d m u 1 - 
t i ])  1 i c i e r e ü b e r .s  Kreuz,  di  e so  bestimmten  Zahlen  s i n d die 
Glieder  des  gesuchten  Verhältnisses.  Von  den  beiden  ge- 
gebenen Verliältnissen  ist  dasjenige  das  grössere,  dessen 
Zähler  mit  dem  Nenner  des  andern  m u 1 1 i p 1 i ci  e it  das  grössere 
Product  gibt.  Von  diesem  ist  dann  natürlich  das  ainlere  zu  subtrahieren. 
Z.  B.  subtrahiert  er  die  proportio  sesqtdalfera  von  der  proporlio  scsqnilertia 
d.  h.  er  dividiert  4 durch  Er  findet  3 • 3 = 2 • 4 ==  8 und  das  zu- 

sammeng(*setzte  Verbältniss,  hier  natürlich  exccssns  genannt,  ist  0 : 8 d.  h. 
proportio  scsqaioctava.  Nach  seiner  Erklärung  ist  , wie  es  sein  muss. 

Aehnlich  wie  oben  schliesst  aber  Oresme,  dass  z.  B.  quinqnc  daplc 

*)  Jordani  yemurnrii  Clarissimi  tnri  Elementn  Aiillunetica:  < ü denamstrationilms 
Jarobi  t'abri  Slapidcnsis.  Parisiift  NOG.  ftlatt  1H''— l.’i'*.  (NB!  die  Blätter  sind  nicht 
numeriert.)  Jordanus  Nemorarius  lohte  um 

*♦)  fiiaronyun  Carduni  Mediotanensis  elc.  Opus  vovum  de  prupttriiuuibus  nnmerorum 
rel.  praelerea  Arlis  mai/nuc  sive  de  reyulis  utycbraicis  über  vnus  cct.  item  De  Aliut 
rcijidu  Uber  cct.  liasiteue  iöUK 
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weniger  dtie  duple  gleich  Ires  duplc  sind , damit  bringt  er  aber  die  Formel 
unsrer  Arithmetik  in  Anwendung: 


C-i) 


w 


(r 


(V 


Hier  muss  natürlich  m > n sein,  da  negative  Zahlen  lur  ihn  nicht 
existieren. 

3.  Regel.  .SV  prupordo  irntliuntdis  fiu  ril  parlcs  (dictiius  ralionaliSy  ipanm 
pussiüilc  CSt  partcm  nularc.  El  hoc  allenus  ralionalis  licet  nou  citisdcm.  vnmn 
compclCiUius  uominalur'*)  pars  quam  parlcs.  Der  »Sinn  dieser  Worte  lässt 
sich  am  leiclite.sten  diu'ch  eine  Formel  veranschaulichen.  Sie  bedeuten 
nämlich  nichts  anderes  als: 

« i 

(3)  . . . == 


Er  hat  z.  Ih  das  Exempel:  duc  Icrlic  quudruplc  sind  gleich  ima  Icflia  qua- 
druplc  diiplicatc  vti  ima  tcrliu  .scdccuplCy  d.  h.  4^^  = (l*)^  = 

Aber  O res  me  geht  noch  weiter.  Er-fügt  nämlich  hinzu:  l’iiircrsalc 
vtm  lertia  lotius  csl  duc  Icrlic  mcdietalis  vcl  suhduple  und  umgekehrt:  duc  Icr- 
lic subduplc  sunt  vna  tcrliu  duplc  et  sic  de  quibuslihcl  purlibus.  Darin  liegen 
die  beiden  Formeln: 

1 p I 

(4)  . . . am  = , 

I ;»  1 

(5)  . . . {t(l>)m  = am. 

4,  Regel.  /icuonuualorctn  proporliouis  irralioaalis  proprissi/nc  a.ssiquarc. 
Der  Nenner  eines  irrationalen  Verhältnisses  ist  dabei  als  der  Nenner  des 
Bruchexponenten  aufgefasst.  Die  Aufgabe,  deren  Lösung  hier  Oresme  gibt, 
ist  in  der  Formel  ausgodriiekt: 

;>  mp  1 

(ö)  {a"')'i  — (//  » )y  : « 

dabei  ist  aber  vorausgesetzt,  dass  m und  q beide  durch  n ohne  Best  auf- 
gehen, n ist  dabei  das  grösste  gemeinschaftliche  Vielfache.  Oresme  unter- 
scheidet hier  zwei  Arteu  rationaler  Verhältnisse:  1)  Proportio  ralionalis  pri- 
mariUy  2)  Proportio  ralionalis  sccundariay  d.  h.Verhältnisse,  deren  Glieder  sich 
nicht  als  dieselben  Potenzen  zweier  Zahlen  darstellen  lassen,  und  solche,  bei 
denen  dies  möglich  ist.  Zur  ersten  Art  gehören  proportio  Iripla  und  proportio 
scsquialtcra y zur  zweiten  Art  proportio  quadrupla  gleich  duplc  oder  pro- 
porlio  octupla  gleich  Ircs  duplc  oder  proportio  10  ad  U gleich  duc  scsquitcrlic 
u.  s.  %v.  In  unsern  Zeichen  sind  seine  Kegeln  folgende:  Ist  zu  transfor- 


•j  So  hat  die  Handaclirift.  Ks  ist  nur  der  grossen  Eile  des  Druckes,  der 
de«  oben  angegebnen  Zweckes  halber  in  8 Tagen  vollendet  sein  musste,  zuzu- 
schreiben, dass  notatur  stehen  geblieben.  Ich  benutze  die  Gelegenheit  noch  um 
zwei  unangenehm  auffallende  Druckfehler  zu  notieren.  Auf  8.  5 Zeile  6 v.  ö. 
muss  cs  heissen:  Seite  82  statt  Seite  32  und  in  der  Unterschrift  auf  der  beige- 
gebenen photographischen  Tafel:  Seite  82  statt  Seite  22. 
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mieren  und  sind  m und  </  relative  Primzahlen,  so  ist  nach  der  letzten 


Regel 


(7)  («"•)  V =(«'"/')  7. 


Sind  aber  m und  q niclit  relative  Primzahlen,  sondern  ist  m — r.n,  q = s 

P i 

so  erhält  man  die  Formel  (6)  ln  der  Form  (o'")7  = Als  Beispiele 

tindet  man : 

[IH’I  = = [rl:i]  = (3«r  = 27^=  ß-y;]. 

5.  Regel.  Proporlioncm  irraliotuiicm  proportioni  rationali  udderc.  Diese 
Regel  enthält  das,  vas  man  bei  der  Wurzelrcchnung  das  Bringen  einer 
Zahl  unter  das  Wurzelzeichen  nennt.  Das  irrationale  Verhältniss  wird  da- 
bei nach  Regel  4.  als  proprissimc  asshjnata  angenommen.  Die  algebraische 

Formel,  die  unsre  Regel  ausdrückt,  lässt  sich  folgendermassen  schreiben 

1 

(8)  . a ■ Id’  = {a'‘.hy. 

Darin  liegt  natürlich  auch  die  andere  Formel 


(0) 

Als  Beispiele  findet  man: 


(«"  ) « — (i. 


2 


i 


T 


12  • (r  1^  = (V)'^  = = [r, ;:- !]• 


6.  Regel.  Proporlioncm  irraliotudem  a proporlioni  ralionali  sublraficrc. 
In  dieser  Regel  ist  auch  die  Lösung  des  umgekehrten  Problems  enthalten, 
je  nachdem  nämlich  das  rationale  oder  das  irrationale  Verhältniss  das 
grössere  ist.  Dieselbe  gibt  die  Anweisung  zu  folgenden  beiden  allgemeinen 
Formeln : 


I fi  / h \ " 

U")  („.)  i 

(11)  . . , 


a 

r 

h» 


- 1«. 


Daraus  zieht  O res  me  aber  auch  noch  die  allgemeinere  Formel: 


(12)’  wenn  = c ist,  so  ist  auch  ^ = c*". 


ft 


7.  und  8.  Regel.  Jn  additionc  irralionalis  nd  irrationalem  cl  suhlraxionc 
irralitniaiis  ah  irraiionali  siinl  rCfjule  generales  pro  quibuslibcl  quanlitatihus. 
Mau  findet  2 Fälle  erledigt,  nämlich  1.  addendo  (Regel  7.);  2.  sublrabendo 

. _i  1 

(Regel  8.).  Es  sei  c = a“^  , d ~ daun  hat  man  zunächst  nach  Oresme 

r_  c 

c = und  d — //■/,  d,  h.  die  allgemeine  Formel: 
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(13) 


1 

r/'"  = «>"», 


Aus  dieser  Formel  folgt  nun  zunächst  addetido. 

i.  ^ 

(14)  . . c . d = . b r = 

und  zweitens  stddrahemlo : 

1 


(15) 


' d \lp)  • 

br 


9,  Regel.  .Si  (lutem  purlcs  /uibcnt  candem  drnoniinatorem.  Dies  ist  ein 
speciellor  Fall  der  beiden  letzten  Regeln.  Die  gegebne  Auflösung  liefert 
unsere  Formeln : 

I i 1 

(lö)  . . . a'*  . b^‘  = [ab]"  ; 

1 1 


(17) 


a " / rA " 

■ T ""  U/  ' 


b” 


Letztere  Formel  identisch  mit  Formel  (12). 

Es  folgt  die  allgemeine  Bemerkung:  Proporlio  duplalur,  triplalur  et 
quomodolibet  multiplicclur  ct  scsquialteralur  aut  quomodolibet  aliter  proporliona- 
liter  uufjetur  per  additionem  proportionis  ad  proportiouem.  Eodem  modo  per 
sublraxionem  subduplatur , subtriplalur ^ subscsquialtcratur  etc.  Darin  liegen 
ofl'enbar  die  Formeln 


(18) 

(19) 


. a‘ 


a’"  : a" 


a 


; . a‘ 


a 


i.4.1 

m II 


a 


III 

H 


a 


I m 


a 


a 


III -^n 
III  . II  . 


Ul  , II 


specielle  Fälle  der  Formeln  (1)  und  (2),  oder  Ausdehnung  derselben  auf 
gebrochne  Exponenten. 

Wir  haben  endlich  die  Schlussworte  des  ersten  Tractats  (Seite  85, 
Zeile  32  — 38);  Vna  vero  proportio  per  alteram  uon  midti}dicatur\\  nee  diuiditur 
nisi  iiipropric  sicud  midtipUcare  duas  duplas  per  duas  duplas  sunt  quatuor  duple  || 
sed  hoc  non  esl  nisi  multijdicatio  numerorum  quoniam  multiplicare  duas  duplas 
per  duas  triplas  ||  nichil  esl  sicud  nec  multiplicare  homines  per  asinum  et  eodem 
modo  de  diuisione.  ]|  erqo  nulta  species  alqorismi  habet  locum  in  proportionc  ad- 
ditio  et  subtraxio  ut  j|  determinatum  esl  suf/icienl.  Explicit  algorismus  propor- 
tionum  magistri  ||  Nicolay  orem.  parisius.  Incipit  secundas  tractatus. 

Betrachten  wir  jetzt  von  unserm  Gesichtspuncte  aus  den  Hauptinhalt 
dieses  ersten  Tractates,  so  sehen  wir  augenblicklich,  dass  derselbe  die  voll- 
ständige Theorie  der  Potenzen  mit  positiven  ganzen  und  gebrochnen  Expo- 
nenten enthält,  und  zwar  in  einer  Bezeichnung,  die  wie  die  unsrige  auf 
einer  Interpolation  der  ganzen  Potenzen  beruht,  überhaupt  mit  der  unsri- 
gen  eine  nicht  zu  verkennende  Aehnlichkeit  besitzt.  Die  Formeln  (1)  — (10), 
die  sich  augenblicklich  ergeben,  sobald  man  die  vorgeschriebenen  Opera- 
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tionen  mit  nllgcnieineii  Symbolen  voruiinint,  enthalten  alle  Gesetze  der 
Pütcnzvcchiiung,  und,  wenn  wir  die  Wurzelbezeichnung  in  Anwendung 
bringen,  auch  die  der  Wurzelrcchnung.  Oresme  führt  ausserdem  seine 
Rechnung  an  vielen  Stellen  ganz  allgemein  mit  Buchstaben  aus,  z.  B.  die 
Rechnungen  der  Regel  7.  und  8.  gerade  so,  wie  wir  dieselbe  dargestellt 
haben.  In  einem  Anhänge  erlaube  ich  mir,  einige  charakteristische  Stücke 
dieses  ersten  Tractates  in  diplomatisch  genauem  Abdrucke  mitzutlieilen*). 

b)  Der  secundus  iractalus  enthält  ausser  noch  einer  weitern  Regel  mir 
Anwendungen  auf  die  verscliiednen  Zweige  der  Mathematik.  Er  beginnt 
(Seite  8(),  Zeile  1 — 3) : Est  autem  istarum  regTilamm  de  (dgorismo  proportio- 
iiutn  nliliias  |j  ualde  magna  quia  passiml  ad  imimcrabilia  prop(tsila  apjdieari 
f/uontm  II  aliqtia  mmc  oecurnml  que  potntutur  pro  c.rcmplis.  Ehe  ich  jedoch 
zu  diesen  Anwendungen  übergehe,  werde  ich  vorher  noch  die  Regel,  welche 
sich,  wie  schon  gesagt,  in  diesem  'rractatc  ündet,  als  Supplement  des 
ersten  'Practats  hier  hinzufügen.  Dieselbe  steht  Seite  87,  Zeile  20  bis  Seite 
88,  Zeile  10,  und  lautet,  wie  folgt: 

iSV  duarum  rcrtim  fuci'it  propvrlio  dala  pruportiunem  quandihcl  sibi  midli  < 

pliccm  assignare.  Das  Verhaltniss  zwischen  a und  />,  also  - sei  c,  es  seien 

b 

ferner  die  Grössen  d = a . c,''f=  b . g gegeben,  und  es  sei  auch  das  Ver- 
hältniss  von  g zu  e bekannt,  etwa  — = h.  Dann  verlangt  man  das  Ver- 

hältniss  d ; /’.  Es  werden  drei  Fälle  unterschieden. 

1.  ^lan  hat  e — g,  also  h = 1.  ln  diesem  Falle  findet  man  unmittel- 
bar d : f = a : b. 

2.  Es  ist  e ]>  g also  - = //,  weil  die  grössere  Zahl  stets  der  Zähler 

ist.  Nach  Voraussetzung  ist  ^ wenn  man  also,  um  Ovesmeti’ 

Ausdrucksweise  zu  gebrauchen,  die  beiden  Verhältnisse  c und  /i  addiert, 

flC 

so  entsteht  — = c.h  d.  h.  d:f  = c.h, 

3.  Es  ist  g > e,  folglich  jetzt  aus  dem  angegebnen  Grunde  = ft. 
Man  unterscheidet  wieder  drei  Fälle,  (a)  c = h d.  h.  a : b = g : e oder  als 
Product  geschrieben  ac  — bg  oder  d — f.  — (b)  c h dann  ist  y = c, 

— //,  und  weil  c > Ä,  das  zweite  Verhaltniss  vom  ersten  zu  subtrahio- 

c 

(U*  <* 

rcn.  Man  erhält  - = — oder  d : f = c’.h.  — (c)  Endlich  kann  auch  h'^  c 
bg  h 


*)  J)iü  Kinleitunpf  Js.  82,  Zeile  5 — 21;  Kcpel  l.  S.  83,  Zeile  9 — 42;  Kepcl 
7 und  8.  Seite  84,  Zeile  29.  — Seile  85,  Zeile  20. 
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sein,  clnnn  ist  das  erste  Verhfiltuiss  vom  zweiteu  zu  subtrahieren  und  man 

hn  h 

h 


C. 


findet  — = --  oder  f : d 
<ic  c 

Man  sieht  die  ganze  Procedur  stimmt  mit  der,  welche  wir  anwemlen, 
v’ollstiindig  überein.  Bei  Cardanus,  a.  a.  O.  S.  2,  Z.  1 1 — 2(>  und  S.  (5,  Zeile 
28  — S.  7,  Z.  38  tiudet  sich  die  nämliche  Kegel  unter  dem  Namen  Multi- 
plication  und  Division  zweier  Proportionen;  doch  ist  wohl  ein- 
leuchtend, dass  die  Multiplication  und  Division,  von  der  Oresrao  behauptet, 
dass  sie  unmöglich  sei,  mit  dieser  Kegel  nichts  zu  schatTen  haben. 

Die  Anwendungen,  die  Oresmo  macht,  beziehen  sich  in  diesem  zwei- 
tem Tractate  auf  Geometrie,  Musik,  Würfelspiel,  Mechanik,  im 
dritten  auf  die 'J’h  e orie  der  regulären  ein-  und  umgeschriebnen 
P o 1 y g o n e und  die  A s t r o n o m i e. 


1.  Was  ist  das  Verhältniss  dreier  Würfel,  wenn  d;is  Ver- 
hält n i s s der  G r ii  n d fl  ä c h e n g e g e b e ii  ist?  Gegeben  ist  Basis  a : Basis 

h — 2 : 1,  Basis  u : Basis  c = 3 : 1.  ^lan  tiiulet  Cuhits  a : Cubus  b =82, 


enbus  b : cubus  c =■  (|)-,  Basis  b : Basis  c — Kante  a : Kante  /y  = 2^, 

Kante  a : Kante  c — 3‘^,  Kante  b : Kante  r — Bemerkt  wird  noch, 

dass  sich  diese  Betrachtungen  direct  auf  die  Verhältnisse  von  mehreren 
Kugeln  aiisdehnen  lassen,  bei  denen  man  das  V^erhältniss  der  grössten 
Kreise  kennt.  Man  hat  deshalb 


2.  Es  ist  gegeben  Kugel  n ; Kugel  b = 2^,  Grösster  Kreis 
rt  : G rösstem  Kreis  c = 3'i,  wie  heissen  die  Verhältnisse  der 
Kugeln,  der  grössten  Kreise  und  der  Durchmesser?  0 r e s m e 
findet:  Kugel  a : Kugel  c = 27^,  Kugel  b : Kugel  c = (V)^i  Kreis  a : 
Kreis  ^ = 2^,  Kreis  h : Kreis  c = (V)^i  Durchmesser  a : Durchmesser 
b = 2^',  Durchmesser  a : Durchmesser  c =3^  , Durchmesser  b : Durch- 
messer c — 

3.  Die  folgende  Anwendung  ist  zum  Theil  der  Musik  entnommen;  am 
Mfinde  stellt:  de  fjttadralis  musicis.  Gegeben  sind  zwei  (Quadrate  cd 
und  fg.  U e b c r dieselben  spannt  man  je  eine  Saite  u n d z w a r 
bei  dem  ersten  in  der  Diagonale,  bei  dem  zweiten  parallel 
einer  Seite.  Die  erste  Saite  gibt  den  Ton  mi,  die  zweite  den 
TI’  o n fa , der  Unterschied  beider  Töne  ist  c i n h a 1 b e r T o n oder 
w i e Oresme  sagt  dyesis.  Verlangt  wird  das  Verhältniss  der  Q u a - 
tlratc  ed  und  fg.  Die  ])iagonalc  von  cd  heisst  die  Seite  von  fg  ist  h 
genannt,  und  die  Seite  des  ersten  Quadrates  heisst  c.  Nach  Boethius*) 

hat  man  a : b = 256  : 2i3  und  nach  der  Voraussetzung  a : c — 2^  : 1. 


*)  Buethius,  De  IiistUtUione  inusica  lihri  F rie cl  1 e i n.  Leipzijr  1807. 

I.iber  I.  cnp.  17,  S.  204,  Zeile  8 — Ü;  Estque  verum  semiUmium  mimts  ducenlorum  qua- 
draginta  irium  ad.CCLV'l.  compavutio. 


76  lieber  die  Handschrift  K.  4*?  2,  Problematum  Euclidis  explicatio,  der 


Also,  sagt  Oresmc,  ist  6 : c = //5904Ö  ; ^32768  also  das  Verliältniss  der 

Quadrate  f(j\cd  = ]/348()784401  : p 1073741824. 

4.  Es  folgen  jetzt  Anwendungen  der  Regel  dieses  zweiten  Tractates. 
Zunächst  eine  Aufgabe  aus  dem  "Würfelspiele  (de  ludo  tuxillorum) . Man 
hat  zwei  Würfel  und  die  Grundfläche  des  ersten  ist  doppelt 
so  gross,  als  die  des  zweiten.  Man  macht  einen  Wurf,  und  cs 
ist  die  Frage,  w'ie  ist  das  Verliältniss  der  Anzahl  grosser  Wü  r- 
fel,  die  auf  seiner  obern  Fläche  steht,  zu  der  Anzahl  kleiner 
Würfel,  die  auf  desselben  obern  Fläche  sich  findet?  Das  Ver- 
hältniss  eines  grossen  Würfels  zu  einem  kleinen  ist,  wie  in  Questio  I ge- 
funden, gleich  8^  : 1.  Es  sei  nun  die  Zahl  auf  dem  grossen  Würfel  1,  auf 
dem  kleinen  3,  so  ist  das  Verliältniss  von  3 kleinen  Würfeln  zu  einem  sol- 
chen wie  3 : l.  Da  letzteres  das  grössere  Verliältniss  ist,  so  tindet  man 
suhlrahendo  das  Verliältniss  von  3 kleinen  Würfeln  zu  einem  grossen  Wür- 
fel = (H j^.  Wäre  die  Zahl  auf  dem  grossen  Würfel  die  beträchtlichere 
gewesen,  so  hätte  man  «^/dtv/rfo  operieren  müssen.  O ros  me  macht  am  Endo 
die  Bemerkung:  Si  quis  atilem  esl  bene  prondns  in  hoc  Indo  bene  inlelligercl 
in  proportionibns.  Dass  überhaupt  dergleichen  Spiele  zur  Zeit  des  Oresine 
sehr  im  Schwünge  waren,  kann  man  aus  dem  damals  gerade  ebenfalls  viel 
getriebenen  Spiele  Ryihmomachia  d.  h.  Zahlenk  am  pf  sehen,  wobei  es  auch 
der  Hauptsache  nach  auf  mittlere  Proportionalen  hiiiausläuft.  Eine  weit- 
läufige Auseinandersetzung  dieses  Spieles  findet  man  in  der  oben  citierten 
Ausgabe  des  Jordanus  Nemorarius  auf  den  zwei  letzten  Blättern. 

5.  Wie  verhalten  sich  3 Diagonalen  eines  Quadrates  zu  4 
Seiten  desselben  Quadrates?  Man  findet:  3 Diagonalen  zu  4 Seiten 

= (ä)i 

0 und  7.  Das  Ende  des  zweiten  Tractates  besteht  endlich  in  z>vei 
Aufgaben  aus  der  Mechanik,  die  im  Grunde  ein  und  dieselbe  Aufgabe  bil- 
den. Zwei  Kreise  a und  /> , v o n denen  der  e i n e d o p p e 1 1 s o g r o y s 
ist  als  dev  zweite,  d r e h e n s i c h u m i h r e M i 1 1 e 1 p u n c t e u n d z w a r 
der  Kreis  <i  um  sein  Centrum  5 mal,  während  der  Kreis  b um 
sein  (\*  n t r u m in  derselben  Zeit  sich  7m  a 1 d r e h t ; w a s i s t d a s V e r - 
hältniss  d er  G esch  w i n il  i gk  e i teil  beider  Kreise?  Oder  zweitens: 
(1  i c S e i t e und  d i c D i a g o n a 1 e e i n e s ii  a d r a t e s w erden  in  r o s p . 
6 und  7 Tagen  von  z w e i 1*  ii  n cte  n a und  b durchlaufen,  was  ist 
in  diesem  Falle  das  Verliältniss  iler  (i  esch  w i n digk  ei  te  ii  von 
</  und  /y?  Oresine  findet,  dass  der  Kreis  oder  Punct  n sich  im  Verhältniss 
schneller  bewegt  als  der  Punct  b.  Et  ila  dicendum  esl  de  similibiis 
qiieslionibusl,.  Explicit  secundns  tractatus.  [Incipit  tertius].  So  endigt  der 
zweite  Tractat  (S.  89,  Zeile  12  — 13). 

c)  Es  folgt  der  dritte/J’raclat.  Derselbe  beginnt  (Seite89,  Zeile  13 — 14): 
Nunc  ergo  ludeodo  in  alio  pmpasito  pnnatur  ||  trinngulus  eqnilnlerns.  a . b . c. 
inscriptus  cireuio  cuius  dyameler  sil  .(i.e.  Er  beschäftigt  sich  zunächst  mit  den 


Digitized  byGoogl) 


Königl.  Gymnasialbibliothek  zu  Thorn.  Von  Maximilian  Curtze.  77 


ft 


/ \ 

— < 

c 7 

Verhältnissen , die  zwischen  den  regulären  ein-  und  umgeschriebenen  Viel- 
ecken eines  und  desselben  Kreises  bestehen.  Zunächst  beweist  O res  nie 
einige  Lehrsätze,  die  er  als  Voraussetzungen  für  das  Folgende  benutzt. 
Wir  linden  9 Theoreme  dieser  Art,  von  denen  ich  im  Folgenden  den 
Wortlaut  gebe. 

Satz  I.  Im  gleichseitigen  Drei- 
eck ist  das  Vcrhältniss  zwischen 
dem  (Quadrate  des  Durchmessers  ac 
des  um geschri ebnen  Kreises  und 
dem  Quadrate  der  Seite  ac  des 
Dreiecks  wie  4 :.3.  (M.  s.  die  Figur.) 

Satz  II.  F ü r das  nämliche  D r e i - 
eck  ist  das  Verhältniss  zwischen 
dem  Quadrate  von  ac  zum  Quadrate  von  ad  gleicli  4:. ‘5. 

Satz  ni.  Es  ist  ferner  das  Quadrat  von  gleich  dreimal 
dem  Quadrate  von  cd. 

Satz  IV.  In  derselben  Figur  ist  das  Verhältniss  des  Qua- 
drates von  ad  zum  eingeschrieben  Dreieck  ahc  gleich  3‘. 

Satz  V.  Das  umgeschriebne  Quadrat  ist  doppelt  so  gross 
als  das  demselben  Kreise  eingeschriebne  Quadrat. 

Satz  VI.  Das  umgeschriebene  reguläre  Dreieck  ist  das 
Vierfache  des  gleichseitigen  eingeschriebnen  Dreiecks. 

Satz  VU.  Das  eingeschriebne  reguläre  Sechseck  ist  dop- 
pelt so  gross  als  das  eingeschriebne  reguläre  Dreieck. 

Satz  VIH.  Das  umgeschriebne  reguläre  Sechseck  verhält 
sich  zum  eingeschriebnen  regulären  Sechseck  wie  4:3. 

Satz  IX.  Das  eingeschriebne  reguläre  Achteck  ist  die  mitt- 
lere geometrische  I*  r o p o r t i o n a 1 e zwischendemein-undum- 
g e s c h r i e b n e n Quadrate. 

Aus  diesen  Sätzen  werden  nun  nach  den  im  ersten  und  zweiten  Tractat 
gegebenen  Kegeln  die  Verhältnisse  zwischen  den  regulären  ein-  und  umge- 
schriebnen  Polygonen  von  3,  4,  0 und  8 Seiten  entwickelt.  O res  me  stellt 
seine  Resultate  in  zwei  Figuren  zusammen,  die  jedoch  von  zu  grosser  Aus- 
dehnung sind,  als  dass  ich  sic  hier  raittheilen  könnte.  Ich  gebe  deshalb  im 
Nachfolgenden  in  anderer  Art  eine  Uebersicht  derselben,  wobei  ich  der 
Kürze  wegen  überall  das  Wort  regulär  weggelassen  habe. 

Umgeschriebnes  Dreieck: 

Eingeschriebnen  Dreieck  = proporlio  quadrupla  =4:1 
Einge.schriebnen  Viereck  = mvdietas  proportionis  27  : 4 = 
Eingeschriebnen  Sechseck  = proporlio  dupla  = 2:1, 


.3[/3  : 2, 


Eingeschriebnen  Achteck  = medietas  proportionis  27  : 8 = 3/^3  : 2j'^2, 
Umgeschriebnen  Viereck  ==  medietas  proportionis  27  : IG  = 3j[^3  : 4, 
Umgeschriebnen  Sechseck  = proporlio  scsquiallera  .3:2; 


78  Uebor  die  Handschrift  li.  4*;’  2,  Probloinatnni  Eiiclidis  explieatio,  der 

Umgeschri  ebn e«  Viereck: 

Eingeschriebnen  Dreieck  = mcdielas  proporlionis  2äG  : 27  = 16  : 
Eingeschriebnen  Viereck  = proporlio  dupla  = 2:1, 

Eingeschriebnen  Sechseck  = medieias  proporiioyns  64  : 27  = 8 : 3p3 , 

. Eingeschriebnen  Achteck  = mcdictus  proporfiouis  duple  = p2  : 1, 
Uingeschriebnen  Sechseck=  mcdielas  proporUonis  sesquitcrlie  = 2 : 

Uni  geschriebenes  Sechseck: 

Eingeschriebnen  Dreieck  = proporlio  dupla  superparliens  -j  = 8 : 3 , 
pjingeschriebnen  Viereck  = medieias  proportiorus  Iriplc  = J/3  : 1 , 
Eingeschriebnen  Sechseck  = proporlio  sesquilerlia  = 4 : 3, 
Eingescliriebncn  Achteck  = mcdielas  proporUonis  sesquitcrlic  = 2 : J'3; 

Eingeschriebnes  Achteck: 

EiAgescliriebnen  Dreieck  = 7ncdielas  proporUonis  128  : 27  = 8p2  : ZY'.\ 
Eingeschriebnen  Viereck  = medieias  propoidionis  duple  — J 2 : 1. 
Eingeschriebnen  Sechseck  = mcdielas  proporUonis  32  : 27  = 4p2  : 3/  3 

Eingeschriebnes  Sechseck: 

Eingeschriebnen  Dreieck  = proporlio  dupla  = 2:1 
Eingeschriebnen  Viereck  = tncdielas  pt  oporliunis  27  : 16  = 3/^3  : 4, 

Eingeschriebnes  Viereck: 

Eingeschriebnen  Dreieck  = medieias  proporUonis  64  : 27  = 8 : 3p3. 

0 res  me  macht  hierzu  noch  die  Bemerkung,  dass  in  6 von  diesen  Propor- 
tionen // 27  als  ein  Glied  vorkommt,  und  dass  stets  auf  der  Seite  des  Ver- 
hältnisses eine  Quadratzahl  unter  dem  Wurzelzeichen  steht,  auf  welcher 
das  Quadrat  das  zu  Vergleichende  ist.  Das  andere  Glied  ist  dann  jedesmal 
eine  Cubikzahl.  Z.  B.  das  umgcschriebeno  Dreieck  verhält  sich  zum  einge- 
schriebnen Quadrat  wie  ebenso  das  umgeschriebne  Quadrat  zum 

eingeschriebnen  Dreieck  wie  //l 6^  : /''^3"‘  u.  s.  w.  Auch  den  Satz  bemerkt 
er,  dass  bei  den  uingeschriebnen  Figuren  diejenige  die  kleinere  ist,  welche 
die  grössere  Seitenzahl  hat,  und  dass  es  bei  den  eingeschidebnen  Figuren  um- 
gekehrt sich  verhält.  Die  beiden  folgenden  spociellen  Fälle  eines  allgemeinen 
Satzes  linden  sich  bei  ihm:  Das  eingeschriebne  reguläre  Sechseck 
ist  die  mittlere  Proportionale  zwischen  dem  ein-  und  umge- 
schriebnen  regulären  Dreieck  und  der  analoge  Satz  vom  regulären 
eingeschriebenen  Achteck,  der  schon  oben  (Satz  IX.)  angeiuerkt  ist. 

Die  beiden  Keihen  von  Zahlen  in  stetiger  Proportion 

1,  2,  4,  8,  16,  . . . 

1,  3,  9,  27,  81,  . . . 

nennt  er  harmonische  Keihen,  und  jedes  Verhältniss  zwischen  zwei  Gli<*- 
dern  derselben  Reihe  oder  zwei  Gliedern  verschiedener  Keihen  heisst  ihm 
ein  harmonisches  Verhältnis.s.  Alle  jene  obigen  Verhältnisse  sind  also  ar- 
monice  oder  medielales  armonicarum. 

Den  Schluss  des  ganzen  Werkes  endlich  bildet  die  Aufsuchung  der 
Verhältnisse  dei  vier  Aspecten : />e  proporUtanbus  aspccluutn  celi.  Seim* 
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Kesnltate  stellt  er  wieder  in  einer  Figur  zusammen,  aus  der  ich  dieselben 
hier  wieder  in  anderer  Form  mittheile.  Er  findet: 

Aspcclus  oppositus: 

Aspeclus  tertius  = mcdietas  proportionis  sesquitertic  = 2 : 

Aspectus  quurlns  = medielas  proporliotds  duple  = Y'2  : 1 , 

Aspcclus  sextilis  — proporlio  dupla  = 2:1; 

Aspeclus  Ic  r lius: 

Aspcclus  quarlus  = medielas  proporlionis  sesquinllere  = I K-, 

Aspeclus  sexlilis  = medielas  py'oporliouis  Iriplc  = Y^  : 1 ; 

Aspec  lus  quar  lu  s: 

Aspcclus  sexlilis  — medielas  propurliottis  dujdc  — Y'2  : 1. 

Die  Endworte  des  Ganzen  lauten  (Seite  9.‘j,  Zeile  17 — 18):  Sic  iyiliir 
se  hahenl  aspcclus  siyuorum  celi  secundum  j hanc  cmsideralioncm  el  palet  in 
fiyura.  Darauf  kommt  noch  die  oben  ei  wähnte  Figur. 

Ich  will  hier  noch  darauf  hinweisen,  dass  in  den  Schlussworten  der 
Handschrift  der  liibliulcca  Muyliabechiana  der  Satz  IX.  auf  alle  regulären 
w-Ecke  erweitert  ist,  wie  ich  dies  schon  in  meiner  Ausgabe  des  Alyarismus 
propurlianum  ^ Berlin  1808  näher  angedeutet  habe. 

§ 10. 

Neuntes  Stück:  Tlieorica  motiis  loiigitudiiiiim  septeiii  pluueiarum. 

Dieses  Stück  beginnt  (Seite  94,  Zeile  1 — 8)  mit  den  Worten:  IN  phi- 
sica  sinyulari  el  excellentissima  doclori  Mayislro  Joanni  |j  de  gahduno  Petrus  de 
gucli/ia  malhcmalicorum  el  uariabus  discipliuis  ||  cum  sludio  incendere  Quia  ea 
guc  de  molibus  planelarum  ei  in  iheorica  nar^raikme  quidem  habenl  ex  yeomelris 
dcmonslralionibus  idch  co  conclusiones  aliquas  quas  j[  yirandus  in  sua  Iheorica 
7iarrando  proponil  muximu  imbecillilale  mci\inycnii  laboraui  prertwm  Ihcorema- 
lum  demonslralione.  In  quibus  minus  | bene  dicla  vnum  ingenij  clarilas  ac  mcHc 
sollcrlia  corrigat  rcsecando  | resecal  supplca  el  supplenda. 

Wer  die  beiden  zuerst  genannten  Männer  Joannes  de  Ganduno 
und  Petrus  de  Gu cli na  gewesen  sind  , habe  ich  nicht  ausfindig  machen 
können^').  Auch  Fürst  Bo n co mp agni  hat  sich  vergebens  bemüht,  mir 
darüber  Auskunft  zu  verschaffen.  Der  weiter  unten  (Zeile  5)  genannte 
Girandus  ist  dagegen  ohne  Zweifel  Gcrardus  Creraonensis,  der  in 
eben  diesem  Fürsten  Boncompagni  einen  so  vortrefflichen  Biographen 
gefunden  hat.  Das  hier  vorliegende  Stück  unsrer  Handschrift  ist  nun  vor 
zugsw'eise  deshalb  interessant,  als  aus  dem  eben  Mitgetheilten  in  Ver- 

Joliatincs  de  Gnnduiio  oder  de  Gandjivo  lebte  um  1338.  Kr  war  ein 
berühmter  Thcwlog  und  Philosoph  und  Vertheidiger  Ludwig  des  Paiern  gfigCMi 
Johann  XXII.  Kr  schrieb  unter  Andern : Comnentarius  Aristotelis  de  anima  {Ve- 
nctiis  1473,  1487,  1488  cct.);  (Jiiaestioncs  in  lihrum  p/ii/siroriaii  Aristoteli.i  (V'enetiis 
148S,  ir>OI,  15H);  uml  hl.rpndlät  xnper  libro  de  suhslantia  orhis  (Veiietiis  IbOl). 


80  lieber  die  Ilandsclirift  K.  4^^  2,  Problematum  Euclidis  explicatio,  der 

gleichung  mit  den  Schlussworten  hervorzugehen  scheint,  dass  der  Verfasser 
desselben  gleichzeitig  derjenige  gewesen  ist,  der  überhaupt  unsern  ganzen 
Codex  geschrieben  hat.  Die  Schlussworte  setze  ich , um  dies  augenschein- 
lich zu  machen,  gleich  vollständig  hierher.  Dieselben  lauten  (Seite  105,  Zeile 
15 — 20):  Hec  igilur  de  Ihcorica  molus  lonyUudinum  . 7.  plauciarum  ad  jtnus 
proposilas  jj  diuersas  et  inophiatas  agibüium  occupationcs  demoustrala  | stiffi- 
ciant.  Et  vos  amatifissimi  magistri  qtii  astrorum  et  omtiis  ||  physice  contempla- 
lionc  tiacar  proponitis  et  potestis  insufficientiam  supcrput\cctis  quotieus  uidc- 
i'itis  hoc  opHSCulum  in  meam  commemorationem.  {|  Explicit  anno  domini  M? 
CCC.  UX?  Amen  deo  gracias. 

Ich  füge  diesem  die  11  Lehrsätze  und  Aufgaben,  aus  denen  unser  Ma- 
nuscript  zusammengesetzt  ist,  im  Wortlaute  hinzu.  Vielleicht  lässt  sich  da- 
durch aus  andern  Manuscripten  Näheres  über  den  Verfasser  ermitteln. 

1.  Solem  iu  suo  ecentrico  equaliter  inotum  in  orbe  signorum  ineqnalia  duci. 

2.  Lineam  exeuntem  a centro  orbis  signorum  ad  ipsius  periferiam  equedis- 
tantem  lineam  exeuntem  a centro  ccentrici  ad  ipsius  periferünn  medium  motum 
solis  demonstrare. 

3.  Medium  motum  solis  ab  opposito  augis  ecentrici  eins  usque  ad  augem 
minorem  esse  motu  uero  ab  ipso  ttero  äuge  usque  ad  augis  opposiium  maiorem. 

4.  Lineam  uet'i  molus  et  medij  in  äuge  et  augis  opposito  vnam  semper  esse 
CSt  nccessarium. 

5.  Maximam  equationem  solis  alibi  quam  in  medijs  longitudinibus  esse  esl 
impossibile. 

G.  Arcum' equationis  solis  in  orbe  signorum  notum  faccre. 

7.  Centrum  e.picicli  lunc  super  centrum  deferentis  cquales  angulos  in  tem- 
poribus  equalibus  describere  est  impossibile.  Super  uero  circuli  equalitalis  rni- 
formes  angtdos  describere  est  nccessarium. 

8.  Arcum  equationis  centri  in  epiciclo  lunc  palcfaccre.  arcum  quoque 
equationis  argumcnli  lune  manifcstare. 

9.  Argumentum  equationis  centri  in  epiciclo  trium  superiorum  notißcare. 
arcum  quoque  equationis  centri  corundem  in  orbe  signorum  patefaccre. 

10.  Centro  deferentis  mercurij  in  aliqua  linearum  a centro  orbis  signorum 
exeuntium  que  paruum  circulum  quem  idem  centrum  deferentis  motu  describit 
contingunl  exeunte  centro  epicicU  mercurij  maxhne  propinquum  fore  centro  or- 
bis signorum  est  nccessarium. 

Zu  diesem  Satze  gehört  al.s  Lemma  in  den  Beweis  desselben  oingo 
schoben  der  letzte  Satz: 

11.  Si  a puncto  extra  circulum  signato  qui  tarnen  distat  a circumferru- 
tia  eins  quanta  est  semidyameter  eiusdem  due  linee  ducantur  altera  circulum 
ipsum  contingens  et  a puncto  scctionis  ad  punctum  contactus  ducalur  cordu 
ipsa  corda  est  latus  exayoni  circulo  inscripti  eidem. 

Hierin  ist  olVenbar  vor  altero  circulum  contingens  ausgefallen  altera  per 
centrum  cireuhj  wie  der  Sinn  augenblicklich  ergibt. 
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§ 11. 

Zehntes  Stück:  (»eometria  Bradwardiiii* 

. Von  Seite  105,  Zeile.  21  bis  Seite  110  findet  sich  nichts  Geschriebenes, 
hlrst  auf  Seite  111  von  Zeile  1 an  beginnt  die  Geometria  Bradwardini.  Der 
Anfang  derselben  lautet  Zeile  1 — 10:  Geometria  braclardini  |[  Geometria  as- 
secutina  est  arismetice.  quodammodo  nam  J|  et  posterioris  ordhiis  esl  et  tiumero- 
rum  passiones  deseruiuni  in  ma(^\nitudinibns  propter  quod  euclides  geometrie 
arismeticum  interposuit ^ und  der  Schluss  (Seite  153,  Zeile  9 — 11):  Nunr  an- 
tem  cum  equali  arcu  de  zodiaco  ontur  quamque  plus  quamque  minus  !'  cquino- 
riuli  circulo  sicud  conuincitur  per  haue  conclusionem  euidenter.  Et  in  hoc  com- 
pleta  II  est  quarta  et  ultima  pars  thome  Bradwardini. 

Chasles  in  seinem  Apercu  historique  S.  014  der  deutschen  Ausgabe 
würdigt  deu  Werth  dieses  Mannes  nach  Gebühr,  Was  er  aber  von  seinen 
Lebensumständen  anführt,  ist  ziemlich  dürftig,  selbst  in  Hinsicht  auf  die 
Dürftigkeit  der  'Fhatsachen,  die  wir  überhaupt  von  seinem  Leben  kennen, 
und  die  man  am  besten  zusammengestellt  findet  in  dem  Vorworte  H.  Sa- 
vile’s  in  der  von  ihm  veranstalten  Ausgabe  der  theologischen  Schrift 
Brad  ward  ins:  De  causa  Dei  contra  Pelayium  et  de  uirtute  causurum  lib?'i  111. 
Londini  1018  in  fol.  Aus  dieser  Vorrede  und  einigen  andern  Quellen  will 
ich  hier  zunächst  die  Hauptsachen  kurz  zusammenstellen. 

Thomas  d e B r a d w a r d i n a , eigentlich  B r e d w a r d i n,  aber  gewöhnlich 

Bradwardinus  genannt,  ist  geboren  zuHartfield  bei  Ohichester  in 

England,  also  mit  seinem  berühmten  Vorgänger  auf  dem  erzbischöflichen 

Stuhle  zu  Oanterbury,  Johannes  Peckkam,  fast  an  demselben  Orte. 

* 

Sein  Geburtsjahr  ist  nicht  nachweisbar,  doch  dürfte  dasselbe  wohl  noch  im 
XIII.  Jahrhundert  zu  suchen  sein.  Ebenso  zweifelhaft  ist  es,  ob  er  Francis- 
caner  oder  Dominikaner  gewesen,  doch  scheint  die  erstere  Annahme  die 
wahrscheinlichere.  Im  Jahre  1325  wurde  er  Proctor  oder  Procurator  der 
Universität  Oxford  und  las  über  Theologie,  Philosophie  und  Mathematik 
mit  solchem  Erfolge,  dass  man  ihm  den  Beinamen  Dortor  profundus  bei- 
legte. Nach  andern  Nachrichten,  die  aber  wohl  ziemlich  unwahrscheinlich 
klingen,  sei  ihm  dieser  Beiname  vom  Pap.ste  gegeben.  Später  wurde  er 
Kanzler  der  St.  Paulskirche  in  London  und  auf  Anrathen  des  derzei- 
tigen Erzbischofs  von  Canterbury,  Johann  Stratford,  von  König 
Edward  TIL  zu  seinem  Beichtvater  erwählt.  Als  solcher  begleitete  er  die- 
sen in  allen  Kriegen,  und  soll  durch  seine,  die  Soldaten  begeisternden 
Reden  viel  zu  den  Erfolgen  desselben  beigetragen  haben.  1348  wurde  er 
nach  dem  ^I'ode  seines  Gönners  Stratford  zweimal  zum  Erzbischof  von 
Canterbury  gewählt,  weil  sein  königl.  Gönner  ihn  zuerst  nicht  von  sich 
lassen  wollte.  Als  aber  der  an  seiner  Statt  Gewählte  noch  vor  der  Weihe 
starb,  und  er  durch  das  Capitel  zum  zweiten  Male  gewählt  war,  gab  der 
König  ibn  frei,  und  am  19.  Juli  1349  wurde  seine  Weibe  in  Avignon 
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vollzogen.  Aber  schon  am  2<),  August  desselben  Jahres  1349  starb  er. 
Seinen  Werth  als  Mathematiker  vürdigt,  wie  schon  gesagt,  Chasles. 
Seinen  W^erth  als  Theologe,  findet  man  gebührend  gewürdigt  in  G.  V. 
Lechlers  Ahhandlung  I>e  Thoma  Ih-adwardino ^ die  in  l^eipzig  1802. als 
Universitälsprogramm  ztim  Kectoratswechsel  ausgegehen  ist.  Ausser  der 
oben  erwähnten  theologischen  Schrift  Ite  causa  Dei  cet.  sind  von  ihm  ge- 
druckt, soweit  ich  darüber  Nachricht  habe:  Gcomelria  spcculatiua  Parisiis 
1495,  1490,  1504,  1511,  1520  fol.;  Arithmctica  speculaliua  Parisiis 
1505,  1512  fol.;  De  praporliovibus  rclocilainm  Vcnetiis  1505  fol.  Der  als  An- 
hang zu  seiner  Giuimclria  spcculalira  gedruckte,  auch  besonders  herausge- 
gebne Traclalus  de  quadraitira  cirruli  editus  a quudam  archiepiscopo  ordmis 
fralrum  miuorum  ist  schon  von  Chasles  a.  a.  O,  S,  014  als  unecht  nachge- 
wiesen. Derselbe  geht  auch  unter  dem  Namen  des  Campanus,  dessen 
Ehrenrettung  in  Bezug  auf  [dieses  Machwerk  Chasles  ebenfalls  a.  a.  U. 
Seite  011  geführt  hat. 

Ich  kehre  zu  unserm  Manuscripte  zurück.  Dasselbe  weicht  von  dem 
gedruckten  Exemplare,  soweit  ich  durch  die  Güte  des  Fürsten  Boncom- 
pagni  davon  Nachricht  habe,  nur  unw'esentlich  ab.  Jedoch  gibt  es  die, 
Einlheilung  der  vier  imciaius  oder,  wie  die.selben  bei  uns  heissen,  partes 
in  jedenfalls  richtiger  als  die  gedruckte  Ausgabe. 

Die  drei  ersten  Capitel  der  Ausgabe  müssen  auflu’iren , als  solche  ge- 
zählt zu  werden.  Sie  enthalten  d\o  SupposiHoaes,  Di/J'inilinncs  wwd  PeiUiottrs. 
Das  im  gedruckten  Exemplare  mit  capilulum  quartam  bezeichnete  hat  hei 
uns  richtig  die  Bezeichnung  Capilulum  pj'imum  de  lincis  mit  7 conchisiuues. 
Dann  folgt  bei  uns  ebenso  wie  in  der  Ausgabe,  bezeichnet  Capilulum  secun- 
dttm  de  /iquris  atu/ulorum  egicdientibus  mit  .5  coficlusinnes : hierin  sind  die  von 
Chasles  hervorgehobenen  Sätze  über  die  Sternpolygone  enthalten.  Das 
ist  der  Iractaius  oder  pars  /. 

In  der  pars  sceuuda  muss  das  erste  Capitel  wieder  nicht  gezählt  wor- 
den, es  enthält  nur  Definitionen.  Dann  folgt  überein.stimmend  in  der  Aus- 
gabe und  dem  Manuscripte  Capilulum  iertium  de  Iriangulis  mit  9 conclusioues ; 
capilulum  quarlum  de  quadraugulis  mit  .7  ('onclusioncs ; capilulum  quinlum  de 
circulis  mit  fit  conc/usiones;  capilulum  scxlum  de  fujuris  ysoperimelricis,  5 con- 
clusioues.  Chasles  gibt  davon  nur  vier,  indem  die  erste  nur  eine  vorbe- 
reitende ist.  Damit  endet  der  traclalus  oder  pars  2. 

Bei  der  pars  lerlia  müssen  die  beiden  ersten  Capitel  wieder  nicht  mit- 
gezählt werden.  Sie  enthalten  nur  Definitionen.  Capilulum  primum=  capi- 
lulum  3 der  Ausgabe  de  proportiouibus  ralioualibus  enthält  U regulas:  das  ea- 
pilulum  secutidum  = capilulum  quarlum  der  Ausgabe  de  proporlionibus  irraiio- 
ludibus  umfasst  7 couclusiones : capilulum  Iertium  = capilulum  quinlum  der 
Ausgabe  de  proporlionibus  linearum  hat  5 conclusiones : endlich  besitzt  das 
capilulum  quarlum  = capilulum  scxlum  der  Ausgabe  de  areis  quadrangulis 
b conclusiones.  Hierbei  ist  die  Frage  gerechtfertigt,  ob  die  beiden  Capitol 
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de  proporlionibus  ralionalibtts  et  irrulioualibus  nicht  etwa  die  Resultate  des 
Ahjnrismus  proporliotium  entluilten,  so  dass  also  die  beiden  Zeitgenossen 
beide  selbständig  auf  dieselbe  Idee  gekonmien  wären.  Dass  dies  nicht  der 
Fall  ist,  kann  am  einfachsten  durch  ein  kurzes  Kesume  dieser  Regeln  und 
Lehrsätze  gegeben  werden , das  ich  deshalb  hier  folgen  lasse. 

1.  Regula.  Quanta  esl  aliqua  quantitus  ad  aliam  tanta  denominatur  pro- 
portio  eins  ad  ipsam. 

2.  Regula.  Proportio  extremorum  ex  medinrum  eins  est  proporlionibus 
compositn.  Bezieht  sich  auf  mehrere  mittlere  Froportionalen  zwischen  zwei 
Zahlen. 

3.  Regula.  Proporliones  sunt  equales  quarum  denominationcs  cquales. 

4.  Regula.  Proporliones  sunt  inequales  quarum  dcnominalioncs  inequalcs 
et  in  mulliplicibus  quidcm  secundum  eundem  ordinetn  se  habet  denominatio  et 
proporlio  in  superparticiUaribus  ucro  ordine  converso. 

5.  Regula.  Quanlilates  sunt  equales  que  ad  vnam  quanlitatem  conparate 
proportionem  haben t equalem. 

6.  Regula.  Quanlilates  quarum  equimuUiplices  sunt  equales  ipse  inter  se 
sunt  equales. 

Aus  der  5.  Regel,  sagt  Brad  wardin  noch,  lässt  sich  schliessen,  da.ss 
alle  unendlichen  Grössen  einander  gleich  sind,  aus  der  0,  dagegen,  da.ss 
dies  unmöglich  ist.  In  dem  folgenden  Stücke  unseres  Codex,  dem  Trac- 
latus  de  conlinuo  desselben  Verfassers,  ist  über  das  Unendliche  umständlich 
gehandelt.  Ich  werde  daher  an  der  geeigneten  Stelle  darauf  zurückkommen. 

Das  folgende  Capitel  de  proporlionibus  irrationialibus  enthält  Lehrsätze 
wie  folgende: 

1.  Omnis  quanlilas  omni  quanlitate  est  proportionalis  sed  non  omnis  omni 
e 0 m m ensuara  bil  is . 

2.  Omnium  duarum  quantitatum  eommunicanlium  esl  proporlio  alterius  ad 
alleram  tunquam  numeri  ad  numerum.  Si  autem  earum  non  fuerit  propitrlio 
sieud  numeri  ad  numerum  ineommunicantes  erunl.  Dabei  ist  eommunieans  = 
commensurabilis. 

3.  Dyametri  quadrali  ad  latus  ciusdem  esl  proporlio  irrationalis  quia  om- 
nis df/amcler  cosle  sui  quadrali  assimelrus. 

Diese  Sätze  sind  hinreichend,  da  die  folgenden  noch  weiter  von  den 
Untersuchungen  abweichen,  die  O res  me  im  Jlyorismus  proporlionum  an- 
gestellt hat. 

Die  parlicula  qunrla  enthält  zunächst  wieder  Definitionen  für  den 
Raum.  Diese  bilden  den  Inhalt  des  Capitulum  primum  des  Druckexemplavs. 
In  unserm  Manuscript  hat  erst  das  Capihdum  secundum  der  Ausgabe  die 
Bezeichnung  capitulum  primum  de  lineis.  Es  enthält  conclusiones.  Darauf 
folgt  capitulum  secufidum  principia  solidorum  = capihdum  tertium  et  quarlum 
der  Ausgabe  mit  7 conclusiones ; das  capitulum  tertium  de.  replctione  loci  = 
capitulum  quarlum  et  quintum  der  Ausgabe  (capitulum  quarlum  ist  im  Drucke 
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doppelt  gezählt)  enthält  keine  Conclusiones.  Endlich  umfasst  das  Schluss- 
capitel  des  ganzen  Werkes  capiittlum  f/unrlum  de  spera  = capiluium  sexiuni 
der  Ausgabe  9 conclusiortes. 

Aus  dem  Mitgetheilten  geht  hervor,  dass  unser  Manuscript  dieses  Werk 
genau  in  demselben  Umfange  enthält,  als  die  Handschrift  lieyhia  Suecorum 
N*]  12,15  der  Bibliothek  des  Vatican.  Wie  diesem  fehlen  ihm  der  schon 
oben  erwähnte  Traclalus  de  (/uadralura  circuU  cet.^  der  bestimmt  unächt 
ist,  und  zweitens  die  liecollectio  omnium  praportiomim  numeralium,  von  der 
ich  deshalb  ebenfalls  glauben  möchte,  dass  sie  erst  durch  den  Herausgeber 
des  Druckexemplars  zugesetzt  ist,  ln  der  Ausgabe  von  149G,  die  Ohas- 
les  benutzte,  scheint  dieses  Stück  sich  gar  nicht  zu  befinden,  da  in  der 
ziemlich  genauen  Analyse  der  Geomelria  spccululiua^  die  derselbe  gibt,  des- 
selben gar  nicht  Erwähnung  geschieht,  w'ohl  aber  des  Traclalus  de  (/uadro- 
lura  rirculi. 

Ehe  ich  zu  dem  nächsten  Stücke  unsrer  Handschrift  übergebe,  bemerke 
ich  noch,  dass  der  Codex  lo  der  Handschriftsammlung  des  Fürsten  Bon  - 
compagni  aus  dem  XV.  .Jahrhundert  auch  ein  Fragment  einer  Geometrie 
enthält  {carlo  1C2 — 1Ö9),  das  allein  aus  dem  XIV.  .Jahrhundert  stammt, 
und  von  dem  ich  zuerst  behauptet  habe,  es  sei  ein  Fragment  der  Geometria 
Speculaliua  des  Bradwardin.  Diese  meine  Verrnuthung  fand  nach  ge- 
nauer Untersuchung  ihre  Bestätigung,  und  zwar  umfasst  dasselbe  den  An- 
fang derselben  bis  Carlo  7 mmerala  Bj  rerso  Zeile  14,  der  Ausgabe  von 
1495.  ln  unserm  Manuscripte  erstreckt  sich  dasselbe  bis  Seite  123,  Zeile  28. 
Ganz  vor  kurzer  Zeit  bin  ich  durch  Fürst  Boncompagn  i mit  der  Bitte  um 
Veröffentlichung  auf  eine  ziemlich  anfällige  Thalsache  in  Bezug  auf  die; 
Geometrie  desBrad  ward i n hingewiesen  w'orden.  Sie  ist  kurz  die  folgende. : 

Das  Manuscript  der  Vaticana  6W<’a*  Ollohouiauus  1.1$9^  Papierhand- 
schrift aus  dem  XV.  .Jahrhundert,  in  klein  4'?  von  92  Seiten,  die  auf  den 
Vorderseiten  mit  I — VIII,  1 — 84  bezeichnet  sind,  enthält  von  Blatt  4“  bis 
Blatt  51“  eine  Geometrie,  die  dort  dem  Petrus  de  Dacia  zugeschrieben 
wird,  der  am  Ende  des  XIII.  und  Anfang  des  XIV.  .Jahrhunderts  lebte. 
Es  heisst  nämlich  Blatt  4“,  Zeile  8 — 10:  „Incipit  summa  arlis  Geomelrie  ual- 
de  bona,  edija  a maijisiro  pelro  de  daciajque  tptidem  fuil  j{  abslraela  a Geomelria 
Euc.lidis  pro  tnaiori  parle. 

Diese  Worte  sind  roth  geschrieben.  Dann  heisst  es  weiter  (Zeile 
11  — 1.3):  gEomelria  assecuiiva  csl  arismelice  j|  quodammodo  nam  ei  posterioris 
orldinis  esl  . . . völlig  übereinstimmend  mit  der  Geometrie  des  Bradwar- 
din. Ebenso  lautet  derSchluss,  Blatt5P,  Zeile 3 — 4 wie  bei  Bradw’ardin: 
El  in  hoc  esl  completa  . 4.  et  ||  vltima  pars  huius  traclalus  J Deo  gracias  amen. 

Von  der  Hand  des  Abschreibers  hinzugefügt  folgt  nun  Blatt51“,  Z.  5 — 10 
nochmals  dieselbe.  Behauptung:  C Explicil  hcc  breuis  Theoi'ia  Geomelrie  vaide 
bona  e dila  a magislro  pelro  de  dacia jque  csl  mullum  vlilis  vdj^enli  IntcUigere 
quod  promillilur  in  opere  sequenli  (fuil  ||  scripta  per  ine  Bcrlholomeum  Juliani 
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prcsbileruni  iiKujisirum^in  arlibus  in  va-huyt.  xx  die  Junij\Ano  domini  mille- 
o o o 

simo  ij  cccc.  X iiij  (Laiidclur  deits  semper.  amen,  und  dann  findet  sicli,  ge- 
nau wie  in  der  Handschrift  Jieyina  Suecorum  J'JJo,  die  Pvrspccliua  Communis 
des  Johann  P c c k k a in  angehängt. 

Nach  der  Versicherung  des  Fürsten  Boncoinpagni  und  des  Herrn 
Narducci  ist  die  Uebcreiustiinnuing  des  Manusciiptes  mit  der  Ausgabe  der 
Ceomclria  spcculativa  Brauardini,  wie  sic  14D5  erschienen  ist,  mit  Ausnahme 
einiger  AVortveränderungen , eine  vollständige.  Ich  muss  mich  umsomehr 
jedes  weitern  Urthcils  enthalten,  als  das  Mauuscript,  welches  die  Geome- 
trie dem  Petrus  de  Dacia  zuschrcibt , Jüngern  Datums  ist,  als  sämmtliche 
Handschriften,  die  mir  von  der  Ceo/we/m/  speculaliva  des  Bradwardin  be- 
kannt sind.  Ich  möchte  aber  die  Vorstände  der  öffentlichen  Bibliotheken 
bitten  darauf  Acht  zu  haben , ob  etwa  eine  solche  Behauptung  sich  auch 
noch  in  andern  und  vielleicht  auch  in  früher  datierten  Manuscripten  findet. 
Jede  Mittheilung  dieser  Art  würde  ich  mit  dem  aufrichtigsten  Danke  an- 
nehmen. 

§ 12. 

Elftes  Stück:  Tractatus  de  contiuuo  Bratwardini. 

Von  Seife  153,  Zeile  12  bis  Seite  192,  Zeile  15  folgt  nun  ein,  wie  es 
scheint,  bis  jetzt  völlig  unbekannt  gebliebenes  Werk  desselben  Verfassers: 
Tractatus  de  continuo  Bratmardini.  Wenigstens  ist  er  in  der  mehrerwähnten 
Vorrede  Savile’s  zu  der  Ausgabe  der  Schrift  de  causa  Bei  contra  Pclagium 
et  de  uirtute  causanim,  in  der  die  übrigen  Werke  Bradwardins  aufgeführt 
werden,  nicht  erwähnt.  Derselbe  dürfte,  wenn  er  sich  auch  ziemlich  nega- 
tiv verhält,  doch  nicht  ohne  Interesse  sein.  Sein  Anfang  lautet  (Seite  153, 
Zeile  12 — 14):  Continum  (sic!)  est  qnantnm  cujus  partes  ad  inuiccm  caputan- 
tur.  Continuum  ' permanens  est  continuum  cuius  partes  singulc  manent  simul. 
continuum  ||  suecessiuum  est  eontinuum  cuius  partes  succedunt  secundum  prius 
et  posterius.  Diese  Worte  bilden  zugleich  die  drei  ersten  Definitionen.  Von 
diesen  zähle  ich  24.  Zunächst  kommen  die  Erklärungen  derjenigen  Formen, 
die  zu  dem  Begrifi’  Continuum  permanens  gehören.  Es  sind  dies  Körper, 
F 1 äc h e n , L i n i e n.  Daran  schliesst  sich  die  Definition : Indiuisibilc  est  quod 
nunquum  diuidi  potest,  und  dann  die  Erklärung  vonPunct:  Punctus  (sic!)  est 
indiuisibilc  situatum.  Es  folgen  die  Erklärungen  für  die  Continua  successiua: 
1.  Tempus  est  continuum  suecessiuum  succcssionem  mensurans.  2.  Instans  est 
certus  athomus  temporis.  3.  Motus  est  continuum  suecessiuum  tempore  mensu- 
ratum.  4.  Motum  esse  est  indiuisibilis  series  motus.  5.  Materia  motus  est  quod 
per  motum  aequiritur.  6.  Gradus  motus  est  illud  materie  motus  suscitatis  marjis 
et  minus  quod  aequiritur  per  aliquod  motum  esse.  Die  folgenden  Definitionen 
geben  an,  was  es  heisst,  eine  Linie  auf  einer  andern  auftragen; 
früher  gewesen  sein  als  etwas  Anderes;  was  ferner  die  Begrifle 
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Anfängen  und  Aufhören  {Iiicipcre  und  desinerc)  bedeuten.  Die  beiden 
letzten  Definitionen  endlich  bctrefl’en  das  Unendliche  und  cs  folgt  dann 
ein  langer,  fast  drei  Seiten  füllender  Excurs  über  die  unendlichen  Grössen. 
Diese  Definitionen  sind:  1.  Infiniltim  calhcticc  et  simpliciter  est  quantum  sine 
fine.  2.  In/inilum  sinkathelice  est  secundum  quid  est  quantum  finitum  et  finitum 
maius  isto  et  finitum  maius  isto  maiori  et  sic  sine  ßnc  ultimo  tcrminanle  et  hoc  est 
quantum  et  non  tarnen  contra  maius.  Man  sieht  also , dass  das  in  finitum  ca- 
fiietice  unendlich  ist,  ohne  dass  man  weiss,  wie  dasselbe  entstanden  ist, 
während  das  infinitum  syncathctice  als  wachsende  Grenze  des  Zunehmenden 
aufgefasst  wird,  ln  dem  langem  Excurse  weist  er  vorzugsweise  manche 
Einwürfe  zurück,  die  dahin  gemacht  werden  könnten,  dass  es  überhaupt 
nur  Unendliches  nach  der  ersten  Art  gäbe  und  nicht  nach  der  zweiten. 
Wenn  dem  so  wäre,  sagt  er,  so  könnte  man  viele  Probleme  der  Physik 
nicht  lösen,  wie  z.  B.  das  über  Geschwindigkeit  der  Bewegung  u.  dergl. 
Ausserdem  sucht  er  durch  andere  Aussprüche  der  beiden  obigen  Erklärungen 
den  Begriff  des  Unendlichen  so  deutlich  als  möglich  zu  machen. 

Seine  suppositiones  sind  folgende:  1.  Omne  maius  passe  diuidi  in  eqiialc  et 
in  di/fierentiam  qua  cxccdit.  — 2.  Si  finitum  addatur  finito  tutum  erit  finitum.  — 
3.  vhi  diuersitatis  uel  disshnilitudinis  nulla  est  tum  simile  indicatur.  — 4.  Om- 
nes  scientias  ueras  esse,  ubi  non  supponitnr  continuum  ex  indiuisibilibas 
componi.  — 5.  Omnia  medin  distare  omnia  diuisa  mediari.  — G..Omne  Corpus 
superficies  atque  punctum  uniformitcr  passe  moucri.  — 7.  Omnium  duoruni  mo- 
tuum  localium  codem  iempare  uel  equulibus  temporibus  conlinuatorum  ucloci- 
(utes  et  Spada  Ulis  pertransila  proportionales  existerc.  — 8.  Omnium  duorum 
motuum  lucalium  super  idem  spacium  simul  equalia  dcdilornm  proportionales  c 
contrario  semper  esse.  — 9.  Quacunque  uelocitate  uel  tat'ditate  potest  vnum 
mobile  moueri  uel  vnum  spacium  yuodcunque . — 10.  Esse  uel  non  esse  finitum 
certo  tempore  mensuratur. 

In  der  'Hiesis  Nr.  4 ist  eigentlich  der  ganze  Inhalt  des  Werkes  ini 
Voraus  gekennzeichnet.  Derselbe  besteht  aus  einer  Durchnahme  der  Mei- 
nungen über^die  Zusammensetzung  des  Stetigen.  Vorangehen  eine  Anzahl 
Sätze,  die  Brad  war  d in  zur  Bekämpfung  dieser  Ansichten  benutzt.  Ich 
führe  davon  die  wichtigsten  an:  1.  Nullum  indiuisibile  maius  alio  esse.  — 
3.  Nullius  continui  niulta  indiuisibilia  in  codem  situ  indiuisibili  situari.  Darin 
liegt  offenbar  der  Begriff  der  Undurchdringlichkeit,  — 8.  Inter  nullas  rcctas 
sibi  superpositas  puncta  mcdiarc.  — 9.  JJncam  rectam  secundum  totum  uel  par- 
tem  matjnam  recte  alteri  superponi  et  habere  aliquod  punctum  inlra  secum  com~ 
munem  cum  ista  noti  continqit.  — 10.  Lincc  recte  vnam  partem  magnant  alic 
recte  imponi  et  aliam  partem  magnam  superponi  eidem  uel  aliud  ad  latus  distare 
ab  itta  impossibile  comprobatur.  Hier  tritt  zuerst  eine  Eigcnthümlichkcit  auf, 
dass  nämlich  die  Richtigkeit  dos  Satzes  dadurch  nachgewiesen  wird,  dass 
eine  grosse  Zahl  von  Sätzen  angeführt  werden,  die  stattliuden  müssten, 
wenn  derselbe  nicht  richtig  wäre.  Diese  Sätze  sind  später  als  selbständige 
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Theoreme  aufgeführt,  hier  aber  nur  als  Theile  des  Beweises  am  Rande  mit 
1 — 5 bezeichnet.  l^Iau  findet  darunter:  Wenn  dem  nicht  soAväre,  so 
wäre  ein  Rechter  grösser  als  der  andere,  der  T heil  wäre  gleich 
dem  Ganzen,  Scheitelwinkel  wären  nicht  gleich,  Parallelen 
schnitten  sich  u.  s.  w.  Es  folgen  dann  eine  ganze  Reihe  von  Conclusio- 
ncs,  die  mit  den  letzten  beiden  nur  in  geringfügigen  Umständen  unter- 
schieden sind.  — 14.  Quclibel  recla  sccans  rectum  sccal  cum  in  nliqm  stto 
puncto  et  non  in  pluribus  quam  in  vno.  — 15.  Nulie  recte  in  aliquo  puncto  con- 
curentes  ad  punctum  internum  Ulis  habent  optatum.  — Dazu  das  Corollar: 
Nulle  recte  ducte  a basi  trianguli  ad  anyulum  Uli  oppositum  sc  tangere  citra  il- 
lum.  — Für  steht  dabei  fälschlich  latus.  — 16.  Aufgabe:  Angulum 

rectilincum  assignatum  in  duos  angulos  rectilincos  et  datum  latus  trianguli  rec- 
tilinei  in  duas  reclas^  triangulum  rectilincum  totum  datum  inter  angulos  rectili- 
neos  per  rectam  partiri.  — 17.  Aufgabe:  Angulum  contingentie  quamlibet  in 
angulum  contingentie  et  angulum  periferie  super  rectam  basim  trianguli  contin- 
gentie  oppositam  angulo  contingentie  in  duas  rectas  et  totum  triangidum  contin- 
tingentie  in  triangulum  contingentie  minorem.et  triangulum  a portionibus  circum- 
fcrenlie  et  rectam  contentum  per  circulum  maiorem  secare.  In  der  Auflösung 
wird  erwähnt  Themistij  de  speris  (d.  h.  sphacris)  pr.  3.  primi  libri,  ein,  soviel 
ich  weiss,  unbekanntes  Werk.  Den  Namen  finde  ich  nur  in  II  ei  Ihr  ou- 
ner:  Jlistoria  mat/i,  univ.  S.  572.  Themist.  Alex,  in  Canones  Ptolemaei,  wo 
nach  dem  Index  Ueilbronner  das  Wort  Themist.  als  Themistocles  liest. 
Es  könnte  die  hier  erwähnte  Handschrift  wohl  das  Werk  de  sphacris  sein, 
sie  befindet  sich  nach  Ueilbronner  in  der  Kaiserlichen  Bibliothek  zu 
Paris.  — Die  folgende  Aufgabe  lehi*t  über  einer  bestimmten  Geraden  einen 
Kreisabschnitt  kleiner  als  der  Halbkreis  zu  construicren , dann  folgt  der 
Satz:  19.  Si  super  candum  cordam  uel  cordas  cqualcs  portioncs  incquales  cir- 
cumferentiarum  medietate  minoris  consistant  minorem  portionem  maioris  circuli 
circumf crentieque  maioris.  maior  uero  minoris.  Si  vero  circulorum  uel  circum- 
ferentiarum  inequalium  et  super  candem  cordam  constilit  portioncs  medietate 
minorcs  Ule  erunt  ncccssario  incquales  et  maior  circulus  et  circumf crenlia  mino- 
rem portionem  habebity  minor  uero  maiorem.  In  dem  Beweise  nimmt  Brad- 
wardin  auf  eine  Erscheinung  Rücksicht,  aus  der  er  zu  erklären  versucht, 
weshalb  das  Wasser  auf  der  Erde  trotz  der  Kugelgestalt  nicht  herunter- 
läuft,  nämlich  auf  das,  was  wir  Capillarität  nennen.  Ich  kann  w’cnigstens 
die  folgenden  Worte  auf  andere  Weise  nicht  erklären:  Continuum  fluidum 
congregari  et  maxima  uasis  latcra  uacua  dcrclinqui  alquc  liquidi  scmiplcnc  ultra 
uasis  dyametrum  continuc  cleuari.  Rursum  täte  uas  scmiplenum  ascendens  fieri 
aliquotiens  magis  plcnum  aliquotiens  uero  jUcnum  et  suprrius  cumulatum  et  ali- 
quum  internum  quod  affluent  quedam  partes  descendens  ef/ici  minus  plcnum.  Si 
uero  tale  uas  ponalur  maxima  lo".‘  huius  per  totum  contraria  prioribus  cuenire. 
— 20.  Rectam  perpcndicularitcr  exeuntem  a puncto  medio  cordc  ad  punctum 
medium  archus  portionis  circuli  medietate  minoris  circulum  in  duas  medielales 
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(Hindere  cl  ulrumfjite  angulum  portionis  minori  cl  unguium  circumfcrcnlie  pur- 
Uri  ipsnm  insuper  portionem  minoris  Uneulcmguc  securc.  — 21.  Silinec  punctum 
ulifjuod  ucl  pars  uliqua  moueutur  localiicr  quamtibcl  purtcm  mugnam  Ct  quodlibct 
medium  punctum  qtiod  est  cum  eius  uno  cxlremo  nccessurio  cummoucri.  — 
24.  Quocumque  motu  lnc(di  signato  polest  molus  toc(dis  uniformis  et  continuus 
in  omni  proportionc  recte  finite  ud  rectum  finitum  uclocior  cl  turdior  inveniri. 
Dazu  das  Corrollar:  Ouodeumque  spucium  finitum  quocunque  tempore  finito 
posse  vniformiter  ct  continue  pertrunsiri.  — Lehrsatz  25  ist  derselbe  Ausspruch 
für  motus  successiuus.  'Der  2C.  spriclit  aus,  dass  bei  einer  Ortsbewegung  ein 
Continuum  nicht  gleichzeitig  inehrerc  Lagen  eiiinchinen  könne.  — 27.  Omnis 
inceptio  uel  desinentio  non  mensurutur  tempore.  — 24.  Omne  quod  non  csl  uli- 
(linde  ct  erit  t(dc  nunc  incipil  uel  uliquundo  incipiet  esse  tute.  — 20.  Omne  quod 
est  (diquulc  et  non  semper  tulc  nunc  dcsinil  ucl  uliquundo  dcsinel  esse  i(dc. 

Jetzt  beginnen  die  Sätze,  welche  die  Ansichten  über  die  Zusammen- 
setzung der  Continua  enthalten.  Am  Rande  steht  als  Glosse  A'o/«  quinque 
opinioncs  de  compositione  Continui.  Die  verschiedenen  Meinungen  über 
diese  Zusammensetzung  sind  zusammengestellt  vor  dem  Beweise  des  Satzes 
.‘U.  Da  diese  Uebersicht  von  Wichtigkeit  ist,  so  erlaube  ich  mir  dieselbe 
mit  den  eigenen  Worten  des  Verfassers  hier  zu  rcproducieren.  Dieselbe 
lautet  (Seite  Ido,  Zeile  20 — 30):  Pro  intcllectu  huius  | conclusionis  est  seien- 
dum  quod  circu  eompositionem  continui  sunt  5 opinioncs  fumose  inter  ueteres  |j 
philosophos  et  modernos  . ponunt  enim  quidum  ul  u k'.  uwreijs(l)* * ***))  et  plurimi 
modernorum  continuum  non  componi  ex  utUomis  sed  ex  purtibus  diuisibilibus  sine  ^ 
fine  C Alij  uutem  dicunt  ipsum  componi  ex  indiuisibilibus  dupliciter  uuriantes  . 
quum  democritus  ponit  continuum  componi  ex  eorporibus  indiuisibilibus.  ulij 
uutem  r ex  punctis  cl  fiij  du/dicitcr  quiu  pglhugorus  primus  huius  seclc  et  phdo 
ac  wul t herus^'*)  modernus  ponunt  ipsum  componi  ex  finitis  indiuisibilibus.  ulij 
uutem  II  ex  infinitis  et  sunt  bipurtiti  quiu  quidum  eorum  ut  henricus  modernus 
(Heit  ’ ipsum  componi  ex  infinitis  indiuisibilibus  in  medictute  coniunetis  alij  uutem 


ut  lgcu^"*'*'*J  (,j  [ ex  infinitis  ud  inuicem  mediutis. 

Die  Refutation  aller  dieser  Ansichten  unternimmt  nun  Bradwardin, 
indem  er  sich  aus  allen  Wissenschaften  seine  Gründe  holt.  Zunächst  be- 
weist er,  dass  wenn  irgend  ein  Continuum  auf  eine  bestimmte  Weise  zusammen- 
gesetzt, dass  dann  jedes  andere  Continuum  in  ähnlicher  Weise  zusammenge- 
setzt sein  muss,  und  wendet  sich  dann  zuerst  gegen  die  Ansicht  des  Py- 
thagoras und  Henricus.  Von  diesen  Sätzen,  durch  die  er  diese  zurück- 
w'cist,  fängt  jeder  mit  Si  sic  an  und  zeigt,  dass  daraus  völlig  absurde  Be- 
hauptungen gefolgert  werden  könnten.  Z.  B.  40.  57 i/c  unguium  rectum  esse 


*)  Viclleiclit  Averrocs?  oder  Aristoteles? 

**=)  Nicht  Joannes  Wjilleru.s,  der  1412  starb,  sondern  wahrscheinlich  Wal 
terus  Evosham,  der  1316  astronomische  Heobnehtungen  machte, 

***)  Später  ist  dieser  Name  tinco.f  gcschriebrti. 
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minimum  angulorum  nec  unguium  esse  acutum  et  omnes  ubtusus  equales  esse  ad 
inuicem  nec  aliquum  angulum  obtusum  penitus  reperiri.  — 42.  Si  sic  lincc  eque- 
dislanlcs  concurrunl.  — 49.  Si  sic  indiuisibilc  diuidclur.  — 52.  Si  sic  aliquum 
tardissimum  motum  esse.  — 5.‘3.  Si  sic  continuum  ex  uthomis  inlegrari.  — 55.  Si 
sic  omne  continuum  componiiur  ex  indiuisibilibus  infinitis  ei  tarnen  ex  fini- 
tis  et  nec  ex  finitis  nee  infinitis  et  componitur  ex  athomis  et  non  compunitur  ex 
Ulis. 

Ehe  zur  Widerlegung  der  zweiten  Ansicht  fortgeschritten  wird,  be- 
weist unser  Verfasser  zunächst  den  Satz  IO.  In  nullo  continno  athoma  in 
medietate  coninngi.  Dann  wendet  er  sich  gegen  die  Ansicht,  dass  das  Cun- 
tinuurn  aus  einer  endlichen  Zahl  von  indiuisibilia  zusammengesetzt  sei,  d.  h. 
gegen  die  des  Waith erus.  Seine  Hauptbeweismittel  sind  folgende:  57. 
Si  continuum  ex  finitis  athomis  componitur  sicud  numerus  athomorum  vnius  con- 
tinui  ad  numerum  athomorum  alterius  ita  continuum  ad  alium  se  habere.  — 5S. 
Si  sic  athoma  in  contiuno  in  medietate  coniunguntur.  In  dem  Beweise,  bedient 
er  sich  eines  Satzes,  der  seine  eigne  Ansiclit  weiter  ins  Klare  setzt,  nämlich : 
Omnia  continna  habere  athoma  infinita  sed  ex  athomis  non  componi.  — 50. 
Si  sic  debilissimus  gjadus  soni  sc  habet  sicud  vnitas  et  ceteri  se  sine  medio  con- 
iungentes  ut  sequens  serieS  numerorum.  — 65.  Si  sic  tonus  partiri  non  polest. 
— Dann  folgen  zunächst  wieder  einige  Sätze,  die  die  Meinung  des  Brad- 
w a r d i n aussprechen : 06.  Omnis  recta  linea  habet  particulares  lineas  infini- 
tas.  — 67.  Omnem  angulum  rectilineum  uel  contingentie  in  tales  angulos  dini- 
dere  infinites.  — 68.  Omnem  triangulum  rectilineum  siue  contingentie  in  in- 
finitas  tales  angulos  posse  diuidi  uel  partiri.  — 60.  Omnis  superficies  habet 
superficies  et  lineas  infinitas  et  puncta  similiter  infinita.  — 70.  Omne  conti- 
nuum componitur  ex  infinitis  continuis  eidem  speciei  et  habet  athoma  propria 
infinita.  Nachdem  dies  nachgewiesen , wendet  er  sich  wieder  gegen  die 
oben  aufgcstelltc  Ansicht.  72.  Si  sic  certum  ciretdum  assignarc  quo  maior 
esse  non.  — 73.  Si  sic  pei'iferiam  circuli  esse  duplam  dyametris.  — 75.  Si  sic 
alique  partes  circumf erentic  circularis  sunt  recte  et  angulum  rectilineum  conti- 
nentes.  — 81.  Si  sic  aliquis  triangulus  tres  angulos  reetos  habet  et  linec  eque- 
distantes  concurrunl.  — 82.  Si  sic  aliquis  triangulus  esl  subsesquiterlius  ad 
quadratum  qui  subdüplus  esl  ad  idem.  — 86.  Si  sic  omnis  quadrati  dyameter 
sui  latcri  cst  cqualis.  — 87.  Si  sic  aliquod  quadratum  esl  Circulus.  — 92.  Si 
sic  nüllam  esse  uisionem  reclam  fractam  siue  rcflexam  lucis  uel  coloris.  — 03. 

sic  omnes  speras  cclcstes  et  elementares  carum  a terra  esse  quuntitalis  cquu- 
lis  et  cqueuelociler  circumferri.  — 95.  Si  substantia  composita  ex  finitis  sub- 
slantiis  athomis  componitur  condensalionem  materie  prime  non  fieri  per  athoma 
prioribus  pauciora.  — 06.  Si  sic  de  substantia  rarefactionem  materie  prime  non 
fieri  per  athoma  materie  plura  primis.  — 08.  Si  sic  de  substantia  condensatio- 
nem  et  rarefactionem  non  esse  possibilcm.  — 90.  Coroll.  Substantiam  natura- 
lem ex  finitis  athomis  non  componi.  —»101.  Si  sic  inparlibilc  in  media  par- 
iietur.  — 105.  Si  sic  motum  non  esse  omnina.  — 106.  Si  sic  sanitatem  habilam 
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non  seruarc  nec  perdiiam  restaurare.  — 109.  Si  sic  non  contingit  recte  scriberc 
nec  recte  logui.  — 111.  Si  sic  idem  est  iustum  et  iniustum. 

Mit  Satz  114  fangt  er  ein  anderes  Princip  an  zu  bekämpfen,  dass  näm- 
lich das  Continuum  aus  unendlich  vielen  indiuisibilibus  zusammengesetzt  sei. 
Von  den  oben  aufgestollten  ist  dies  der  letzte  in  Verbindung  mit  dem  des 
Henricus.  Die  Hauptsätze  lauten:  114.  Si  omne  continuum  ex  indiuisibili- 
hus  inftnitis  compunittir  esse  continuum  ciusdem  generis  et  uthoma  propria  eodem 
genere  proportionalia  reperiri.  — 118.  Si  sic  condensationem  et  rarcfactioncm 
otnnino  non  esse.  — 121.  Si  sic  (digua  superficies  crit  summe  alba  et  similitcr 
summe  nigra.  — 124.  Si  sic  agens  naturale  corporeum  est  egualis  acliuitatis  cum 
athomo  naturali  et  aliguod  maioris  et  guodlibet  infinite.  — 126,  Si  sic  de  con- 
tinuo  substantiam  et  gualitatcm  ex  substantiis  infinitis  et  gualitatibus  integrari. 
— 127.  Si  sic  athoma  infinita  in  omni  proportione  finita  et  infinita  ad  alia  in- 
finita  procul  dubio  se  habere.  — 128.  Si  sic  omnia  athoma  infinita  guibuscun- 
gue  infinitis  athomis  adeguari  cxcederc  et  cxccdi  omnia  conlinua  consimilitcr 
continuis  egualia  esse  eccedentia  et  excessa.  — 131.  Si  sic  aliguod  continuum 
in  eodem  situ  indiuisibili  siluari.  — 133.  Si  sic  omnis  guadrati  medietas  est 
maior  tolo  guadrato.  — 136,  Si  sic  omnis  linea  circularis  est  egualis  cuilibet 
linee  circulari  et  costa  guadrato  dyametris  et  omnis  recta  nccessario  omni  recte 
eril  egualis.  Jetzt  folgen  einige  Sätze,  die  wieder  die  Meinung  des  Brad- 
wardin  aussprechen  sollen.  137.  Nnllum  continuum  ex  indiuisibilibus  in- 
finitis integrari  uel  componi.  — 138.  Nullum  continuum  ex  infinitis  indiuisi- 
bilibus inmediatis  componi.  — 139.  Nullum  continuum  ex  indiuisibilibus 
mediatis  componitur.  — 140.  Nullum  continuum  ex  athomis  integrari  Dann 
heisst  es,  und  dies  ist  schon  obeneinmal  als  Meinung  des  Brad  ward  in 
ausgesprochen : vnum  seguitur  el  elicilur.  Omne  continuum  ex  infinitis  con- 
tinuis  similis  speciei  cum  iUo  componi.  Am  Endo  dos  Beweises  folgt  daun 
die  Bemerkung:  Hiis  tandem  perscrutatis  nunc  adiuncto  consiliu  est  inttc- 
siigandum  an  indiuisibilia  continuorum  sint  realiter  dislincla  ul  ponitur.  Dann 
kommt  der  Satz  141,  der  aber  eigentlich  aus  einem  längern  Excurse  be- 
steht. Derselbe  beginnt:  Est  igilur  pt'emiUendum  guod  in  conlinuatione  siuc 
discontinuationc  corporurn  liguidorum  nullam  materiam  primam  nec  aliguam 
substantiam  primam  nec  gualitatcm  primam  ucl  secundam  corumpi  et  de  guanti- 
lale  et  indiuisibilibus  guantitatis  similitcr  esse  constat.  Dann  folgen  die  Sätze: 

142,  Omnem  substantiam  esse  per  se  impossibile  carere  omni  accidente.  — 

143.  Omne  quod  non  est  pars  nec  causa  alterius  potest  corrumpi  altero  totö 
saluo,  z.  B.  vnus  homo  moritur  altero  uiuente.  — 144.  Ouare  potost  esse 
continuum  et  finitum  sine  aliquo  indiuisibili  continuante  et  finitante.  — 
145.  Si  indiuisibilia  continuorum  sint  realiter  ul  pomnitur  substunlia  naturalis 
indiuisibilcs  stibstantias  habet.  — 146.  Si  sic  indiuisibilia  omnis  continui  in 
medictulc  coniungi.  — 147.  Si  sic  continuum  ex  athomis  integrari.  — 148.  Si 
sic  aliguod  accidens  substantiam  primam  non  habere.  — 149.  Si  sic  polest  non 
improbabititcr  apparcre  omne  corpus  esse  tcnacitatis  et  resislentie  infinite.  — 
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150.  Saperfioiem  lineam  sine  punctum  omnino  non  esse  und  liicraus  endlich 
der  Schluss  des  Ganzen:  Continuum  non  continnari  nec  flnitari  per  talia  sed 
se  ipso.  Die  letzten  Worte  de.s  Tractates  enthalten  davon  den  Beweis  und 
und  lauten  (Seite  192,  Zeile  10 — 15):  Prima  autem  illius  corrollarii  sequitur 
ex  II  illa  couclusione  plane,  secunda  uero  pars  eins  sic  palet.  Si  continuum  non 
continuatur  '^  nec  finitetur  per  indiuisibilia  talia  et  non  contingil  assignarc  aliquod 
alitid  per  quod  |1  continuum  terminelur  uel  finiatur  et  continuum  terminatur  et 
continuatur  igitur  continualur  et  finitur  se  ipso  |!  Sic  igitur  primus  Uber  qui  est 
de  compositione  continuj  qunntum  ad  sua  essentialia  fxnem  ||  capit.  amen.  C Ex- 
plicit  tractatus  bratwardini  (siet)  de  continuo. 

Hieraus  dürfte  zu  schliessen  sein , dass  das  uns  hier  vorliegende  Stück 
nicht  das  ganze  Werk  des  Bradwardin  umfasst,  sondern  nur  den  ersten 
Theil  desselben,  wenn  auch  die  letzten  Worte  wieder  das  Gegentheil  be- 
haupten. 

* 

§ 13. 

Zwölftes  Stück:  Liber  de  ponderibus  Jordani  Neniorarii. 

Bei  diesem  Stücke  können  Avir  uns  wieder  kurz  fassen,  da  dasselbe  in 
dem  Drucke:  Liber  Jordani  \ Nemorarii  viri  Clarissimi  j!  De  Ponderibus  Proposi- 
tioncs  XIII.  II  etc.  Am  Ende  Excussum  Norimbergae  per  Jo.  Petreium,  |j  Anno 
domini  M.  D.  XXXllI.  16  Blatt  in  4?,  leicht  zu  erlangen  ist.  Unser-Exem- 
plar  unterscheidet  sich  aber  wesentlich  von  diesem  Abdrucke,  besonders 
dadurch,  dass  cs  eine  bei  weitem  gedrängtere  Recension  darstellt,  so  dass 
man  fast  annehmen  möchte,  dass  der  Druck  durch  Petrus  Apiauus,  den 
Herausgeber  dieses  Werkes,  interpoliert  sei.  Unser  Manuscript  beginnt 
(Seite  192,  Zeile  16 — 20):  Omnis  ponderosi  molum  ad  mediutn  esse.  (Juantn 
gravitis  est  ueloeius  descendere.  |j  Grauius  esse  in  dcscendcndo  quanto  molus  eins 
ad  medium  est  rectior.  j|  Secundum  situm  grauius  esse  quanto  in  eodem  situ  mi- 
nus oblique  est  desccnsus.  jj  Obliquiorem  autem  descensum  in  eadem  quantitale 
minus  capere  de  direclo.  Minus  graue  alio  | secundum  situm  quod  dcscensu  al- 
terius  sequitur  'contrario  motu.  Situm  autem  equalitatis  esse  equedistantiam  j, 
supcrficiei  orizontis.  Im  Drucke  beginnt  das  Uber  de  ponderibus  auf  Blatt  3'’ 
und  der  Anfang  unsres  Manuscriptes  umfasst  die  Zeilen  26 — 33  von  Blatt 
4''.  Es  fehlt  also  wieder  die  ganze  Einleitung  des  Werkes.  Von  den  12 
Sätzen  die  unser  Manuscript  iiu  Gegensatz  zu  dem  Drucke  nur  enthält, 
sind  nur  11  hervorgehoben,  während  der  12.  eigentlich  nur  ein  Corollar 
des  vorhergehenden  ist.  Der  Satz  13  fehlt  bei  uns  völlig,  doch  ist  auf  Seite 
197  noch  so  viel  Platz,  dass  in  der  kurzen  Fassung,  die  bei  uns  die  Be- 
Aveise  haben,  dieser  Satz  noch  Kaum  haben  Avürde. 

Der  Beweis  der  Propositio  prima  umfasst  im  Drucke  Blatt  4'’  bis  Blatt 
6”,  Zeile  14,  während  bei  uns  derselbe  nur  9 Zeilen  laug  ist.  Er  enthält 
im  Wesentlichen  das,  was  im  Drucke  in  dem  zweiten  Absätze  von  Blatt  1'’, 
der  mit  Sequitur  aliud  cotnmenlum  beginnt,  enthalten  ist.  Jedoch  nur  bis 
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zum  Ende  des  Blattes.  Aehnlich  verhält  es  sich  mit  den  übrigen  Beweisen 
und  zwar  sind  unsre  Beweise  immer  die  Theile,  welche  mit  Aliud  commen- 
tum  sequilur  oder  ähnlichen  Phrasen  eingeleitet  werden , jedoch  auch  von 
diesen  immer  nur  eine  Anzahl  von  Zeilen.  Da  aber  unsere  Beweise  stets 
vollständig  das  liefern,  was  sic  nachweisen  sollen,  so  ist  wohl  der  Schluss 
gerechtfertigt,  dass  entweder,  wie  schon  gesagt,  der  Herausgeber  selbstän- 
dig zugesetzt  hat,  oder  dass  er  aus  verschied  neu  Handschriften,  die  ver- 
schiedne  Beweise  gaben,  diese  nebeneinander  gestellt  hat  und  durch  die 
obige  Einleitung  zu  den  Beweisen  einer  andern  Handschrift  als  der  zuerst 
benutzten,  dies  hat  anzeigen  wollen.  Da  es  gerade  von  diesem  Stücke  eine 
ganze  Reihe  von  Manuscripten  gibt,  Hesse  sich  vielleicht  entscheiden, 
welche  von  diesen  Annahmen  die  richtige  ist. 

Unser  Manuscript  schliesst  (Seite  197,  Zeile  11  — 12) : Dico  i|  ergo  quaniam 
pondus  cononij  . b . z . cum  sil  sccundum  . b . z . substuntie  . a . b.  ^ und 
zeigt  schon  durch  das  Strophenzeicheu,  dass  es  unvollendet  abgebrochen 
ist.  Der  Beweis  des  12.  Satzes  stimmt  im  Allgemeinen  mit  dem  in  der  Aus- 
gabe des  Apianus,  doch  ist  keine  wörtliche  Uehereinstimraiing  und  es  ist 
deshalb  auch  unmöglich  zu  bezeichnen,  bis  zu  welchem  Puncte  dieses 
Druckes  unser  Manuscript  sich  erstreckt. 

§ 14. 

Dreizehntes  Stück:  De  latitndinc  foriiiariim  inagistr!  Mcliolai  Horen. 

Wir  kommen  jetzt  zu  dem  letzten  Stücke  unsrer  Handschrift  Seite 
198  —206.  Es  ist  das  Stück,  welches  auf  der  Seite  1 bezeichnet  ist  durch 
item  de  latitudine  formurtim.  Nach  einer  Mittheilung  des  Fürsten  Boncom- 
pagni  stimmt  unser  Manuscript  mit  der  Ausgabe  überein,  die  von  ihm  iu 
dem  äusserst  seltnen  Buche  ^^Questio  de  Modalibus  Bassani  Politi  etc.  Venetiis 
manduto  rv>  surnptibus  heredum  quondü  Nubilis  uiri  1>.  Octauiani  Scoti  etc.  1505 
unter  dem  Titel  „Incipit  perutilis  tractatus  de  lulitudinibus  formarum  J'um 
Reucrendü  mug^rm  Aicholaü  Horen'"'"  gemacht  ist.  Ich  glaube  der  Seltenheit 
dieses  Werkes  wegen  nichts  Unnützes  zu  thun,  wenn  ich  eine  Uebersicht 
des  Hauptinhaltes  desselben  hier  folgen  lasse. 

Dieser  Tractat  beginnt  (Seite  198,  Zeile  1 — 5):  Quia  formanun  latit\i- 
dines  multiplicitcr  uariantur  et  midtiplicitas'  difficiUime  discernitur  nisi  ad  fxgu' 
ras  gcomctricas  cousideraiio  , referaiur.  Ideo  premissis  quibusdam  latitudinum 
diuisionibus  cum  suis  diffinitionibus  infinitas  species  carundem  demuin  ad  in 
ßnitas  species  figurarum  applicatio  ex  quibus  clarius  apparebit.  Was  hier 
forma  bedeutet,  ergibt  sich  aus  einigen  Sätzen  und  Beweisen  des  tractatus 
de  continuo  Bradtvardhii  sowie  aus  den  Bemerkungen  zu  dem  letzten  Lehr- 
sätze dieses  Tractates.  Danach  ist  forma  jede  Erscheinung  in  der  Natur, 
z.  B.  unter  andern  jede  Bewegung,  jede  Veränderung  in  der  Wärme  u.  dgl. 
mehr.  Diese  formae  werden  nun  in  der  Art  durch  geometrische  Figuren 
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dargestellt,  dass,  wie  noch  jetzt,  die  eine  Grösse,  von  der  die  Form  ab- 
hängig gedacht  wird,  als  longilndo  aufgetragen  wird,  während  die  latitudo 
in  äquidistanten  Functen  der  lougiludo  senkrecht  auf  dieser,  in  dem  näm- 
lichen Masse  gemessen,  errichtet  wird.  Longilndo  und  Laliludo  ist  also  genau 
das  was  wir  Ahscissen  und  Ordinaten  nennen,  auf  physikalische  Vor- 
gänge angewendet.  Die  Endpuncte  der  Ordinaten  werden,  wie  noch  jetzt, 
durch  einen  zusammenhängenden  Zug  verbunden.  Grutdus  lutitudinis  ist  der 
Unterschied  zweier  aufeinanderfolgender  Ordinaten.  Beginnen  die  Ordi- 
naten mit  dem  Werthe  Null,  so  heisst  das  non  gradus^  fangen  sie  dagegen 
mit  einer  bestimmten  Länge  an,  so  wird  das  cerdus  gradus  genannt. 

Die  ganze  Schrift  ist,  wie  in  den  mitgetheilten  Anfangsworten  schon 
angedeutet  ist,  in  z.wei  Theile  getheilt.  Der  erste  enthält  Erklärungen  der 
verschiednen  Arten  der  Laliludo.  Von  der  Longiludo  natürlich  kann  es  nur 
eine  Art  gehen,  da  diese  stets  in  gleiche  Theile  getheilt  angesehen  wird. 
Die  Laliludo  zerfällt  zunächst  in  Laliludo  vnifonnis  und  laliludo  difformis. 
Erstere  ist  eiusdfm  gradus  per  lolum  die  laliludo  difformis  aulem  esl  per  oppo- 
silum.  Die  erstere  wird  also  durch  eine  zu  der  Ahscissenlinie  parallele 
Gerade  vorgestellt,  d.  h.  durch  ein  Kechteck.  Die  zweite  aber  durch  irgend 
eine  andere  Figur. 

Die  Laliludo  difformis  zerHillt  Mieder  in  secundum  se  lotam  difformis  und 
in  seeundatn  parlem  difformis.  Das  Erstere  braucht  hier  keine  weitere  Er- 
klärung, das  Ijetztere  aber  ist,  Menn  ein  Theil  der  betreffenden  Curve 
eine  zur  Abscissenaxe  parallele  Gerade  vorstellt,  der  übrige  Theil  aber 
eine  zur  Abscissenaxe  geneigte  Gerade  oder  eine  krumme  Ijinie.  Die  Lati- 
ludo  secundum  se  lolam  difformis  wird  wieder  eingetheilt  in : laliludo  vnifor- 
miter  difformis.^  d.  h.  solche,  bei  welcher  der  excessus  graduum  immer  der 
nämliche  ist,  und  difformiler  difformis  d.  h.  solche,  bei  welcher  diese  Gleich- 
heit nicht  stattfindet.  Die  er.s\e  Art  hat  als  entsprechende  Curve  notliM'en- 
dig  eine  unter  einem  beliebigen  spitzen  Winkel  gegen  die  Abscissenaxe 
geneigte  Gerade,  die  letzte  Art  irgend  eine  andere  krumme  Linie.  Die 
erste  Art  kann  an  fangen  a non  gradu,  muss  dann  aber  aufhören  ad  cerlum 
gradi4m^  oder  sie  kann  beginnen  a cerlo  gradu  und  dann  entweder  ad  non 
gradum  oder  ad  cerlum  gradum  endigen.  Ein  viertes  ist  offenbar  nicht 
möglich. 

Die  laliludo  difformiler  difformis  wird  in  ähnlicher  Weise  wieder  einge- 
the.ilt  in  laliludo  secundum  se  lolam  difformiler  difformis  und  in  laliludo  non 
secundum  se  lolam  difformiler  difformis.  Ich  glaube  kaum,  dass  ich  diesen 
beiden  unterschiednen  Arten  noch  weitere  Erklärung  hinzuzusetzen  brauche. 
Bei  der  ersten  dieser  beiden  Arten  unterscheidet  er  nun  wieder  lalilmlo 
vnifonniler  difformiler  difformis  d.  h.  solche  Veränderung,  dass  die  excessus 
graduum  immer  dieselbe  Proportion,  dass  also  die  laliludines  seihst  eine 
arithmetische  Reihe  zweiter  Ordnung  bilden.  Als  Beispiel  ist  auf 
dem  Rande  angegeben  eine  Figur,  an  deren  Ordinaten  die  Werthe  stehen: 
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0,  1 , 2,-  4,  7,  11 , IG,  22,  29,  .‘J7,  46,  5G,  G7,  79.  Allo  übrige  Arten  der 
laiitudo  bezeichnet  er  dnreh  lalHudo  difforwilcr  difformiter  dilformis.  Der 
erste  Theil  schliesst  dann  (S.  1!>9,  Zeile  3 — G):  Nidondutn  ||  guod  in  supra- 
diciis  diffinitionihus  utrunguc  decUtralur  rxcessus  grnduum  hder  st;  eguedistnn- 
tium  dehet  accipi  dislantia  seeundum  partes  laliludinis  exclusiue.  et  inclusiue  j|  ut 
loquitur  de  distantin  yraduum  situali  et  non  graduali. 

Der  zweite  4’heil  bringt  nun  Beispiele  zn  den  im  ersten  TheiJe  anfge- 
stellten  Arten  der  Latitudo  per  fiyuras  yeomctn'eas.  Er  ist  in  drei  Oapitel  ge- 
thcilt.  Das  erste  enthalt  diuisiones , das  zweite  supposita,  das  dritte  endlich 
proposiliones  et  diffinitioncs.  Die  Begriffe  von  Linea  ^ fiyura^  augnluSy  Ihiea 
rectUy  linea  curtiay  figura  plana  y figura  curua  y nngulus  rectilineus,  angulus 
euruuSy  figura  angidan'Sy  figura  non  angularis  setzt  e.r  zunächst  aus  dem 
ersten  und  zweiten  Buche  des  Euclid  als  bekannt  voraus,  und  gibt  dann 
die  Eintheilung  der  geometrischen  Figuren.  Er  unterscheidet  figura  monan- 
gula  y figura  duplangula , trianguluy  ...,  midliangula  y er  sagt  dabei  noch,  es 
gäbe  solcher  verschiedener  Arten  ebensoviele  als  es  verschiedne  Zahlen 
gäbe.  Eine  zweite  Eintheilung  ist  die  in  solche  Figuren , die  nur  durch 
krumme  Linien  begrenzt  werden,  wie  die  Figur,  die  von  zwei  Kreisbogen 
eingeschlossen  wird,  und  in  gemischtlinige.  Figuren,  die  durch  eine  gerade 
und  eine  krumme.  Linie  umschlossen  sind.  Dabei  sind  noch  die  Erklärungen 
von  portio  circuli  = Kreiabschnitt  und  zwar  portio  maior  und  portio  mi~ 
nor  y jenachdem  der  Abschnitt  grösser  oder  kleiner  als  der  Halbkreis  ist, 
von  arcus  und  corda.  Weiter  theilt  er  ein  in  figure  rectilince,  und  figure 
curuilince.  Die  letzte  Eintheilung  endlich  ist  in  figure  plane  und  figure 
curue  und  O res  me  macht  dabei  darauf  aufmerksam,  dass  figura  euruilinea 
und  figura  curua  wohl  zu  unterscheiden  seien,  da  eine  figura  euruilinea  sehr 
wohl  eine  figura  plana  sein  könne.  Das  ist  das  erste  Capitol. 

Das  zweite  Capitel  enthält  die  Voraussetztingen.  Diese  sind  : 1.  Qucsecun- 
dum  aliquam  proporCumem  sic  se  habent  ad inuicem  rationem  partieipant  quantitalis. 
— 2.  Omne  quodexcessu  graduali  exeedit  aliud  uel  exceditur  per  medium  quanti- 
tatis  ab  aliquo  tjmaginandum  est.  — 3.  Kxcessus  gradualiSy  Latitudo  gradus  et 
intentio  forme  idem  sunt,  ex  comuni  vsu  loquentium  in  tali  matei'ia.  — 4.  Omne 
quod  exccssu  graduali  exeedit  aliud  uel  exceditur  ab  alio  habet  latiludinem  gra- 
dualem.  — Omne  quod  seeundum  aliquam  perfeetam  dimensionem  quantum 
est  seeundum  illam  dimensionem  exeedere  potest  uel  excedi.  — 6.  Omne  quod 
seeundum  dimensiones  plures  quantum  est  seeundum  plures  dimensiones  exeedere 
potest  uel  excedi.  — 7.  Omne  quod  exeedit  uel  exceditur  ab  aliquo  seeundum 
aliquam  dimensionem  ymaginandum  est  et  est  quantum.  — 8.  Quod  solum  seeun- 
dum extensionem  suarum  partium  exeedit  aliud  uel  exceditur  est  ymaginandum 
in  proposito  vnam  solam  habere  dimensionem.  — 9.  Quod  seeundum  intenlionem 
suarum  partium  ymaginabilium  exeedit  aliud  uel  exceditur  ab  alio  ymaginan- 
dum est  in  proposito  duas  habere  dimensiones  ideo  ymaginandum  est  tanquam 
latitudo  et  longitudo  siue  superficies.  — 10.  Extensio  forme  ymaginanda  est 
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per  linenm  rcclain.  Intentio  ucro  per  figunnn  planum  s^tpea  dalam  lincam  rectum 
consurgrntem.  — 11.  CuilUfCl  puncto  in  Itneu  rccta  supru  guum  fignra  plana 
collocatur  oportet  (l)  propria  latitudo  in  dicta  figura.  — 12.  Quodlibet  punctum 
in  extensione  pr'opriam  habet  intensionem.  — 1.3.  Forme  pennanentes  uel  yma- 
ginate  lanquam  permanentes  habent  exlensionem  secundum  extensionetn  sui  sub- 
jecti.  foryne  ucro  successiue  uel  ymaginate  tamquam  successiue  secundum  ex- 
tensionem  sue  durationis. 

Im  dritten  Capitel  endlich  werden  die  proposiliones  und  diffinitiones  der 
verschiedenen  Arten  der  Figuren  gegeben  al.s  Erläuteiung  zu  dem  ersten 
Theile.  Dieser  Lehrsätze  zahle  ich  29.  Der  erste  spricht  aus,  da.ss  jede 
Latitudo  irgend  einer  Form  als  eine  ebene  Figur  dargestellt  werden  könne. 
Durch  die  folgende  wird  eine  nur  krummlinige  Figur  ausgeschlossen,  denn 
die  Abscissenlinic  muss  eine  Gerade  sein,  daher  kann  .3.  keine  Form  durch 
einen  ganzen  Kreis  dargestellt  werden,  noch  4.  überhaupt  durch  eine  Figur 
ohne  Winkel  oder  5.  <lurch  eine  figura  monangula , sondern  sie  ist  ö.  stets 
durch  eine  mehrwinklige  Figur  darzustellen.  Es  kann  7.  keine  Form  durch 
eine  Figur  dargestellt  werden,  die  mit  der  Abscissenlinic  einen  Winkel 
grösser  als  ein  Kechter  macht.  Dies  ist  sogleich  klar,  sobald  man  beachtet, 
dass  zu  damaliger  Zeit  negative  Abscissen  noch  nicht  bekannt  waren,  und 
nur  unter  dieser  Bedingung  der  erwähnte  Fall  eintreten  kann.  Dieser 
Eigenschaft  wegen  kann  H.  keine  Form  durch  eine  portio  maior  dargestellt 
werden,  weil  der  Winkel,  mit  dem  diese  auf  <ler  Sehne  aufsteht,  ein  stum- 
pfer ist.  9.  .Jede  latitudo  vniformis  hat  denselben  certus  gradus  von  Anfang 
bis  zu  Ende.  Also  ist  10.  diejenige  Form  di/formis^  die.  vom  7ion  gradus  be- 
ginnt. 1 1.  Es  ist  jede  Form,  die  n certo  grudu  anfängt  und  ad  certum  gradum 
endigt,  durch  eine  am  Anfänge  spitzwinklige  Figur  zu  verzeichnen.  Spe- 
ciell  ist  1.3.  eine  latitudo  rniformiter  di/formis,  die  a non  grudu  anfängt,  durch 
eine  Figur  mit  geradlinig  spitzem  Winkel  darzustellen.  Jede  latitudo  di/for- 
miter  di/f'nrmis  aber  muss,  wenn  sie  a non  gradu  beginnt,  durch  eine  krumme 
Linie  mit  anfangendem  krummlinigen  spitzen  Winkel  ansteigen,  und  jede  la- 
iitudo  di/formis,  die  mit  dem  non  gradus  aufhört,  wird  15. umgekehrt  durch  eine, 
absteigende  krummeLinie  mit  schliesscndem  spitzen  Winkel  dargestellt.  1(1. 

latitudo  vniformiler  difformis  per  totum  kann  durch  ein  geradliniges  Dreieck 
dargestellt  werden,  jede  latitudo  uniformis  terminata  ad  certum  gt'adum  aber  17. 
durch  ein  Parallelogramm,  oder  eigentlich  durch  ein  Rechteck.  Dagegen  ist  18. 
keine  Form,  die  irgendwo  di/J'oi'mis  ist,  aber  Anfangs  und  zu  Ende  unifor- 
mis ^ durch  ein  geradliniges  Dreieck  darstellbar.  O res  me  führt  eine  ganze 
Reihe  verschiedner  Formen  auf,  die  die  betreffende.  Figur  annehmen  kann, 
sagt  aber  zuletzt  poteris  in  infinilum  uariure.  Fängt  eine  latitudo  rniformiter 
difformis  a non  gradu  an,  so  ist  19.  das  geradlinige  Dreieck,  was  sie  dar- 
stellt, am  Anfänge  spitzwinklig  und  am  Ende  rechtwinklig,  umgekehrt, 
wenn  sie  20.  a certo  gradu  aiifängt  und  ad  non  gradum  endigt,  durch  ein 
entgegengesetzt  liegendes  Dreieck;  fängt  sie  endlich  a certo  gradu  an  und 
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endigt  aucl»  ad  certum  gradum,  so  ist  21.  die  entsprechende  Figur  ein  Tra- 
pez, dessen  beide  j)arallele  Seiten  anf  der  Abscissenlinie  senkrecht  stehen, 
der  eine  der  beiden  obern  Winkel  ist  ein  spitzer,  der  andere  ein  stnrapfer. 
22.  Keine  Latiludo^  die  von  non  gradus  beginnt  und  auch  mit  dem  non  yra- 
dus  endigt,  ist  uniformis  oder  vniformiler  di/formis,  sie  kann  aber  theilweise 
vniforrnis  oder  vnifoi'mitci'  difformis  sein.  2.T.  Jede  ladtudo,  die  vniformiter  dif~ 
fonnis  vom  ?wn  gradus  beginnt  und  ebenso  vniformiler  difformis  mit  dem  non 
gradus  schlicsst,  ist  durch  eine  Figur  vorzustellen,  die  am  letzten  Ende 
der  Basis  einen  spitzen  Winkel  bildet.  Keine  latUudo  di/formtiler  difformis 
kann  24.  durch  eine  geradlinige  Figur  dargestellt  werden,  es  ist  folglich  25. 
jede  laliiudo  sccundum  sc  totam  difformiier  difformis  noch  oben  durch  eine 
krumme  Linie  begrenzt,  ebenso  muss  2(5.  eine  laliiudo,  die  nur  zum  Theil 
difformiier  difformis  ist,  zum  Theil  durch  eine  krumme  Linie  begrenzt  wor- 
den. Die  laliiudo  vnifot'miler  difformiier  difformis  beginnt  27.  a non  gradu,  endet 
aber  immer  ad  cerlum  gradum’,  sie  ist  daher  28.  darzustellen  durch  ein  Drei- 
eck, das  einen  rechten  geradlinigen  Basiswinkel  hat,  die  beiden  andern 
Winkel  sind  aber  krummlinige  spitze  Winkel.  Endlich  sagt  der  letzte  Satz 
29.  aus,  dass  wenn  die  Laliiudo  einer  bestimmten  Form'in  irgend  einer 
Weise  variiert,  die  entsprechende  Figur  in  ähnlicher  Weise  sich  verändert. 

An  diese  »Sätze  schliessen  sich  eine  Reihe  von  Bemerkungen,  die  nicht 
ohne  Intere.sse  sind.  1.  Jeder  Kreisabschnitt  ist  difformiier  diffonniler  diffor- 
mis. Doch  muss  derselbe,  kleiner  als  der  Halbkreis  sein , wie  oben  schon 
bemerkt  ist.  — 2.  Bei  einer  solchen  Figur  wächst  die  laliiudo  von  Anfang 
bis  zur  Mitte  und  nimmt  dann  wieder  bis  zum  Ende  ab.  — 5.  Bei  einer  sol- 
chen Figur  ist  die  Aenderung  der  Geschwindigkeit  des  Wachsens  und  Fal- 
lens  am  obersten  Puncte  am  langsamsten.  — 4.  ist  dagegen  zu  beachten, 
dass  die  grös.ste  Geschwindigkeit  der  Zunahme  des  Wachthuins  am  Anfänge 
der  Figur  und  die  grösste  Schnelligkeit  der  Abnahme  des  Wachthums  am 
Ende  der  Figur  sich  findet.  — 5.  Die  Geschwindigkeit  der  Zunahme  des 
Wachsthums  nimmt  stetig  ab  bis  zum  höchsten  Puncte  des  Bogens,  und 
dann  nimmt  umgekehrt  die  Schnelligkeit  der  Abnahme  des  Wachsthums 
von  diesem  Puncte  bis  zum  Endpuncte  des  Bogens  stetig  zu.  Im  Anfangs- 
und Endpuncte  ist  die  grösste  Zu-  und  Abnahme-Geschwindigkeit.  — 
6.  Wenn  die  laliiudo  vniformiler  difformiier  difformis  zwischen  den  gradus 
excessium  equedislanliurn  immer  dieselbe  Proportion  bewahrt,  so  ist  dabei 
der  Anfangs-  und  Endpunct  derselben  ausgeschlossen.  — 7.  Das  Verhält- 
niss  zwischen  Form  uud  Form  ist  dasselbe,  wie  zwischen  den  entsprechen- 
den Figuren.  Dabei  ist  das  Verhältniss  irrational,  sobald  eine  der  Figuren 
oder  beide  krummlinig  sind.  Aus  diesem  letzten  Satze  folgert  er  noch  einige 
Zusätze:  1.  Zwei  gleichförmige  Bewegungen  haben  ein  rationales  Verhält- 
niss, ebenso  2.  eine  gleichförmige  und  eine  gleichförmig  ungleichförmige 
Bewegung.  Dagegen  ist  .3.  das  Verhältniss  zwischen  einer  gleichförmigen 
oder  gleichförmig  ungleichförmigen  und  einer  ungleichförmig  ungleichför- 
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inigcn  Bewegung  irrational.  Dann  folgen  endlich  die  Schlussworte  (Seite 
206,  Zeile  37 — 39):  Pliira  igilur  aha  corrollaria  egualia  |j  per  talem  maleriam 
euerti  possuni  ex  precedenüs  que  consideranlibus  facilitcr  !|  patent,  ideo  iranseo. 
C deo  grncias  virginique  gloriose. 

Dass  das  Werk,  mit  dem  wir  uns  soeben  beschäftigten,  von  dem  gröss- 
ten Werthe  für  die  Geschichte  der  Mathematik  ist,  sieht  man  auf  den  ersten 
Blick.  Der  Begriff  latitudo  formarum  ist  offenbar  ein  sehr  wesentlicher  Vor- 
läufer der  Geometrie  des  Descartes.  Dieser  Begriff,  dessen  Dasein  allen 
Geschichtsschreibern  der  Mathematik  entgangen  zu  sein  scheint,  obwohl  er 
ganz  allgemein  in  Anwendung  gewesen  sein  muss,  erstreckt  sich  nachweis- 
bar bis  in  den  Anfang  des  XVI.  Jahrhunderts  und  wahrscheinlich  noch 
weiter,  so  dass  er  geradezu  unmittelbar  an  Descartes  und  seinen  Vor- 
ganger  heranreicht.  Auch  die  Bemerkung  Keplers,  dass  der  Zuwachs 
einer  Variablen  z.  B.  der  Ordinate  einer  Ourve  in  der  unmittelbaren  Nähe 
eines  Maximums  oder  Minimums  gleich  Null  ist*),  finden  wir  in  den  Bemer- 
kungen zu  dem  letzten  Lehrsatz  29.  des  O res  me  ausgesprochen,  hier  so- 
gar in  ganz  allgemeiner  Form,  da  der  Begriff  von  Forma  jede  Art  verän- 
derlicher Grösse  bedeuten  kann.  Auch  die  Bemerkung  dürfte  noch  hervor- 
zuheben sein , dass , wenn  man  für  zwei  beliebige  Formen  derselben  Art 
die  entsprechenden  Figuren  gefunden  hat,  man  für  die  Formen,  sobald  cs 
nur  auf  das  Verhältniss  ankommt,  diese  Figuren  substituieren  kann  (7.  Be- 
merkung zu  Satz  29.),  sowie  die  Erklärung  dahin,  dass  obwohl  nur  eine 
bestimmte  Anzahl  von  Ordinaten  in  den  Figuren  gezeichnet  werden,  doch 
jedem  Puncte  der  longiiudo  eine  bestimmte  Ordinate  zukommt,  dass  also 
die  Veränderung  der  Latitudo  eine  stetige  i.st,  eine  wesentliche  Eigenschaft 
der  Descartschen  Betrachtungen. 

Oresme  hat  es  also  verdient  in  der  Geschichte  der  Mathematik  mit 
grösserem  Nachdrucke  genannt  zu  werden,  als  ihm  dies  bis  jetzt  zu  Theil 
geworden.  Jedenfalls  sind  die  beiden  Abhandlungen,  durch  deren  glück- 
liche Vereinigung  in  unsrem  Codex  es  mir  möglich  geworden,  den  obigen 
Nachweis  zu  führen,  von  gleichem  wenn  nicht  grösserem  wissenschaftlichen 
Werthe  als  die  beiden  dem  Bradwardin  eigenthümlichen  Theile  seiner 
Geomelria  speculatiua. 


§ 15. 

lieber  die  Handschrift  R.  Fol.  23  derselben  Bibliothek  und  Schluss- 

beinerkungeii. 

Ausser  der  im  Vorhergehenden  genau  analysierten  Handschrift  besitzt 
unsre  Bibliothek  augenblicklich  noch  ein  Mauuscript  wenigstens  zum  Theil 

♦)  Chasles,  Aper(,*u.  .'i.l  der  deutschen  llehcrsetzunff. 

Ztilschrift  r.  Mallicinalik  n.  IMiysik.  (Su)>|>lcin.) 
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mathematischen  Inhalts,  dasselbe  ist  in  klein  Folio  auf  Pergament  und  um- 
fasst 22  Blatt  ohne  jede  Bezeichnung.  P^s  stammt  aus  dem  zweiten  Jahr- 
zehnt des  14.  Jahrhunderts. 

Blatt  1*'‘  enthält  eine  Darstellung  des  decadischen  Zahlensystems  auf 
dem  Abacus  ohne  Anwendung  der  Null.  Ich  la.sse  dasselbe  in  verkleiner- 
tem ManssstaV)  nebenbei  abdrucken. 
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Blatt  1'’  Pronosticaciones  super  .xjj  .sifjnu  ccli  in  corpore  humano  für  jedct» 
Zeichen  drei  Pronosticationen.  Auf  ihm  findet  man  auch  die  Bemerkung 
. 1304  .epacte . 20.  Die  folgenden  Blätter  2“ — 7*'  umfassen  dann  ein  Calenda- 
rium  für  das  Jahr  1328.  Dasselbe  enthält:  1.  die  Tage  des  Monats; 
2.  Quatuor  cicli  premacionis  lune ; 3.  die  goldne  Zahl;  4.  die  Wochen- 
buchstaben; 5.  die  Tageslänge;  0.  die  Sonnenhöhe.  Ausserdem 
ist  eine  Rubrik  für  den  lateinischen  Kalender  vorhanden  und  eine 
für  die  Feste.  Am  Fusse  jeder  Seite,  mit  Ausnahme  der  ersten,  findet 
sich  noch  eine  Pronostication  für  den  Monat.  Auf  einem  eingelegten  Blatt 
Papier  liest  man  die  Bemerkung:  Deesl  in  hoc  martyrologio.  s.  Calendario 
fcslum  Visitationis  Mariae  d.  2.  Jul.  quod  insiitulum  esl  u.  13S9.  ab  Vrbano  Fi, 
confirmatum  posiea  a Bonifacio  IX  Vrbani  successore  et  in  concilio  Basil.^  von 
moderner  Hand,  wahrscheinlich  dem  letzten  Jahrhundert  angehörig. 

Der  Rest  der  Handschrift  endlich  enthält  eine  thedtogia  dogmatica  in 
80  Capiteln  von  der  nämlichen  Hand  geschrieben,  als  der  erste  Theil  des 
Codex. 

In  frühem  Zeiten  bis  1724  war  unsre  Bibliothek,  die  1594  gegründet 
ist,  sehr  reich  an  mathematischen  Manuscripten.  Nach  dem  grossen  Blut- 
bade in  Thorn  im  Jahre  1724,  bei  welchem  auch  das  Gymnasium  aus 
seiner  Localität  vertrieben  wurde,  sind  die  meisten  dieser  Manuscripte,  wie 
lässt  sich  nicht  nachweisen,  abhanden  gekommen,  und  nur  die  beiden  oben 
beschriebenen  sind  gerettet  worden.  Da  es  jedoch  für  literarische  Zwecke 
vielleicht  von  Werth  ist,  so  gebe  ich  hier  ein  Verzeichniss  der  mathemati- 
schen Manuscripte,  die  1724  noch  vorhanden  waren,  aus  der  Xotilia  Biblio- 
thecae  GymnasH  Thorunensis  von  Petrus  Jaenichius,  die  1724  in  Jena 
erschienen  ist. 

Diese  sind*):  II.  Liber  Phy  sic  us\  III.  Diulectica  et  physica : V.  Glossa 
Äristotelis  librum  physicum  de  anima  et  coelo  scripta  a Tilemanno;  XIX. 
Elementa  Euclidis  cum  commentur.  Campani,  continens  790  Conclusiones  fini- 
tas  an.  1354  in  17  fer.  natitiuit.;  adiungitur  Arsaniches**)  de  mensura  Circu- 
li' XXI.  Be  concordiu  Astronomiae  et  Theologiae  Fr.  Petri  AUiaco  Cardinal. 
scr.  1414.  Eiusdem  ealeuiatio  de  aetatibus  mtindi  ante  Christum  etc.,  Eiusdem 
declurutio  frgurarum  coeli  seu  facicrum  dierum  revolut.  Calculatio  X figurarum 
et  significatio.  Elucidurius  Astronomiae  de  Natiuitate  JEsu  Christi.  Tractatus 
de  Concordia  discordantium  Astronomorum  super  signi/icationibus  triplicitatum 
signorum  Zodiuci;  XXII.  Liber  mathematicus ; XXIII.  Euclidis  problematu  cum 
explicatione  (Jetzt  R.  4*i  2) ; XXIV.  Arithmetica ; XXV.  Jo.  Aegidii  Historia 
Naturalis;  XXVIII.  ln  lib.  .iristotelis  Phys.  de  Coelo  et  mundo;  XXIX.  Liber 
de  metallis  et  lapidibus;  XXX.  Liber  physicus : XXXI.  Liber  physicus',  XXXV. 


*)  Dio  Nutniuerii  sind  die  dos  Jänicheusulieu  Katalogs. 

♦♦)  D.  I.  Arcliimedos. 
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Qtiaesliones  physicae ; XXXVI.  Liber  physicus:  CV.  Canones  tabularum  apo- 
thecarii,  mathematici  et  asiroloyici  Hist,  de  S.  Jodaco.  — Zu  bedauern  ist  es 
jedenfalls,  dass  von  diesen  16  Manuscripten  nur  ein  einziges  erhalten  ist. 
Nach  den  Bemerkungen  des  Jaenichon  zu  dem  Manusepript  XXI.  von 
Petrus  de  Alliaco,  scheint  dasselbe  die  Originalhandschrift  die- 
ses berühmten  Mannes,  nachmaligen  Cardinais  und  Erzbischofs  von 
Cambrai  enthalten  zu  haben. 


Nachschrift. 

Bei  der  Besprechung  des  über  Lrium  fralriim  habe  ich  oben  gesagt,  dass 
ich  auf  eine  Anfrage  an  Herrn  Prof.  Kinkelin  in  Basel  wegen  der  dort 
befindlichen  Handschrift  dieses  Werkes  keine  Antwort  erhalten  hätte.  Ich 
wandte  mich  seitdem  auf  andern  Wege  an  die  öffentliche  Bibliothek  in  Basel 
und  erhielt  am  19.  Juli  d.  J.  durch  Herrn  Prof.  Vischer,  Bibliothekar  ge- 
nannter Bibliothek,  vorläufig  mit  einem  freundlichen  Briefe  des  Herrn  Prof. 
Kinkelin,  d.  d.  17.  Januar  1868,  der  eine  Beschreibung  der  Handschrift 
enthält,  eine  Abschrift  des  Uber  lrium  fratrum^  die  ebenderselbe  sich  zu  sei- 
nem Privatgebrauch  angefertigt  hat.  Indem  ich  für  diese  Zusendungen  hier- 
mit öffentlich  meinen  Dank  abstatte,  bedauere  ich,  dass  ich  durch  das  un- 
angenehme Zusanimcntreft'cn  von  Umständen  zu  der  oben  erwähnten  Be- 
merkung gekommen  bin. 

Ich  entnehme  dem  besagten  Manutcripte  noch,  dass  unser  Uber  lrium 
fralrum  nur  die  sechs  ersten  Sätze  des  im  Ganzen  19  Sätze  umfassenden 
Werkes  enthält  und  bis  auf  die  Einleitung  fast  wörtlich  gleichlautend  mit 
der  Basler  Handschrift.  Auch  möchte  ich  noch  bemerken,  dass  in  dem  Co- 
dex, der  das  Uber  lrium  fralrum  enthält,  diKsliber  caraslonis  und  wahrschein- 
lich anch  der  Algorismus  proporlionitm  sich  vorfinden.  Auch  die  Abhandlung 
Thabil  ben  Corra's,  de  figiira  seclore^  die  von  Steinschneider  fälschlich 
mit  der  gleichnamigen  Abhandlung  des  Camp  an  us  identificiert  wird,  findet 
sich  in  dem  Basler  Codex.  (F.  II,  33.) 

Weitere  Mittheilungen  über  dieses  Manuscript,  das  mir  auf  einige  Mo- 
nate zur  Disposition  stehen  wird , behalte  ich  mir  von 

Thorn,  d.  25.  Juli  1868.  Curtze. 
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A 11  li  a n g. 

Einige  Stellen  aus  dem  Algorismus  Proportionum  Magistri 
Nicolay  Orem  nach  der  Lesart  der  Handschrift  K.  4"  2 
der  Königlichen  Gymnasialbibliothek  zu  Thorn. 


1.  Die  Einleitung:  Seite  82,  Zeile  5 — 21. 


VNa  inedia  debet  sic  scribi 


- [;] 


vna  tertia  sic 


et  due  tertie  sic 


et  sic  de  alijs  . et  numerus  qui  supra  uirgulain  dicitur  mnnerator  iste  i 

ucro  qui  est  sub  uirgula  dicitur  denomiiiator  C Proportio  diipla  sci  ibitur  j isto 
modo  2*?  et  tripla  isto  modo  3’?  et  sic  de  alijs.  Projiortio  sesquialteia  sic 

ibitiir  I ct  sesquitertia  sic  Pioportio  suporpartiens  duas 


scri 


[p  2 

. j Jboportio  dupla  suporpartiens  duas  <|uartas  scri- 


bitur  sic 


et  sic  de  alijs.  | Medietas  duple  scribitur  sic 


pars  duple  scsquialtere  scribitur  sic 


[|jä' 


quarta 


et  sic  de  alijs.  Et  quecun- 


que  proportio  rationalis  scribitur  jier  suos  terminos  sev  j numeros  minimos 
sicud  dicetur  proportio . 13  .ad . 0 . que  uocatur  suporpartiens  quatuor  nonas.  | 


Similitor  proportio  irrationalis  sicud  medietas  suporpartiens  . 3 . scribitur 
sic.  Medietas  proportionis  I . 5 . ad  . 3®  . et  ita  de  alijs.  C Omnis  proportio 
irrationalis  de  qua  nunc  est  mentio  (?)  | denominatur  a proportione  rationali 
taliter  quod  dicitur  pars  eius  aut  partes  sicud  dicendo  medietas  duple  ] aut 
tertia  pars  triple  uel  due  tertie  quadruple  vnum  patet  quod  in  denomina- 
tionis  [loco]  talis  proportionis  irrationalis  | sunt  tria  scilicet  numerator  deno- 
minator  et  proportio  rationalis  a qua  denominatur  cuius  ista  | irrationalis  dici- 
tur pars  aut  partes  sicud  cum  dicitur  una  medietas  duple  vnitas  est  numera- 
tor uel  loco  numeratoris  . 2 . est  denominator  et  proportio  dupla  est  ista 
a qua  ista  denominatur  et  | ita  potest  patere  faciliter  de  alijs  C. 


II.  Regel  4:  Seite  88,  Zeile  9—42. 

€ Benominatorem  proportionis  irrationalis  proprissime  assignare.  Pro 
isto  sciendum  est  I quod  proportio  rationalis  dicitur  primaria  que  non  potest 
diuidi  in  proportioncs  rationales  cquales  Et  est  | illa  intcr  cuius  numeros 
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ininiinus  iiullus  est uiimerusmedius  proportionalis  sev numeri  < medij  proportio- 
nales sicud  est  dupla  aut tripla  aut sesquialtera.  Scd  ista  uocatur  secundaria  quc 
potest  I sic  diuidi  etinter  cuius  numeros  est  numerus  uel  numeri  medij  propor- 
tionales idestin  medio  loco  | proportionales  sicud  suntquadruplaquediuiditur 
in  duas  duplas  et  octupla  in  tres  duplas.  Similiter  | nonupla  in  duas  triplas 
et  sic  de  alijs  C.  Proposita  itaque  proportione  irrational!  qualibet.  Si  deno- 
minentur  | partes  tune  per  rcgulam  precedentem  fiat  quod  uocetur  pars  quo 
posito  uideatur  si  | proportio  rationalis  a qua  deuomiuatur  sit  primaria.  Et 
si  sic  tune  standum  est  quia  proportio  | irrationalis  de  qua  est  sermo  est 
competentissime  nomiuata  sicud  dicendo  vna  tertia  | sextuple  uel  una  tertia 
duple  et  sic  de  alijs.  Si  uero  proportio  rationalis  a qua  denominatur  sit 
secundaria  | uideatur  quot  habet  proportiones  rationales  primarias  que  sunt 
eins  partes  equales.  Et  si  numerus  j quotiens  istarum  partium  et  denomi- 
nator  proportionis  irrationalis  proposite  sunt  incommnnicantes  standum  | est 
in  tali  denominatione.  Sicud  si  dicatur  vna  medietas  octuple  talis  denomi- 
natio  estpropria.  | quiaoctupla  habet  tres  partes  equales  rationales scilicettres 
duplas  et  duo  est  denominator  [ proportionis  irrationalis  proposite  . modo 
. 3 . et . 2 . sunt  numeri  incommunicantes  ideo  medietas  octuple  | non  est  pars 
alterius  proportionis  rationalis  minoris  quam  octupla  quamuis  bene  partes 

sit  quia  medietas  | octuple  est 


3 . p 


4 • 4 


sed  talis  denominatio  non  esset  pro- 

pria,  Si  autem  numerus  minor  | primarum  partium  talis  proportionis  ratio- 
nalis sccundarie  a qua  denominatur  proportio  irrationalis  et  denominator  ] 
illius  proportionis  irrationalis  que  est  pars  ipsius  sint  numeri  communican- 
tes  tune  accipitur  | maximus  numerus  in  quo  coinmuuicant  et  per  ipsum  diui- 
dendus  est  vterque  illorum  et  diui|dendo  numerum  partium  proportionis 
secundarie  prouenit  numerus  proportionum  partialium  ex  quibus  | componi- 
tur  proportio  rationalis  a qua  denominatur  proportio  proprissime  proposita. 
Diuidendo  uero  denominatorem  | proportionis  per  eundem  maximum  nuine- 
rum  prins  habitum  uenit  denominator  proportionis  irrationalis  | proprissimus 


tune 


et  quesitus.  Verbi  gratia.  Proponatur  proportio  que  uocetur 

agendo  per  tertiam  regulam  patet  quod  ipsa  est  vna  quarta  proportionis 
641®  Sed  quia  . 641“  | componitur  ex  . 6 . duplis  et  . 6 . qui  est  numerus  par 
tium  primariarum  istius  . 641®  et  j . 4 . qui  est  denominator  proportionis  pro 
posite  sunt  communicantes  in  . 2 . ergo  diuidendo  | . 6 . per  . 2 . exiet  . 3 
igitur  proportio  proposita  est  pars  trium  duplarum  sev  pars  octuple.  Simi 
liter  dijuidendo  . 4 . per  . 2 . venit  . 2 . igitur  proportio  proposita  est  vna 
medietas  . patet  ergo  | ex  hac  regula  quod  proportio  proposita  est  vna  me- 
dietas octuple  et  scribitur  sic  I denominatio  com- 

petentior.  Eodem  modo  vna  duodecima  quatuor  triplanim  j sev  811*  est 
vna  tertia  triple  et  similiter  vna  quarta  sex  triplarum  est . ^ . tiium  triplarum 
sev  271®  etc. 
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III.  Regel  7-9;  Seite  84,  Zelle  2«  - Seite  85,  Zeile  2«. 

€ In  additione  irrationalis  ad  irrationalem  et  snbtraxione  irrationale 
ab  irrationali  | sunt  regale  generales  pro  quibuslibet  quantitatibas. : — Sit 
itaque.  pars  nota  | rei  note  addenda  parti  note  rei  note  uel  denicnda.  Verbi 
gratis.  Sit  I . c . pars  rei  . a . et  . d . sit  pars  rei  . b , et  quod  . c . denoini- 
netur  numero  . e . et  . d . numero  . f . | Ducam  igitur  . a . in  . f . idem  con- 
tinuabo  totidem  . a . quotns  est  | numerus  . f.  et  exibit  . g . Siiniliter  ducam 
. b . in  . e . et  iienit  . b . erit  ergo  . c , pars  ipsius  ( . g . secnndum  nume- 
rum  qui  fit  ex  ductu  . e . in  . f . et  secundum  eundum  mimerum  erit  . d . pars 
ipsius  I . li  . igitur  sicud  . c . ad  . g . ita  d . ad  . h.  C Addendo  igitur  sequi- 
tur  quod  sicud  . c . ad  . g . | et  etiam  . d . ad  . li  . ita  aggregatum  ex’ . c . et 
. d . ad  aggregatum  ex  . g . et . h . ergo  additum  | uel  aggregatum  . c . d . est 
pars  aggregati  . g . b . secundum  mimerum  qui  fit  ex  ductu  | . e . in  . f . 
C Subtrahendo  uero  sequitur  Quod  si . g . exlrahatur  ex  . h . aut  e contrario  |j| 
et  . c . ex . d . aut  e contrario  residuum  erit  residui  tota  pars  quota  pars  . c , 
erat  | ipsius  . g . [aut  quota  pars  . c . erat  ipsius  . g .]  aut  quota  pars  erat  . 
d. ipsius  I . h.  et  boc  est  secundum  numerum  qui  fit  ex. e. in  . f.  [Exemplum 
in  ndditione].  Verbi  gratis  in  additione  proportionuni  ( irrationalium.  Et  sit 
medietas  duple  addenda  cum  tertia  parte  triple  proportionis  . continuabo  ( 
ex  vna  parte  tres  duplas  ut  docet  prima  regula  et  boc  facio  quia  alia  pro- 
portio  denominatur  | a ternario  et  dicitur  tertia  pars  et  ex  altera  parte 
ibidem  et  per  idem  continuabo  duas  | triplas  et  multiplicabo  denominationes 
partium  vnum  per  alterum  sev  . 2 . per  . 3 . et  uenit  . 6 . | igitur  medietas 
duple  est  sexta  pars  trium  duplarum.  Et  similiter  tertia  pars  triple  est  sexta 
pars  I duariim  triplarum  ergo  aggregatum  ex  medietate  duple  et  tertia  parte 
triple  est  sexta  pars]  aggregati  ex  tribusduplis  et  duobus  triplis.  Etperprimam 
regulam  patet  quod  tale  aggi'egatum  | est  proportio  . 721*  scilicet.72  .ad.l  . 
igitur  addendo  medictatem  duple  proportionis  et  tertiam  partem  | triple 
.venit  sexta  pars  proportionis.  721®  C [Exemplum  in  subtraxione],  Verbi  gra- 
tis in  subtraxione  proportionum  irrationalium.  | Subtrahatur  medietas  duple 
proportionis  a tertia  parte  triple.  Primo  igitur  subtrahatur  ag|gregatum  ex 
tribus  duplis  ab  aggregato  ex  duobus  triplis  per  secundam  regulam  et  re- 
manet  | sesquioctaua  igitur  subtrahendo  sextam  partem  a sexta  parte  scilicet 
medietatem  duple  atertia  parte  | triple  reinanet  sexta  pars  sesquioctave.  Nam 
medietas  duple  est  sexta  pars  trium  | duplarum  et  tertia  pars  triple  est  sexta 
pars  duamm  triplarum  igitur  subtrahendo  sextam  a sexta  | residui  quod  re- 
manet  subtrahendo  totam  a toto.  Et  boc  est  facile  demonstrare  | C Si  autem 
partes habenteandemdenominationem.  Tune  preterj  regulam  generalem  propo- 
sitam  potest  dari  facilior  regula  specialis  ista.  Quid  si  tertia  pars  .a.  | addatur 
tertia  parti  . b . exibit  tertia  pars  illius.quod  fieret  ex  additione  . a . ad  . b . 
Similiter  si  tertia  pars  . a . subtrahatur  a tertia  parte  . b . remanebit  tertia 
pars  residui  | quod  restat  per  subtraxionem  . a . de  . b.  Vt  si  dupla  addatur 
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triple  vcnit  sextupla  | ergo  si  medietas  duple  addatnr  medietate  triple  veuit 
inedietas  sextuple.  Similiter  | si  dupla  subtrahatur  a tripla  remanet  sesqui 
altera  ergo  Si  tertia  duple  subtrahatur  | a tertia  triple  remanet  tertia  pars 
sesquialtero  et  ita  de  alijs.  Additio  autein  | probat  subtraxionem  et  e con- 
trario sicud  in  alijs.  C. 

IV.  Die  Regel  des  zweiten  Trnctates:  Seite  87,  Zeile  28  — Seite  88,  Zeile  12. 

C Adhuc  occurrit  aiia  difücultas  uel  utilitas  et  alius  modus  operaii|di 
sed  vna  regula  primitus  est  poiienda  et  cst  ista.  Si  duarum  remm  fnerit  pro- 
portio  dajta  proportionem  quamlibet  sibi  multiplicem  assignare.  Sit . a . 
inaius  et  . b . | minus  et  corum  proportio  data  sit  . c . sitque  . d . multiplex 
ad  . a . secundum  numerum  . e . | sit  etiam  . f . multiplex  ad  . b . secuudum 
ntimerum  . g . et  proportio  iuter  . g . et  . e . sit  . h . Si  igitur  | numeri  . e . 
et  , g . sunt  equales  manifestum  est  quod  proportio  . d . ad  . f . est  sicud 
proportio  . a . | ad  . b . que  est  data.  Si  autem  . e . cst  maior  quam  . g . 
tune  simul  addende  | sunt  due  proportiones  . c . et  . h . et  proportio  ex  eis 
confecta  est  proportio  . d . ad  . f . quesita.  Verbi  gratia  | Sit  . c . sesqaial- 
lera  et  . h . sesquitertia  et  quod  . e . sit  . 4 , et  . g . 3.  tune  patet  quod  . 4 . | 
a . excedunt  . 3 . a . in  sesquitertia.  Et  . 3 . a . excedunt . 3 . b . in  sesqui- 
nltera  | igitur  . 4 . a . excedunt  . 3 . b . in  proportiono  composita  ex  sesqni- 
ultera  et  sesquitertia  sev  in  ] dupla  igitur  . d . excedit  . f . in  ista  propor- 
tione.  Si  uero  e contrario  . g . fiierit  maior  quam  . e . j tune  igitur  uel  . h . 
et  . c . proportiones  sunt  equales  et  ergo  . d . et  . f . sunt  equalia  quoniam  j 
si  . a . cst  sesquialterum  ad  . b . tune  tria  . c . sunt  equalia  duobus  . a.  Sed 
si  III  proportiones  . c . et  . h . sunt  inequales  et  sicud  prius  . g . sit  maior 
numerus  quam  . e . tune  de  | istis  proportionibus  subtrahenda  est  ininor  a 
niaiorc  secundum  regulas  superius  positas  | Et  proportio  residua  est  propor- 
tio . d . ad  . f.  Et  si  . e . est  maior  quam  . g . tune  . d . est  maius  | quam 
. f . Et  si  e contrario  tune  e contrario.  Verbi  gratia.  Si.  c , est  proportio  ses- 
quialtera  et . h . sesquitertia  | tune  tria  . a . faciunt  magis  quam  . 4 . b . quod 
patet  quia  . 3 . a . ad  . 3 . b . sunt  in  | proportione  sesquialtcra  Sed  . 4 . b . 
ad  . 3 .1)  . est  proportio  sesquitertia  ergo  tria  . a . sunt  magis  | quam  . 4 . b . 
per  proportionem  in  qua  sesquialtera  excedit  sesquitertiam  scilicet  per  ses- 
quioctavam  [ ergo  proportio  .d.ad.f  . cst  sesquioctaua.  Eodem  modo  agen- 
dum  est  si  fuerit  e contrario  | scilicet  si  . h . sit  maior  quam  . c . ut  si  . h . sit 
sesquialtera  et . c . sesquitertia  sed  tune  j euenit  c contrario  scilicet  quod.f. 
erit  maius  quam  . d . in  proportione  se.s(|uioctaua  autem  prius  . d . erat 
sicud  I . 9 . et  . f . 8 . nunc  autem  . f . est  nouem  et  . d . 8 . et  similiter 
agendum  est  de  ]>ruportionibus  ( irrationalibus. 
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Die  Tonleiter  und  ihre  Berechnung. 

Von 

Gi’stav  SrniTHHiN(}, 

in  Mall)?  a S. 

Tlieilweise  schon  veröffentlicht  in  der  Zeitschrift  für  die  gesaminten 
Natur wissenschiiften  Bd.  XXVII.  S.  485 — 5n.‘l. 


Hierzu  eine  Tjifel  mit  8 Figuren. 

• 

Die  im  ersten  Theile  der  „Akustik“  von  Chladni  gegebene  Dar- 
stellung der  Lehre  von  den  musikalischen  Intervallen  und  der  Tonleiter 
wird  noch  heute  von  den  meisten  Physikern  als  mustergültig  betrachtet 
und  in  den  Lehrbüchern  der  Physik  ziemlich  unverändert  vorgetragen ; 
man  schliesst  sich  also  auch  fast  überall  der  Behauptung  an,  dass 
die  musikalische  'remperatur  eine,  absolute  Nothwendigkeit  sei. 
Chladni  sagt  nämlich  (Akustik  S,  38 — 40),  die  Abänderung  der 
arithmetischen  „Rcinigkeit“  der  Intervalle  auf  den  Clavieren  und  andern 
Instrumenten  mit  festen  Tönen  geschehe  nicht  diesen  Instrumenten  zu 
Gefallen,  sondern  cs  könnten  die  reinen  Intervalle  in  der  Musik  über- 
haupt gar  nicht  angewendet  werden,  selbst  wenn  man  auf  allen 
Instrumenten  die  Intervalle  ganz  rein  hervorbringen  könnte.  "Wenn 
man  nämlich  eine  Tonfolge  (Melodie)  ausführen  will,  so  hat  man  die 
Wahl  zwischen  folgenden  zwei  Möglichkeiten:  Entweder  man  führt  die- 
selbe so  aus,  dass  jeder  Schritt  einem  der  bekannten  Intervalle  genau 
gleich  ist  — und  dann  behalten  die  Töne  nicht  das  richtige  Verhältniss 
zum  Grundtonc;  oder  man  bringt  alle  Töne  ins  richtige  Verhältniss  zum 
Grundtone  — und  dann  stehen  sie  untereinander  nicht  im  richtigen 
Verhältnisse.  Will  man  z.  B.  die  Tonfolge: 

c — f — d — g — • c 
ausführen , so  kann  man  entweder  die  Intervalle  derselben , nämlich : 

Quarte;  kl.  Terz  Quarte  Quinte 

(anfst.)  (abst.)  (aufst.)  (abst.) 

sämmtlich  richtig  machen,  oder  man  kann  die  einzelnen  Töne  so  be- 
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stimmen,  dass  sie  alle,  jsum  Grundton  das  richtige  Verhaltniss  haben. 

Im  ersten  Falle  erhält  man  folgende  Schwingungszahlen : 

1 . A.  J . 5 — to  . 10.4  — 40.  i = '54,'-  • 

J 3 t 5 1 3 3 2Ti  t7  tl  sl  » 

der  Ton  c hat  also  am  Schluss  der  Tonfolge  die  Schwingungszahl 
während  er  am  Anfänge  die  Zahl  1 hatte,  mithin  ist  er  um  ein  kleines 
Intervall,  das  sogenannte  syntonische  Komma,  tiefer  geworden. 

Giebt  man  aber  zweitens  allen  Tönen  das  richtige  Verhältniss  zum 
Grnndtone,  so  kann  man  ihnen  entweder  folgende  Schwingungszahlen 
beilegen ; 

I;  ä:  V;  i; 

oder  auch : 


1 . I . 0 . 3 . 1 

* 1 Tf  ’ s ’ 2 ’ ‘ • 

Bei  der  ersten  Art  der  Ausführung  ist  das  d etwas  tiefer  und  die 
Quart  d — g hat  das  Intervall  | 

ein  ,,  syntonisches  Komma“  zu  gross;  — bei  der  zweiten  Ausführungs- 
art aber  ist  das  d etwas  höher  und  die  kleine  Terz  d — f hat  das  In- 
tervall i ^ ^ «io  ist  also  um  ein  syntonisches  Komma 

zu  klein, 

Chladni  ist  nun  der  Meinung,  dass  in  einer  Melodie  weder  Aen- 
derungen  der  Tonhöhe  des  Grnndtones  noch  solche  falschen  Intervalle 
voi kommen  dürften,  er  hält  es  daher  für  nothwendig,  dass  zur  Erhaltung 
eines  brauchbaren  Tonsystemes  jedes  Intervall  etwas  von  der  genauen 
Stimmung  abweichen  müsste,  und  zwar  empfiehlt  er  die  sogenannte 
12stufige  gl  ei  ch sch  w e b e n d e Temperatur  als  das  beste  Ton- 
system auch  für  diö  Instrumente,  auf  denen,  wie  bei  den  Geigen,  die 
Tonhöhe  ganz  beliebig  bestimmt  werden  kann.  — Dieser  Deduction 
haben  sich  bis  jetzt  die  meisten  Physiker  angeschlossen  und  eie  sind 
daher  mit  Chladni  der  Meinung,  dass  die  Temperatur  der  musikali- 
schen Intervalle  nicht  zu  vermeiden  sei. 


Durch  die  gleichschwehende  'rernperatur  wird  nun  leider  nur  die 
Forderung  erfüllt,  dass  die  'J’onhöhe  des  Grundtones  constant  bleibt, 
aber  die  einzelnen  Töne  haben  weder  mit  dem  Grundtone  noch  unter 
sich  richtige  Verhältnisse,  so  dass  die  Accorde  durch  die  gleiclisch we- 
bende Temperatur  wesentlich  in  ihrem  Wolklange  beeinträchtigt  werden. 
Die  gleichschwehende  'J’emperatur  ist  also  ein  schlechter  Ausweg  aus 
dem  ohigen  Dilemma  und  man  hat  sie  auch  nur  darum  eingeführt  und 
beibehalten,  weil  man  sie  für  ein  noth  wendiges  Uebel  hielt.  Dass 
sic  diess  nun  in  der  That  nicht  ist,  hat  Helmholtz  in  seiner  „Lehre 
von  den  To  n e.  m p fi  n d un  ge  n “ nachgewiesen,  lielmholtz  verlangt 
nämlich  iin  Anschluss  an  die  Hauptman  n’sche  ,, Theorie  der  Har- 
monik und  ^Metrik“,  dass  alle  'röne  einer  'ronleiter  zum  Gruudtone 
die  durch  die  bekannten  Schwingungszuhlen  festbestimmten  Verhältnisse 
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haben ; dabei  werden  natürlich  einige  Intervalle  zwischen  Tönen  der 
Tonleiter  nicht  die  einfachen  Verhältnisse  erhalten,  aber  das  ist  auch 
nach  der  Haiiptinann’schen  Theorie  gar  nicht  nöthig  — es  müssen 
sogar  nach  dieser  Theorie  in  jeder  Tonleiter  einige  Terzen  und  Quin- 
ten u.  8,  w.  fälsch,  also  dissonant  sein.  In  C-Dur  müssen  z.  B.  die 
Quinte  d — a und  die  kl.  Terz  d — f um  ein  Komma  kleiner  sein,  als 
die  consonanten  Intervalle  c — g und  e — g;  die  obige  Tonfolge,  die 
sich  offenbar  in  C-lTur  bewegt,  muss  also  nach  Hauptmanu  und 
Ilelmholtz  in  der  zuletzt  angegebenen  Weise  ausgeführt  werden.  Da 
aber  in  andern  Tonarten,  z.  B.  in  d-Moll  die  kleine  Terz  d — f con- 
sonant  sein  muss,  so  muss  Ilelmholtz  bei  der  praktischen  Ausführung 
der  Haupt mann’schen  Theorie  mehrere  Töne  mit  dem  Namen  f unter- 
scheiden, nämlich  den  von  Hauptmanu  als  f bezeichneten  Ton  mit 
der  Schwingungszahl  , und  die  als  F bezeichnete  reine  Quarte 
ln  gleicher  Weise  muss  man  auch  bei  den  andern  Stufen  der  Tonleiter 
zwei  und  mehr  Töne  gleiches  Namens  unterscheiden. 

Durch  consequente  Durchführung  des  Hauptmann’schen  Principes 
gelangt  nun  Ilelmholtz  zu  einem  sehr  reichhaltigen  Tonsystem,  dessen 
Töne  er  zwar  genau  bestimmt,  deren  Schwingungszahlen  er  aber  nicht 
angegeben  hat.  Es  dürfte  daher  von  Interesse  sein,  diese  Zahlen 
kennen  zu  lernen  und  mit  den  Zahlen  der  von  Chladni  angegebenen 
Tonleiter  zu  vergleichen;  ich  habe  nun  dieselben  im  Folgenden  be- 
rechnet und  zur  besseren  Uebersicht  die  Logarithmen  derselben  hinzu- 
gefügt. 

Soll  nämlich  ein  Intervall  gefunden  werden,  welches  so  gross  ist 
als  zwei  Intervalle  zusammengenommen,  so  hat  man  deren  Schwiu- 
gungszahlen  mit  einander  zu  multipliciren;  soll  aber  das  Intervall 
gefunden  werden,  um  w-elches  zwei  gegebene  Intervalle  verschieden 
sind,  so  hat  man  den  einen  Bruch  durch  den  andern  zu  dividiren; 
diese  Multiplicationen  und  Divisionen,  die  mitunter  recht  un- 
bequem werden  können,  verwandeln  sich  bei  Anwendung  der  Loga- 
rithmen in  Additionen  und  Subtractionen.  Die  Logarithmen  er- 
leichtern also  die  Rechnung  und  die  Uebersicht  über  die  gefundenen 
Resultate,  zumal  wenn  man  die  von  Opelt  (,, allgemeine  ITieorie 
der  Musik“)  vorgeschlagene' graphische  Darstellung  der  Tonleiter 
zu  Hülfe  nimmt;  dieselbe  besteht  darin,  dass  man  auf  einer  Linie,  von 
einem  ihrer  Endpunkte  aus,  welcher  den  Grundton  (Sclnvingungs- 
zahl  = 1,  Logarithmus  — 0)  darstellt,  Strecken  abträgt,  die  den  Loga- 
rithmen der  einzelnen  Töne  proportional  sind. 

Die  Logarithmen  sind,  soviel  ich  weiss,  bei  der  Tonleiter  zuerst 
augew’andt  von  Marpurg  („historisch-kritische  Beiträge  zur  Musik“ 
V,  fi.),  später  hat  Opelt  zu  demselben  Zwecke  Logarithmen  mit  der 
Basis  2 (erhalten  durch  Division  der  gemeinen  Logarithmen  mit  0,ö0103) 
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verwendet  und  endlich  hat  Mach  in  der  „anschaulichen  Dar- 
stellung einiger  Lehren  der  musikalischen  Akustik“  (diese 
Zeitschrift  1865)  sich  desselben  Mittels  bedient  zur  Herstellung  eines 
Modells  für  die  Obertöne,  auf  welches  ich  später  noch  einmal  zurück- 
koinmen  werde. 

Ich  werde  nun  im  Folgenden  neben  den  Scbwingungszablen  der 
Töne  des  II elmh oltz’scben  Tonsystemes  die  Logarithmen  derselben 
für  die  Basis  2 angeben , — ich  will  aber  des  "bessern  Verständnisses 
wegen  zunächst  die  Principion  dieses  Systemes  auseinandersetzen  und 
beginne  dabei  mit  der  hlntwickelung  der  Dur-  und  Molltonleiter 
aus  dem  Dur-  und  Mollaccorde. 

Die  Schwinguugszahlen  der  Töne  des  Duraccordes  und  die  Lo- 
garithmen derselben  im  Logarithmensystem  2 sind  folgende: 


Töne 

i5chwin"mig.sz;dilen 

Loj^arithinen 

Grundton 

1 = 1,00 

0,00000 

gr.  Terz 

0,32103 

Quinte 

§ = 1,50 

0,58406 

Octave 

2 — 2,00 

1 ,00000 

gr.  Decime 

2 — -,.)U 

1,32103 

Duodecimc 

II 

1,58106 

2t e Octave 

4 ==  1,00 

2,tj0000 

U.  K.  W, 

Man  sicht,  dass  die  Logarithmen  aller  Octaven  des  Grundtones 
ganze  Zahlen  sind,  und  dass  die  Logarithmen  zweier  Töne,  welche  um 
eine  Octave  auseinander  liegen,  wie  z.  B.  Quinte  und  Duodecimc,  sich 
gerade  um  eine  Einheit  unterscheiden.  Da  cs  nun  bei  <lcr  Betrachtung 
der  Verhältnisse  einer  'J’onleiter  nur  auf  Töne  innerhalb  einer  Octave 
ankommt,  so  hat  Op  eit  die  vor  dem  Komma  stehende  Charakteristik 
der  Logarithmen  ganz  weggelassen  und  die  Decimalbruchstellcn  wie 
ganze  Zahlen  hingeschrieben;  bei  kleinern  Intervallen  hat  er  die  in  den 
ersten  Stellen  sich  ergebenden  Nullen  mit  verzeichnet.  Ich  werde  diess 
Verfahren  nachahmen,  werde  aber  nicht  wie  Op  eit  nur  ö Dccimalstellen 
anwenden,  sondern  5,  weil  sonst  gewisse  kleine  Unterschiede  nicht 
sichtbar  werden;  ich  multiplicire  also  alle  Logarithmen  mit  lOOO(K). 

Im  Molldreiklang  tritt  statt  der  grossen  Terz  die  kleine 
ein;  das  Intervall  der  letztem  ist  aber  schon  im  Duraccord  vorhanden, 
nämlich  als  Intervall  zwischen  der  grossen  Terz  und  der  Quinte;  es  ist 
also  der  Logarithmus  der  kleinen  Terz  = 58106  — 32103  = 26303. 
Demnach  ergiebt  sich  für  den  Mollaccord: 


Tune  .Schwingmijjszahlen  Lopnrithmen 


Grimdton  1 

kl.  Terz  I 

Quinte 


1,0  00000 

1,2  26303 

1,5  58406 
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In  Fig.  1.  sind  beide  Accordo  graphisch  dargestellt;  von  der  einen 
Seite  zeigt  die  Figur  den  Diiraccord,  von  der  andern  den  Mollaccord; 
— um  auch  die  zwei  Umlagerungen  jedes  der  beiden  Accorde  (die  so- 
genannten Sexten-  und  Quartsexten- Accorde)  zu  zeigen,  sind  beide 
Accorde  bis  zur  Duodecimo  fortgefiihrt.  Schneidet  man  diesen  Streifen 
aus,  so  kann  man  damit  eine  nach  demselben  Massstabc  (Octave  ==  100 
Millimeter)  gezeichnete  Tonleiter  untersuchen,  ob  sic  die  zur  Bildung 
der  Accorde  nöthigen  Töne  enthält.  Man  sieht  auch  an  dieser  Zeichnung 
ohne  weiteres,  wie  sich  die  grosse  und  kleine  Terz  zur  Quinte  er- 
gänzen, ferner  wie  die  Qfuinto  und  die  Quarte,  die  grosse  Terz  und 
die  kleine  Sexte,  ebenso  auch  die  kleine  Terz  und  die  grosse  Sexte 
zusammen  eine  Octave  aiismachen.  Wenn  dal^er  in  einer  Tonleiter  die 
Octaven,  Quinten  und  Terzen  richtig  sind,  so  sind  auch  die  Quarten 
und  Sexten  richtig;  man  braucht  also  dann  die  letztem  Intervalle  nicht 
noch  besonders  zu  untersuchen.  / 

Die  Durtonleitor  wird  nun  bekanntlich  gebildet  aus  drei  Dur- 
accorden,  nämlich  den  Accorden  des  Grundtoncs,  der  Quinte  und  der 
Unterquinte,  d.  h.  des  Tones  zu  dem  der  Grundton  die  Quinte  bildet. 
Der  erste  Accord  wird  gebildet  vom  Grundton,  der  grossen  Terz  und 
der  Quinte,  der  zweite  von  der  Quinte,  der  grossen  Septime  und  der 
None,  der  dritte  von  der  Quarte,  der  grossen  Sexte  und  der  Octave. 
Setzt  man  für  die  None  die  um  eine  Octave  tiefere  Sccunde,  so  erhält 
inan  für  die  Durtonleiter  folgende  Bestimmungen: 


Töne 


Schwingungsznlden  Logarithmen 


Grundton  1 = 1 00(X)0 

Secun^de  \ | • | = ]•  = 1,125  16993 

gr.  Terz  f = 1,25  32193 

Quarte  2 • j = | = 1,333  • • • 41504 

Quinte  ^ ~ 58496 

gr.  Sexte  2 • ^ • -^  = ^ = 1,666  • • • 73697 

gr.  Septime  ^ t = V“  1,875  90689 

Octave  2 = 2 100000. 


Die  graphische  Darstellung  dieser  Tonleiter  ist  in  Fig.  2*  gegeben 
und  zwar  mit  den  Noten  der  C-Durtonleiter;  die  drei  ^i’öne  c,  «,  ä, 
welche  in  den  drei  erwähnten  Accorden  die  Terzen  sind,  sind  nach  der 
llauptmann-Helmholtz'scheu  Bezeichnung  inif  kleinen  Buchstaben 
geschrieben,  während  die  im  Quintonverhältniss  zu  einander  stehenden 
Töne  F — C — G — D mit  grossen  Buchstaben  geschrieben  sind.  Setzt 
man  diese  Quintenreihe  fort,  so  kommt  man  zu  Tönen  E und  //  mit 
folgenden  Bestimmungen: 


Töne 

falsche  grosse  Sexte: 
,,  ,,  '1  ci  z . 

,,  ,,  Septime: 


A 


E 

II 


.Schwingung.szalilen  J^ogar  ithmen 

^ • I = U = I • H 75489 

" Bi  “ 33085 

= 92481 
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Man  sieht,  dass  die  durch  (Quinten  erhaltenen  Töne  alle  um 
höher  sind,  als  die  durch  grosse  Terzen  erhaltenen.  In  Logarithmen 
beträgt  dieser  Unterschied  01792.  Später  wird  sich  zeigen,  dass  diess 
nicht  nur  für  die  Töne  «,  e,  h und  A,  E,  II  gilt,  sondern  auch  von 
allen  andern  Tönen,  ln  Fig.  2**  ist  die  C-Dur-Tonleiter  mit  den  Tönen 
A,  K,  H , statt  n,  c,  h dargestellt,  also  in  der  Form  wie  sie  von  P y - 
th ago r as  angegeben  worden  ist.  Durch  Vergleichung  dieser  letztem 
Tonleiter  mit  Fig.  1.  erkennt  man,  dass  dieselbe  keinen  richtigen  Dur- 
accord  enthält. 

Da  im  Folgenden  die  grossen  und  kleinen  Buchstaben  zur  Unter- 
scheidung der  durch  Quinten  und  grosse  Terzen  gefundenen  Töne  be- 
nutzt werden,  so  gebraucht  man  zur  Unterscheidung  von  Tönen  ver- 
schiedener Octave  andere  Zeichen.  Wenn  eine  solche  Unterscheidung 
nöthig  werden  sollte,  so  wende  ich  obere  und  untere  Indices  an,  so 
dass  z.  B.  a die  höhere  Octave  von  a bedeutet,  E,  aber  die  tiefere 
Octave  zu  E. 

Für  die  Molltf)nleiter  geben  Haupt  mann  und  Helmholtz 
gleichmässig  die  Regel,  dass  sie  aus  den  Mollaccordeu  des  Grundtoiies 
und  der  Unterquinte,  und  dem  Duraccord  der  Quinte  zu  bilden  sei. 
Dass  die  beiden  Theoretiker  verschiedene  Gründe  dafür  haben,  dass 
nicht  auch  von  der  Quinte  der  Mollaccord  zu  nehmen  sei,  ist  bei  der 
Berechnung  der  Schwingungszahlen  gleichgültig. 

Wir  bezeichnen  nun  mit  Helmholtz  die  kleine  Terz  von  C durch 
es,  die  von  F durch  «s  u.  s.  w. ; dass  diese  Töne  nicht  mit  cs  und  ns 
identisch  sind,  werden  wir  später  sehen.  — Während  also  die  C-Dur- 
tonleiter  gebildet  wird  aus  den  Tönen  der  Accorde:  ^ 

F—n  — C';  C—c—G;  G—h  — I)'\ 
ergeben  sich  für  die  Bildung  der  C-Molltonleiter  die  Accorde : 

C—Vs—G:  G — h—I)\ 

Die  Molltonleitor  unterscheidet  sich  mithin  von  der  Duitonleiter  mir 
durch  die  kleine  Terz  und  kleine  Sexte;  es  muss  aber  bemerkt  werden, 
dass  häufig  (in  aufsteigender  Richtung)  auch  die  grosse  Sexte  («)  statt 
der  kleinen  {nl)  — und  dass  ferner  (in  absteigender  Richtung)  statt  der 
grossen  Septime  (/<)  die  kleine  (7>)  als  kleine  Terz  der  Quinte  eintritt. 
— Die  bei  der  Durtonleiter  noch  nicht  angegebenen  Intervalle  der  Moll- 
tonleiter sind  daher  folgende; 

Töne  Schwingungszahlon  Logarithmen 

kleine  Terz  es  ^ ==  1,2  26303 

kleine  Sexte  «s  f 67807 

kleine  Septime  'S  4 ‘ “ 5 ~ 84800 

Fig.  3*  zeigt  die  Molltonleiter  nach  den  oben  angegebenen  Be- 
stimmungen, die  kleine  Septime  und  grosse  Sexte  sind  als  Hülfstöue 
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nur  punktirt.  Wollte  man  aber  die  kleinen  Terzen  der  drei  Accorde 
nach  Pythagoras  durch  Quinten  bestimmen,  so  würde  man  die  in 
Fig.  iV'  angegebenen  Werthe  erhalten,  nämlich: 


Töne 

falsche  kleine  Septime  B 
,,  „ Terz  Es 

,,  Sexte  As 


Schwingungszahlen  Logarithmen 

i ■ I = ^ Ö‘^007 

V ’ i M 24511 

f ? • \ = V,"  = «0015 


Die  durch  kleine  Terzen  gefundenen  Töne  sind  also  um  das  In- 
tervall höher  als  die  gleichnamigen  durch  Quinten  gefundenen, 
während  die  durch  grosse  Terzen  um  dasselbe  Intervall  tiefer  waren, 
man  darf  dieselben  also  nicht  identificiren,  wie  es  Hai^ti^ann  thut. 


Nun  sind,  wie  man  leicht  übersieht,  nicht  nur  die  Töne; 

, As  ~ Es  — B — F — C — G — I)  - A — K — H ...  . 
untereinander  richtige  Quinten,  sondern  es  bilden  auch  die  Töne: 

. ...  a — c — ft  ...  . 

und  in  gleicher  Weise 

. . • . (iS  • €S  h • . . . 

Reihen  von  richtigen  Quinten. 


Ferner  sind  nicht  nur  die  Intervalle: 


. ...  F — a : C — e : G — h ...  . 
richtige  grosse  Terzen,  sondern  auch: 

. • • • as  — f ; es  — ' b — D ...  . 


Endlich  haben  wir  auch  zweierlei  kleine  Terzen,  nämlich  erstens: 

. ...  a — C" ; e — G '.  h — 1)'  ...  . 

und  zweitens: 

. ...  F — ^ ns : C — : (t  — h ...  . 

Wir  können  jetzt  von  den  Tönen,  die  mit  grossen  Buchstaben  ge- 
schrieben sind,  Dur-  und  Mo  11  accorde  construiren;  von  den  Tönen,  ^ 
die  mit  kleinen  Buchstabei/ geschrieben  sind,  aber  nur  Mo  11  accorde ; 
will  man  von  diesen  auch  Duraccorde  bilden,  so  braucht  man  daz.u  noch 
eine  vierte  Reihe  von  Tönen,  welche  untereinander  wieder  richtige 
Quinten  bilden  und  die  grossen  l’erzen  zu  den  kleineu  Buchstaben 
sind.  Ilelmholtz  bezeichnet  diese  Töne  durch  unterstrichene  grosse 
Buchstaben  : ^ ’ 

B^F-^r  — G,—  D-A  — E 

Man  kann  sich  leicht  davon  überzeugen,  dass  diese  Tönd  abermals 
um  das  Komma  tiefer  sind,  als  die  gleichnamigen  Töne  der  Reihe, 
die  mit  kleinen  Buchstaben  geschrieben  ist,  gerade  so,  wie  diese  Töne 
um  tiefer  sind  als  die  mit  grossen  BuchstJiben  bezeichneten. 
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Mit  Hülfe  der  Töae  dieser  Reihe  küimeu  wir  nun  noch  die  grossen 
Terzen : 


und 


. ...  as 
die  kleinen  Terzen ; 




— es  — G-;  0 — D' 

— aS:  — es;  G — b ...  . 


bilden. 


Wir  haben  also  jetzt  4 Qnintenreihen , von  denen  die  l'öne  einer 
jeden  um  ein  Komma  tiefer  sind,  als  die  gleichnamigen  Töne  der  fol- 
genden. Die  höchsten  Töne  sind  entlialten  in  der  Reihe: 


. ...  b — f - 

— C — y — (l  . 

dann  kommen 

die  gleichnamigen 

Töne  der  Reihe 

darauf : 

1i-F- 

~ C — G — D . 

. . . . b — f - 

— c — g — (1  . . 

und  endlich  die  tiefsten : 


J\lan  sieht,  dass  der  Stricli  über  einem  kleinen  Buchstaben  den  Ton 
um  2 Kommata,  d.  b.  um  (|^||)^  oder  in  liOgarithmen  um  03588  erhöht; 
ein  Strich  unter  einem  grossen  Buchstaben  aber  bedeutet  eine  Er- 
niedrigung um  dasselbe  Intervall.  — Zur  Bildung  von  grossen  un<l 
kleinen  Terzen  gehören  immer  Töne  aus  2 benachbarten  Reihen,  wie 
man  am  einfachsten  aus  der  folgenden  Zusammenstellung  der  möglichen 
Dur-  uml  Mollaccorde  sieht.  Man  kann  nämlich  Duraccorde  von 
folgenden  Formen  bilden: 


1) 

f 

— A- 

/ 

- c ; 

c — F 

1 

V i 

y 

— II  - 

- d' 

n.  s. 

w. 

F 

— a — 

-C'-y 

r 

— 

f^i 

G 

— h - 

- // 

u.  s. 

w. 

f 

i - 

-e'y 

r — K 

— 

U i 

U 

— U- 

- d’ 

u.  s. 

W'. 

Mollaccorde 

aber 

nehmen 

folgende 

Gestalten  an: 

1)  C 

— es 

— c 

F u. 

s.  w. 

2)  c ■ 

— Fs 

— Ui 

fh 

— C 

— 

e u. 

8.  W. 

3)  C 

— es 

-fii 

A 

^ f 

— r 

F n. 

S.  W. 

Unter  Beobachtung  der  oben  für  die  Bildung  der  Dur-  und  ^NIoll- 
tonleitern  angegebenen  Regeln  kann  maii  aus  den  Tönen  jener  4 Reiben 
dreicrh'i  Dur-  und  zweierlei  Molltonleitern  bilden,  — nämlich 
a)  Durtonleitern: 

1 ) Cy  (I  , f , f/,  /i,  H,  c'- 

4)  C,  D,  e,  F,  .G,  a,  //>  C. 

, 3)  r,  f/,  F,  /•,  //,  /. 

bj  Molltonleitern: 

1)  6',  7),  F,  G,  ;Tsy  Ä,  U. 

2)  c,  (I,  Ks,  /’,  (/,  .1s,  //,  c. 
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Da  inan  nun  auf  Clavieren  und  den  andern  TaKtaturinstrunienten 
nicht  soviel  Töne  anbringen  wollte,  als  zum  absolut  .reinen  Spiel  nöthig 
sind,  80  identificirte  man  nicht  nur  alle  'Föne  gleiches  Namens,  sondern 
auch  noch  cis  mit  des  etc.,  so  dass  man  in  der  Octave  nur  die  be- 
kannten 12  Tasten  übrig  behielt.  Nach  mancherlei  vergeblichen  Ver- 
suchen, einige  Tonleitern  rein,  andere  falsch  zu  stimmen,  kam  man  zu 
der  Ueberzeugung,  dass  für  ein  12stufiges  Tonsystem  die  sogenannte 
gleichschwebende  Temperatur  immer  noch  das  beste  Auskunfts- 
inittel  ist.  Man  theilte  also  die  ganze  Octave  in  12  gleiche  Intervalle, 
von  denen  jedes  das  Schwinguugsverhältniss  1 ; jf/2  = 1:1,0594(1.... 
hat,  der  Logarithmus  desselben  ist  08333,  oder  in  der  eigentlichen 
Form  (s.  S.  108)  als  Decimalbruch  mit  der  (3iarakteristik  geschrieben: 
0,08333  ....  ==  Die  Schwingungszahlen  der  einzelnen  Töne  der 

gleichschwebenden  Temperatur  sind  die  Potenzen  V(»n  ]|/2  , dieselben 
können  bei  .Chladni,  Wüllner.  Eisenlohr  u.  s.  w.  nachgeschen 
werden  ; die  Logarithmen  derselben  aber  sind  die  Vielfachen  von 
08333  . . . , welche  anzugeben  wohl  nicht  nöthig  ist  Dagegen  gebe 
ich  in  Fig.  4.  die  graphische  Darstellung  der  gleichschwebenden  ^Pem- 
peratur;  schneidet  man  diese  Figur  aus  und  vergleicht  sie  mit  Fig.  2. 
und  3.,  so  kann  man  die  Fehler  der  gleichschwebenden  Temperatur 
leicht  erkennen.  Ich  habe  alle  diese  Fehler  berechnet  und  in  der  fol- 
genden Tabelle  mit  ihren  Logarithmen  zusammengestellt.'  Die  Werthe 
der  Fehler  sind  durch  Kettenbrüche  auf  möglichst  kleine  Verhältniss- 
Zahlen  reducirt;  w'enn  der  temperirte  Ton  zu  hoch  ist,  steht  die  grössere 
Zahl  vorn,  und  vor  dem  Logarithmus  ein  Pluszeichen;  ist  der  temperirte 
Ton  zu  niedrig,  so  steht  die  kleinere  Zahl  vorn  und  vor  dem  Loga- 
rithmus ein  Minus.  — Als  normale  Intervalle  betrachte  ich  die  oben 
bei  den  beiden  Tonleitern  angegebenen , als  normalen  halben  'Pon  aber 
das  Intervall  15  : 16,  wie  z.  B.  e — F. 


Intervalle 

F. 

L'liler 

angenäliert 

in  liOgarilhnn'n 

Halber  'J'on 

147  : 148 

— (X)978 

Secunde 

442  : 443 

--  (X)326 

kl.  Terz 

121  : 122 

— 01303  . . 

gr.  Terz 

127  : 126 

H-  01140 

Quarte 

885  : 886 

+ (KU  63 

Quinte 

886  : 885 

— (X)16:i 

kl.  Sexte 

126  : 127 

— 01140 

gr.  Sexte 

122  : 121 

-f  01.303 

kl.  Septime 

98  : 99 

— 014C,7 

gr.  Septime 

148  : 147 

+ (,K>978 

Zur  praktischen  Ausführung  der  gleichschwebcnd -temperirten  Stim- 
mung benutzt  man  bekanntlich  den  sogenannten  ,,  Quintencirkel 
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(1.  h.  man  stimmt  von  einem  Grundtone  ausgehend  12  Quinten  mit  dem 
ehen  angegebenen  Fehler  ab,  dadurch  gelangt  man  genau  zum  Grund- 
tone oder  eigentlich  zur  7.  Octavo  desselben.  Man  kann  sich  davon 
am  leichtesten  auf  folgende  Weise  überzeugen:  der  Logarithmus  der 
temperirten  Quinte  (in  der  unverkürzten  Form  geschrieben)  ist  gleich 
j'Jj  = 0,5833.‘13.‘l . . . , den  Logarithmus  der  12.  Quinte  erhält  man  durch 
Multiplication  mit  12,  er  beträgt  also  genau  7,  und  diess  ist  in  der 
That  der  Logarithmus  der  7.  Octavo.  In  gleicher  Weise  erhält  man 

durch  12  absteigende  Quinten  einen  um  7 Octaven  tiefer  liegenden 
Ton  — ferner  durch  3 aufsteigende  grosse  Terzen  (Logarithmus  = 
oder  4 aufsteigende  kleine  Terzen  (Logarithmus  = = -^)  die  höhere 

Octave  des  Grundtones. 

Da  die  halben  Tonstufen  der  gleichsclnvebend  temperirten  Scala 
alle  einander  gleich  sind,  so  ist  dieselbe  für  alle  Tonarten  gleich  gut, 
oder  vielmehr  gleich  schlecht  — denn  wenn  man  auch  von  dem  grossen 
Fehler  in  der  kleinen  Septime,  als  einer  fast  nur  in  dissonanten  Ac- 
corden  vorkommenden  Note,  absieht,  so  bleiben  doch  noch  die  nicht 
unbedeutenden  Fehler  in  den  temperixten  Terzen  und  Sexten,  welche 
(nach  den  II elm h o 1 tz’chen  Untersuchungen  über  den  Grad  des  Wal- 
klanges der  einzelnen  Accorde)  durch  ihre  Schwebungen  und  falschen 
Combinationstöne  ziemlich  störend  •wirken,  zumal  bei  den  lang  ausge- 
haltenen  Tönen  der  Orgel  und  des  Harmoniums.  Holmhol tz  hat 
daher,  zunächst  für  >601116  Untersuchungen,  auf  Grund  des  obeai  be- 
schriebenen Ton.systems  ein  Harmoiiium  mit,  mehreren  Manualen  nach 
reinen  Quinten  und  Terzen'  einstimmen  lassen,  und  die  Accorde  des- 
selben so  viel  wölklingeiider  gefunden,  dass  z.  B.  die  Septiinenaccordc 
ungefähr  den  Duraccorden  der  temperirten  Scala  an  Wolklang  gleich- 
kommen.  Er  empfiehlt  daher  den  Musikern  dergleichen  Instrumente 
sehr,  besonders  zum  Gebrauch  bei  der  Gesangbegleitung. 

Sämmtliche  Töne  der  oben  angegebenen  4 Reihen  würden  sich 
nun  schwerlich  auf  einem  Instrumente  mit  festen  Tönen  anhringen 
lassen;  es  ist  aber  auch  gar  nicht  nöthig,  alle  jene  Töne  wirklich  ein- 
zeln herznstcllen,  denn  bei  der  Berechnung  der  Schwinguiigszahlen  und 
Imgarithmcn  wird  sich  zeigen,  dass  eine  ganze  Anzahl  von  Tönen  je 
zweier  Reihen  fast  genau  übereinstimmen. 

Nach  diesen  Auseinandersetzungen  komme  ich  endlich  dazu,  die 
oben  (S.  108)  versjirochene  Berechnung  der  4 Quintenreilien  des  Helm - 
holtz’schen  Systems  durchzuführen.  Ich  gehe  aus  von  C—l  und  be- 
rechne zunächst  von  diesem  Tone  12  aufsteigende  und  12  absteigende 
(Quinten,  also  einen  sogenannten  auf-  und  absteigenden  „ Quinten- 
cirkel“,  wie  er  z.  B.  schon  von  Chladni  (Akustik  S.  42)  berechnet 
ist;  ich  füge  aber  zur  bessern  Vergleichung  mit  den  Tönen  der  andern 
(^uintenreihen  die  Werthe  der  von  Chladni  angegebenen  gewöhnlichcMi 
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Brüche  in  .Decimalbrüclien  und  ihre  Logarithmen  hinzu.  Die  Decimal- 
brüche  sind  bei  dieser  und  den  übrigen  aufsteigenden  Quintenreihen 
alle  endliche,  aber  sie  sind  meistens  abgekürzt,  was  durch  einen  Punkt 
hinter  denselben  bezeichnet  ist;  in  den  absteigenden  Reihen  sind  die 
Decimalbrüche  unendliche  periodische,  aber  nur  bei  wenigen  konnte  die 
ganze  Periode  angegeben  werden  (durch  . . . bezeichnet),  die  übrigen 
sind,  wie  auch  die  Logarithmen,  nach  den  gewöhnlichen  Regeln  abgekürzt. 

Ruihe  I. 

a)  aufsteigend. 


Töne 

Sch  wiii^un<r.sK  Ahlen 

Logarlthinen 

C 

1 = 1 

(XXM)O 

a 

11 

584  9G 

D 

a _ 1 125 

1G993 

A 

II 

CD 

75189 

E 

3.‘198.5 

// 

-jjj  = l,81)84:i8. 

92481 

Fis 

= 1,42:!828. 

50978 

Cis 

fj-ii  = 1,0«7«71. 

09474 

r.is 

nU  “ l.fi01«07. 

67970 

Dis 

2G4G6 

Ais 

= 1,802032. 

849G3 

Eis 

IHWi  = l,:t.’il524. 

43159 

His, 

II 

01955 

b)  absteigend. 

Töne 

Schwinpungsznhlen 

Lngai  Ithinen 

C 

1 = 1 

00(X)0 

F 

1 = l,.'», ,'1*1333  . 

..  41.501 

B 

= 1,777777  . 

. . 83007 

Es 

^ = 1,185185  . 

. . 24511 

As 

^ 1,580247. 

GG015  ■ 

Des 

= 1,053138. 

07519 

Ges 

UyL»  = l,40i()Gl. 

49022 

Ges 

= 1,872885. 

9052G 

Fes 

= 1,248590. 

32030 

Bb 

um  = 1,664787. 

73534 

Eses 

um  ==  1,109858. 

15037 

Ases 

= 1,479810. 

56541 

Deses 

VsriW’  = 1,073081. 

98045 

Man  sieht  leicht,  dass  die  Schwingungszahlen  der  auf-  und  abstei- 
genden Reihe  umgekehrte  Werthe  zu  einander  sind,  wenn  man  die 
Töne  der  aufsteigenden  Reihe  eine  Octave  tiefer,  oder  die  der  abstei- 

S’- 
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genden  um  eine  Octave  höher  nimmt;  denn  es  ist  z.  B.  G = f : F,  = j ; 

^ ^ u.  s.  w.;  die  Logarithmen  dieser  Töne  ergänzen  sich 

in  Folge  dessen  zu  100000. 

Graphisch  dargestellt  sind  beide  „ Quintencirkel  “ in  Fig.  5.;  der 
aufsteigende  in  5“,  der  absteigende  in  ö'’.  Durch  Vergleichung  mit  der 
ausgeschnittenen  Fig,  1.  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  aus  diesen 
25  Tonen  kein  Duraccord  aufgebaut  werden  kann,  dazu  braucht  man 
eben  noch  die  Töne  der  Reihe  c — h — /i.s*...,  welche  im  Folgenden  be- 
rechnet ist;  eine  besondere  vollständige  graphische  Darstellung  derselben 
scheint  mir  aber  nicht  nöthig  zu  sein,  da  in  Fig.  G,  die  meisten  Töno 
aller  4 Reihen  dargestellt  sind. 

Reihe  11. 


a)  a u f s t e i g e n d ; 

Töne  Schwinprnngszahlen  Log'arithmen 


e 

i 

1,25 

32193 

h 

\ h 
s 

= 

1,875 

90689 

fis 

= 

1,40625 

49185 

cis 

= 

1,054688. 

07682 

y/.v 

= 

1,582031. 

66178 

<Iis 

HU 

— 

1,18652^. 

24674 

ais 

m 

= 

1,779785. 

83170 

/’/.v 

ww 

= 

1,334839. 

41667 

/lis, 

= 

1,001129. 

00163 

fisis 

= 

L501694. 

58659 

cisis 

mm 

= 

1,126270. 

17155 

tjisis 

= 

1,689406. 

75652 

disis 

in  fl  H-'Iy 

= 

1,267054. 

34148 

b)  absteigend: 


Tüne 

.SchwinjjuiifrszHhlen 

Logarithmcii 

c 

i 

= 

1,25 

32193 

a 

5 

ir 

= 

1,666666  . . 

. 73697 

d 

V 

= 

1,111111  . . 

15200 

y 

4t 

= 

1,481481  . . 

. 56704 

t 

c 

1 «0 

= 

1,975309. 

98208 

/ 

== 

1,316872. 

39712 

b 

1 2 s 0 
7 2'fl 

= 

1,755830. 

81215 

es 

i-s  (i  0 
tfhT 

= 

1,170553. 

22719 

as 

t 0 2 1 0 
ß 5 ft  i 

= 

1,560738. 

64223 

des 

2 0 J s 0 
T öü  H a 

= 

1,040492. 

05726 

ges 

1 «iit 
fl  5 »t  T ft 

1,387322. 

47230 

ces' 

— 

1,849763. 

88734 

/'es 

mm 

= 

1,233175. 

.30238 
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Die  Töne  der  Reihe  II.  sind  die  grossen  Terzen  der  ent- 

sprechenden  Töne  der 

Reihe  I.;  als  Reihe  III.  berechne  ich  die  Töne, 

welche  wieder  zu  denen  der  Reibe  II.  grosse 

Terzen  sind;  dieselben 

sind  nach  dem  Obigen  zu  bezeichnen  durch  unterstrichene  grosso 

Buchstaben;  die  grosse 

Terz  des  Tones  e heisst 

also  G^  und  die  Schwin- 

gungszahl  dieses  Tones  ist  (2)'^  = , der  Logarithmus  aber 

2-32193  = 6438G. 

Reihe  111. 

a)  aufsteigend: 

Töne 

Sehwingungszahlen  Lopfaritlmien 

Gis 

H = 1,5625 

64386 

Dis 

ff  = 1,171875 

22882 

Ais 

= 1,757813. 

81378 

Eis 

«7-1  = 1,318359. 

.39874 

m 

= 1,977539. 

98371 

Fisis 

= 1,483154. 

56867 

Cisis 

= 1,112366. 

1536.3 

Gisis 

= 1,668549. 

7.3859 

Disis 

“ 1,251412. 

32356 

u.  s.  w. 

b)  absteigend: 

Töne 

Sehwinp^ungszalilen 

Lugurithinen 

Gis 

H ==  1,5625 

64.386 

Cis 

= 1,041666... 

05889 

Fis 

L.38888H  . . . 

47393 

7/ 

^ = 1,851851  . . . 

88897 

F 

==  1,234568. 

30401 

A 

=4  1,646091. 

71904 

D 

= 1,097394. 

13408 

G 

= 1,463192. 

.54912 

C' 

VsVV’  ==  1,050922. 

96415 

u.  s.  w. 


Der  Ton  dieser  Reihe  hat  also  die  Schwingungszahl  j “ (m 
folglich  ist  er  in  der  That  um  zwei  Komma  tiefer  als  der  Ton  C in 
Reihe  I.,  und  ein  Komma  tiefer  als  der  Ton  c in  Reihe  II.,  welcher 
die  Schwingungszahl  hat. 

Wir  kommen  jetzt  zur  Berechnung  der  letzten  Reihe,  welche  die 
durch  überstrichene  kleine  Buchstaben  bezeichneten  Töne  enthält;  die- 
selben sind  um  ein  Komma  höher  als  die  durch  grosse  Buchstaben  be- 
zeichneten Töne.  Sie  bestimmen  sich  nämlich  dadurch,  dass  die  Töne 
der  Reihe  I.  grosse  Terzen  der  entsprechenden  Töne  dieser  Reihe  sind, 
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es  muss  also  as,  die  Schwingungszahl  ^ haben,  folglich  ergiebt  sich 
^ ^ = 1,G  und  der  dazu  gehörige  Logarithmus  ist: 

100000  — 32193  = G7807. 


Reihe  IV. 

a)  aufsteigend: 

Töne 

Schwingungszahlcn 

Loguri  tfamen 

US 

^ = ^>6 

67807 

es 

t == 

2G303 

b 

Ü = 

84800 

1 

U — 

43296 

e. 

M,  = 1,0125 

01792 

•J 

(i0289 

d 

==  1,139063. 

18785 

u 

= 1,708594. 

77281 

c 

= 1,281445. 

35777 

)i 

iSHä  = 1,1122168. 

94274 

fis 

fim  = 1,441626. 

52770 

eis 

Vili-ii  = l,0«1220. 

112GG 

gis 

“ l,G21830. 

G97C2 

u.  s.  w. 

b)  absteigend: 

Töne 

Schwingungszablcu 

Logarithmen 

OS 

1 = 1,6 

G7807 

des 

= 1,0GGGGGG... 

09311 

ges 

ÜJ  — 1 4.‘>0‘>oo‘) 

4 5 , “ — . . . 

50815 

ces' 

= 1,89629G2... 

92318 

fes 

Ul  = 1,2G4197G.  ^ 

33822 

u.  s.  w. 


Ks  erscheint  mir  überflüssig,  diese  Reihe  noch  weiter  zu  berechnen. 
Man  sieht  übrigens,  dass  die  Zahlen  in  IV“  die  umgekehrten  Werthe 
sind  von  denen  in  IP,  und  die  in  IV**  die  umgekehrten  Werthe  von 
denen  in  II* ; wenn  man  nämlich  die  Töne  in  die  entsprechenden 
Octaven  verlegt,  so  hat  man  c = ; 

« = = I u.  s.  w.  Die  Logarithmen  dieser  Töne  ergänzen  sich 

natürlich  zu  100000.  Die  beiden  Reihen  II.  und  IV.  verhalten  sich 
also  zu  einander  so,  wie  die  beiden  Uälften  der  Reihe  I.  Um  die  um- 
gekehrten Werthe  der  Zahlen  in  Reihe  III.  zu  erhalten,  würde  man  die 
Töne  berechnen  müssen,  welche  abermals  um  ein  Komma  höher  sind, 
als  die  Töne  in  Reihe  IV.,  oder,  was  dasselbe  sagt,  welche  um  zwei 
Kommata  höher  sind  als  die  Töne  in  Reihe  L,  sie  würden  also  unserer 
bisherigen  Bezeichnung  ents])rechend  durch  grosse  Buchstaben  mit  einem 
Strich  darüber  zu  bezeichnen  sein.  Dem  Tone  ^ welcher 
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eine  grosse  Terz  höher  ist  als  e mul  den  Logarithmus  6138G  hat,  ent- 
spricht dann  als  umgekehrter  Werth  ein  Fiy^=  oder  eine  Octave 
höher:  Fcs  = II  = tsfif  ‘ = T«S  * So  » welcher  Ton  eine  grosse 

Terz  tiefer  ist  als  Tts  — ^ und  den  Logarithmus  35t3M  hat.  Tn  dieselbe 
(fünfte)  Quintenreihe  gehören  z.  B.  noch  folgende  Töne,  welche  alle 
innerhalb  der  Octave  6’  — 1 bis  C"  = 2 liegen : 

aufsteigend:  Ces'  ==  — 34111 

Ccs  ==  M 52637 

Dcs=\l  1^^^2 


absteigend ; iib  == 


u.  s.  w. 


77118  u.  s.  w. 


Diese  'l’öne  würden  sich  mit  denen  der  Reihe  IV. 
Weise  zu  Accorden  verbinden  lassen: 


in 


folgender 


a)  Duraccordc:  Fcs — as  — CVV;  Ccs  — cs  — Ccs\  u.  s.  w. 

b)  Mollaccorde:  ^ — li(, — 'dTs'-,  des — 7^  — ös;  u.  s.  w. 


Wenn  man  aber  grosse  Buchstaben  mit  Strichen  darüber  zu  einer 
fünften  Quintenreihe  benutzt,  so  kann  man  auch  unterstrichene  kleine 
Buchstaben  an  wenden,  zur  Bezeichnung  einer  sechsten  Reihe  von 
Quinten,  deren  Töne  jedesmal  um  zwei  Kommata  tiefer  sind,  als  die 
gleichnamigen  Töne  der  Reihe  II.  oder  um  ein  Komma  tiefer  als  die 
Töne  der  Reihe  III.  In  diese  Reihe  gehört  z.  B.  der  Ton  welcher 
als  grosse  Terz  von  (Tis  = die  Schwingungszahl  (-|)^  = er- 
hält, von  diesem  Ton  aus  kommt  man  durch  absteigende  Quinten  zu 


den  Tönen: 

his  — 

= 96578 

eis  = 

38082 

ais  == 

W 

79586 

dis  = 

IM 

21090  u.  s.  w. 

Diese  Töne  geben  mit  denen  der  Reilic  III. : 

Duraccorde  von  der  Form  0[s — his — Pis'  u.  s.  w. 

und  Mollaccorde  von  der  Form  eis — Cis — his  u.  s.  w. 


Es  geht  hieraus  hervor,  dass  man  auf  diese  Weise  eine  unend- 
liche Anzahl  von  Tönen  bestimmen  kann,  weil  man  erstens  jede  Reihe 
beliebig  weit  fortsetzen  und  zweitens  beliebig  viele  Reihen  bilden  kann; 
inan  hat  dann  nur  2 oder  mehr  Striche  über  oder  unter  die  Buchstaben 
zu  setzen.  Ich  komme  hierauf  weiter  unten  noch  einmal  zurück. 

Zur  Herstellung  eines  musikalischen  Instrumentes  mit  reiner  Stim- 
mung ist  es  nun  nothwendig,  aus  der  grossen  Monge  der  oben  ange- 
gebenen Töne  eine  bestimmte  Anzahl  auszuwählen,  welche  möglichst 
viele  Tonarten  rein  zu  spielen  erlaubt.  Hclmholtz  benutzt  hei  dieser 
Ausw.ahl  einen  Kunstgriff,  den  er  im  arabisch -persischen  Tonsystem 
entdeckt  hat.  Es  ist  nämlich  der  Ton  his,  der  Reihe  II.  nur  um  das 
sehr  kleine  Intervall  = 1,0011 20 15ü390625  höher  als  der  Ton_C 
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der  Reihe  I.;  reducirt  man  diesen  Bruch  durch  KettcnhrUche,  so  findet 
man  ^5,  ln  Logarithmen  aber  beträgt  die  Abweichung  00163.  Wenn 
man  also  beide  'Föne  mit  einander  identificirt,  so  begeht  man  einen 
Fehler  gleich  dem  der  Quinten  im  gleichschwebend  temperirten  »System 
und  derselbe,  liegt  nach  den  II  elmholt z’schen  Untersuchungen  an  der 
Grenze  der  wahrnehmbaren  Unterschiede.  Derselbe  Unterschied  findet 
sich  — wie  man  am  bequemsten  an  den  Logarithmen  übersieht  — über- 
♦ haupt  zwischen  je  zwei  'Fönen  zw’eier  benachbarten  Quintenreihen, 
nämlich  zwischen : 

C,  Z>,  Ey  Hy  FiSy  CtS 

und  /tfs, , /isiSy  cisisy  tjrsiSy  disis,  aisiSy  rtsiSy  ftisis^ 

und  auch  zwischen: 

Fy  By  Esy  Asy  Ih’Sy  GeSy  Ces  y Fes 

und  eiSy  niSy  diSy  giSy  ctSy  fiSy  ä,  e 

ferner  zAvi sehen: 

Cy  fjy  dy  U 

und  , Fisis^  Cisis^  Gisis 

und  auch  zwischen : 

fy  by  eSy  ns.... 
und  Eis.^  Ais ^ Gis 

. Sodann  findet  sich  derselbe  Unterschied  noch  zwischen  und  His,. 
desgleichen  zwischen  C und  his,-,  endlich  auch  zwischen  G und  his^ 
und  den  entsprechenden  Tönen  dieser  Reihen. 

Der  Ton  his  wurde  nun  oben  (in  Reihe  II.)  bestimmt  durch  K . 
Quintenschrilte_  von  c aus  {c  — h — (is  — cis — gis  — dis  — ais  — eis  — Ä?s); 
macht  man  nun  alle  diese  Quinten  um  den  achten  'J'heil  des  oben  ge- 
nannten kleinen  lulervalles  zu  klein,  so  wird  der  Ton  his^y  der 
eigentlich  etwas  höher  ist  als  der  'Fon  C,  demselben  genau  gleich.  Der 
Fehler,  den  man  hier  in  den  Quinten  begeht,  ist  also  Hmal  kleiner 
als  der  im  gleichschwehend- temperirten  System,  er  ist  nämlich  gleich 

/ ~ 1:1,000141,  das  ist  ungefähr  = 7084:7085;  in  Logarithmen 

beträgt  der  Fehler  etwas  über  (XK)20.  In  gleicher  Weise  gelangt  man 
vom  'Föne  GJs^  welcher  annähernd  mit  as  ühereinstinnnt,  durch  8 
Quinten,  die  um  jenes  Intervall  zu  klein  sind,  zu  einem  dem  e absolut 
gleichem,  etwas  zu  tiefem  IGsis. 

Unter  Beachtung  dieses  glücklichen  Umstandes  setzte  Helmholtz 
ein  sehr  brauchbares  'Fonsystem  zueammen,  welches  in  seiner  ein- 
fachsten Form  aus  24  'Fönen  besteht.  Dieselben  ordnen  sich  in  fol- 
gende 3 Gruppen : 
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Die  Töne  der  zweiten  Gruppe  sind  grosso  Terzen  von  den  darüber 
stehenden  Tönen  der  ersten , und  die  Töne  der  dritten  Gruppe  wie- 
»iernm  die  von  den  darüberstehenden  'J’önen  der  zweiten;  ferner  sind 
in  der  ersten  Gruppe  enthalten  die  kleinen  Terzen  von  Tönen  der 
zweiten  Gruppe  und  in  der  zweiten  Gruppe  die  kleinen  Terzen  von 
Tönen  der  dritten;  endlich  schliessen  sich  die  Töne  aller  3 Gruppen 
zu  einer  ununterbrochenen  Keihe  von  Quinten  zusammen,  welche  mit 
as  beginnt  und  mit  Cis  schlicsst. 

Die  .Schwingungszahlen  und  Ijogarithme.u  dieser  21  Töne,  die  ich 
unter  Berücksichtigung  des  eben  besprochenen  kleinen  Quintenfchlers 
berechnet  habe,  folgen  w’eitcr  unten.  (S.  127.) 

Die  aus  diesen  Tönen  gebildeten  Dur-  und  Mollaccorde  haben  also 
ganz  reine  grosse  l'erzen,  w’ährend  die  Quinten  und  die  kleinen  Terzen 
um  ein  verschwindend  kleines  Intervall  zu  klein  sind.  j\[an  findet  die 
sämmtlichen  möglichen  Dreiklänge,  w'cnn  man  ni|t>  der  folgenden  Ueber- 
sicht,  in  der  diese  24  Töne  nach  abwechselnden  grossen  und  kleinen 
Terzen  geordnet  sind,  je  2 neben  einander  stehende  Töne  herausgreift: 

Frs,  as.  Crs.  rs,  Cos.  h,  /)rs.  f,  As.  r,  Ks,  g.  B,  d,  F,  a, 
(' , c,  (l,  //,  fis , A.  cis,  E,  gis,  II,  ilis,  Fis , ais,  Cis,  cis. 


Diese  .scheinbar  aus  32,  in  Wirklichkeit  aber  nur  aus  24  Tönen 
bestehende  Reihe  enthält  also  l.ö  Duraccordc  (uamHch  die  von  FeSy  Ces, 
E . Fi.s)  und  ebensoviel  Mollaccorde  (von  as,  es diSj  ais). 

Nach  der  oben  für  die  Bildung  der  Durtonlciter  gegebenen  Regel 
kann  man  also  aus  den  gegebenen  24  Tönen  folgende  13  Durtonlei- 
tern bilden: 


Ces,  Ccs,  Bes,  As,  Es,  />,  F,  C,  C,  B,  A,  E,  //. 


Da  nun  die  beiden  Töne  Ce.s  = h und  H sich  nur  wenig  unter- 
scheiden, so  kann  man  mit  Hülfe  einer  en harmonischen  VerAvech- 
selung  zwischen  diesen  beiden  Tönen  durch  alle  Tonarten  im  Quin- 
tenkreise  herum  moduliren.  Bei  dem  Uebergange  von  II  nach  Ces  oder 
umgekehrt  ändert  sich  die  4’onhöhc  allerdings  merklich,  nämlich  um 
ein  Komma  oder  vielmehr  ungefähr  um  diess  Intervall,  denil  wegen 
der  AbAveichung  in  den  Quinten  beträgt  der  Unterschied  zAvischeu  // 
und  Ii  — Ces’  jetzt  nicht  mehr  01702  (in  Logarithmen),  sondern  nur 
noch  01711;  vgl.  die  Aveiter  unten  (S.  127)  folgende  Tabelle. 

Für  die  Molltonarten  ist  das  System  in  der  jetzt  mitgetheilten 
Form  nicht  ganz  so  vollkommen,  Avie  für  die  Durtonarten.  Nach  der 
oben  mitgetheilten  Regel  für  die  Bildung  der  Molltonarten  ergiebt  sich 
nämlich  z.  B.  für  «-Moll: 

d — F — rt ; a — C — C:  c — — 4, 
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Nun  \si  n = Bby  c = Fes  u.  s.  w.,  also  kann  mau  diese  Accorde 
auch  schreiben : 

Escs  — — Hb ; Hb  — de^s  — ; Fes  — as  — Ces. 

Weil  wir  aber  jetzt  keine  über-  und  unterstrichenen  Buchstaben 
anwendeu,  so  werden  wir  die  Accorde  von  a-Moll  ^6-Moll  am  besten 
so  schreiben : 

d — F — a ; a — C — ic 

V' 

l Fes  — as  — Ces.  ' 

Die  Quinte  der  Molltonleiter  muss  sich  also  in  upserm  System  mit 
einem  grossen  und  einem  kleinen  Buchstaben  bezeichnen  lassen,  oder, 
mit  andern  Worten,  sie  muss  einer  der  Töne  in  der  zweiten  Gruppe 
sein.  Man  sieht  also,  dass  unser  System  nur  die  folgenden  8 Moll- 
tonarten enthält: 

f (iy  e,  h,  ßs,  eis,  gis,  dis,  ais.'i 
\ = Ff^y  CeSy  Ges,  Des,  As,  Fs,  B.  / 

Man  kann  abör  noch  aus*  folgenden  6 Molltonarten  spielen: 

(l,  g^  c,  f,  b,  es, 

wenn  man  statt  der  richtigen  grossen  Septime  die  um  ein  Komma  zu 
hohe  pythagoreische  zulässt,  und  also  z.  B.  in  rf-Moll  statt  des  Tones 
des  — Cts  den  Ton  cis  anwendet.  Mit  Hülfe  dieser  6 Molltonleitern 
kann  man  also  auch  bei  den  Molltonleitern  vollständig  im  Kreise  herum 
modulircii , indem  man  b und  B oder  es  und  Es  enharmonisch  mitein- 
ander verwechselt. 

Man  kann  ferner  aus  jeder  der  oben  genannten  Durtonarten  (mit 
Ausnahme  von  6Vs-Dur)  in  die  verwandte  Molltonart,  z.  B.  aus  C-Dur 
nach  rt-Moll,  aus  C-Dur  nach  <?-Moll  u.  s.  w.  moduliren;  in  die  gleich- 
namige Molltonart  kann  man  aber  nur  aus  Ces-,  Ges-,  Bes-,  As-,  Es-  und 
jP-Dur  übergehen.  Will  man  aber  für  einen  ganzen  Quinten-Cirkel  von 
Grundtöneu  gleichmässig  Dur-  und  Molltonarten  haben,  so  muss  man 
zu  den  vorhandenen  24  Tönen  noch  die  folgenden  0 hinzufügen: 

Gis,  Bis,  Ais,  Eis,  His,  Fisis*). 

Durch  Hinzunahme  dieser  6 Töne,  die  man  auch  asy  esi  b\  J,  Ci  y 
nennen  könnte,  verlängert  sich  die  oben  zusammengestellte  Terzcnfolge 
noch  lim  12  Schritte,  so  dass  dieselbe  vom  »Tone  H an  folgendcr- 
masson  lautet: 

H,  diSy  Fis,  aiSy  Cis,  eis,  Gis,  his.  Bis,  ßsis,  Ais,  cisis,  Eis,  gisis, 

His,  disis,  Fisis,  aisis. 

Man  erhält  also  ausser  den  obigen  Tonarten  noch  folgende  sechs 
Durtonarteu : 

Fis,  Cis,  Gis,  Bis,  Ais,  Eis 

*)  Auch  die  Schwiiijrungsznhlen  und  Logarithmen  dieser  Töne  folgen  weiter 
unten  (8.  1*27  und  1*29). 
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und  auch  sechs  neue  Molltonarten,  nHmlich: 

f eis,  his,  /isis , cisis,  gisis,  disis.y 
C,  a,  D,  A,  E.  I 

Die  genannten  30  Töne  geben  nun  vollkommen  rein  19  Dur-  und 
11  Molltonarten,  von  denen  folgende  12  gemeinschaftliche  Grundtöne 
haben : 

CeSy  Ges^  Des,  As^  Es,  B,  F,  C,  G,  D,  A,  E. 

Da  nun  Ces-—  h ist  und  die  Quinte  E — h nur  um  ein  Komma  zu 
klein  ist,  so  wird  man  au»h  innerhalb  dieser  12  Tonarten  vollständig 
im  Kreise  herum  moduliren  können,  wenn  man  beim  Uebergang  von  E 
nach  Ces  eine  wirkliche  enharmonischc  Verwechselung  ausführt.  Zu  einer 
solchen  enhnrmouischen  Verwechselung  geben  auch  noch  7 andere  Dur- 
tonarten Gelegenheit,  nämlich: 

//,  Fis,  Cis,  Gis,  Bis,  Ais,  Eis, 

deren  Grundtöne  sich  nur  um  ein  Komma  unterscheiden  von 
J A,  /is,  cis,  gis,  dis,  ais,  eis  ) 

l = CV/,  Ges,  Bes,  As,  Es,  B,  F l' 

Und  auch  bei  den  Molltonarten  kann  man  statt 

.<4-Moll  und  A’-Moll 
die  ihnen  sehr  nahe  gleichen 

a-  = i9ö-Moll  und  e-  = .Fcs-Moll 

anwenden. 

Will  man  wegen  der  Existenz  dieser  beiden  letzten  Molltonarten 
auf  A-  und  A’-Moll  verzichten,  so  kann  man  die  beiden  Töne  Jlis  und 
Fisis  weglassen  und  mit  Ilülfe  der  übrigbleibenden  28  Töne  17  Durton- 
arten , nämlich : 

Ces,  Ges,  Bes,  As Fis,  Cis,  Gis,  Bis 

und  12  Molltonarten: 

a = Bb;  e = Fes ; h = Ces C , G , B 

rein  spielen. 

In  w'elcher  Weise  diese  24,  28  oder  30  Töne  auf  einem  Tasten- 
instrumente anzubringen  sind,  darüber  finden  sich  mehrere  Vorschläge 
von  Ilelmholtz  in  de^r  „Lehre  von  den  Ton empfin düngen** 
S.  485  und  598 — GOO,  auf  die  ich  hier  verweise. 

Beiläufig  erlaube  ich  mir  hier  auf  ein  paar  kleine  Versehen  auf- 
merksam zu  machen,  die  sich  in  der  llelmholtz’schcn  Darstellung  des 
rein  gestimmten  Tonsystemes  finden.  In  der  „Lehre  von  den  'J’oncm- 
pfindungon**  wird  nämlich  (S.  484)  das  Intervall  C : his^  oder  Ces  : 
unter  Zugrundelegung  des  angenäherten  Verhältnisses  74  : 73  für  das  In- 
tervall H/.Ces  berechnet  und  =*845:846  gefunden,  während  es  sich 
bei  genauerer  Berechnung  = 885:886,  also  noch  etwas  kleiner,  ergiebt. 
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Ferner  sagt  Helinlioltz  (S.  484  und  485),  die  Quinten  seines  Sy- 
stemen seien  alle  um  ein  sehr  kleines  Intervall  zu  gross,  während 
unsere  Rechnung  zeigt,  dass  sie  etwas  zu  klein  sind.  Diess  Versehen 

ist  entstanden  durch  Anwendung  absteigender  Quinten  C — F — B 

welche  den  Quarten  gleich  zu  achten  sind,  und  diese  sind  als  Ergän- 
zung zur  Octave  in  der  That  um  dasselbe  kleine  Intervall  zu  gross. 

Endlich  sagt  Helmholtz  wiederholt  (Beilage  XIII.  S.  599  u,  600), 
dass  sein  vollständiges  Tonsystem  31  Töne  enthalte,  w'ährend  ich  nur 
30  darin  finde.  — 

Es  versteht  sich  nun  von  selbst,  dass  man  aus  der  grossen  Zahl 
der  oben  berechneten  Töne  noch  beliebig  viele  andere  zur  Constructicn 
eines  Instrumentes  in  reiner  Stimmung  auswählen  kann.  Unter  der 
Voraussetzung,  da.ss  man  die  oben  (S.  120)  angegebene  Beziehung  zwi- 
schen den  Tönen  der  verschiedenen  Reihen  ; C = /lis,  u.  s.  w.  benutzt, 
erhält  man  jedesmal  durch  Hinzufügung  eines  neuen  Quintenschrittes 
eine  neue  Dur-  und  eine  neue  Molltonleiter. 

Im  Allgemeinen  sind  also  bei  einem  4’onsystera  von  n Tönen 
(vorausge.sctzt,  dass  n gross  genug  ist  und  dass  die  Töne  alle  unter- 
einander Quinten  mit  dem  bekannten  kleinen  Fehler  sind)  stets  « — 11 
l^urtonleitcrn  und  w — 16  Molltonleitern  möglich,  von  diesen  Dur-  und 
Molltonleitern  haben  n — 18  gemeinschaftliche  Grundtöne. 

Herr  Ap  p u n n , Orgelbauer  und  Fabrikant  akustischer  Instrumente 
zu  • H a n a u *) , hat  sich  für  die  Herstellung  von  Instrumenten  in  reiner 
Stimmung  ein  grosses  Verdienst  erworben,  indem  er  ein  Harraoniuni 
mit  36  Tönen  in  der  Octave  construirt  hat,  welches  in  seiner  äussern 
Einrichtung  ganz  und  gar  von  dem  von  Helmholtz  beschriebenen 
abweicht  und  sich  vor  demselben  trotz  der  grössorn  Anzahl  von  Tönen 
durch  bequemere  Spielart  vortheilhaft  auszeichnet,  so  dass  Herr  Pro- 
fessor Helmholtz  sein  Instrument  von  Herrn  Appunn  nach  dessen 
Principien  hat  umstimmen  lassen. 

Das  Harmonium  des  Herrn  Appunn  ist  bisher  noch  nicht  öffentlich 
beschrieben;  ich  bin  aber  durch  die  freundliche  Mittheilung  des  Ver- 
fertigers, für  die  ich  ihm  hiermit  öffentlich  meinen  Dank  ausspreche, 
in  den  Stand  gesetzt,  folgende  Angaben  darüber  machen  zu  können: 
Das  Instrument  hat  zwei  Claviaturen,  die  wie  die  beiden  jManualc 
einer  Orgel  übereinander  liegen.  Jede  Taste  trägt  aber  ein  Knöpfchen, 
welches  für  sich  niedergedrückt  werden  kann;  der  Ton,  der  durch 
dieses  Knöpfchen  angegeben  wird,  i.st  jedesmal  um  ein  Komma  tiefer 
als  der  Ton  der  zugehörigen  Taste;  die  Töne  der  untern  Claviatur 
sind  untereinander  reine  Quinten,  nämlich  die  l\)ue  der  Reihe  1.: 

C—  G—l>  — A — K—  U — Vis  — Cis  — Cis  — Bis  — Ais ; die  Knöpfchen 
- - — ^ 

*)  l'iriiui:  Georg  A[>{iunu  & {>01111«. 
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auf  ilen  Tasten  geben  die  um  ein  Komma  tiefem  Töne  der  Reilie  II.: 
/' — c — die  Tasten  der  oberu  Claviatur  geben  dieselben  Töne, 

wie  ^ie  Knöpfchen  der  untern  und  die  Knöpfchen  der  obern  Tastatur 
endlich  geben  die  wiederum  um  ein  Komma  tiefem  Töne  der  Reihe  III. : 

^ — £ — £ Da  nun  F — eis  und  f = gemacht  werden  kann, 

so  schliesseii  sich  diese  .‘16  Töne  zu  einer  langen  Quintenreihe  zu- 
sammen, w'elclie  mit  F anfängt  und  mit  Ais  schlie.sst.  Auf  S.  126  habe 
ich  diese  Quintenreihe  unter  Anwendung  aller  synonymen  Bezeichnungeii 
möglichst  übersichtlich  angeordnet  und  daneben,  auf  S.  127  die  Schwin- 
gungszahlen und  Logarithmen  der  einzelnen  Töne  zusammengestellt, 
wie  sich  dieselben  bei  Berücksichtigung  des  bekannten  kleinen  Quinten - 
fehlers  ergeben;  die  Zahlen  gelten  also  auch  zugleich  für  das  oben 
besprochene  Helmholtz’che  System.  Die  mit  einem  Sternchen  * ver- 
sehenen Töne  sind  durch  jenen  Quintenfehler  nicht  beeinflusst. 

Ordnet  man  diese  36  Töne  in  einer  ununterbrochenen  Reilie  von 
abwechselnden  grossen  und  kleinen  Terzen,  wie  diess  S.  121  und  123  für 
das  Helmholtz’sche  System  geschehen  ist,  so  sieht  man,  dass  man  auf 
dem  Appunn’schcn  Instrumente  27  Duraccorde  und  27  Mollaccorde 
hat,  nämlich  die  Duraccorde: 

des — F — US;  US — £ — es .-  is — c — Es .-  . ..  as  — C — es:  es  — — Ji: 

und  die  ^lollaccorde 

F — as — £;  £ — es — £;  ...c  — Es  — <j:  ...C — ^ — G:  G — o — J*- 

Diese  Accorde  enthalten  nach  den  oben  (S.  109  flg.)  angegebenen  Re- 
geln für  die  Bildung  der  Tonleitern  das  3Iaterial  zu  folgenden  25  Dur- 
tonarten : 

Gis  = as  = Bbb;  Bh  = es  =■  Feses;  Ais  = b = Ceses': ... 

bis  zu 

. . . Cis  = des : Ois  = as- 

Molltonarten  aber  giebt  es  wne  bei  dem  ursprünglichen  Helm- 
holtz’schen  System  5 >veniger,  also  nur  20,  nämlich 

Fis  = tjes  = Aseses;  Gis  = des  = Eseses:  £»«  = as  = Bbb;... 

bis  zu 

. . . /iis,  — C — deses:  fis  = G ==  ases- 

Unter  diesen  25  Dur  und  20  Molltonarten  befinden  sich  je  18, 
welche  dieselben  Grundtöne  haben’,  nämlich 

Gis  = as;  Bis  = es;  Ais  = b;  Eis  = f 

bis  zu 

. . . uis  = B ; cis  = F ; his,  — C;  fisis  = G. 

Man  hat  also  sowohl  bei  den  Dur-,  als  auch  bei  den  Molltonarten 
die  Möglichkeit,  mit  Hülfe  einer  wirklich  ausgeführten  enharmonischen 

(Fort.setzung  auf  S.  128). 


Töne  der  Tasten  der  obern  Claviatur  ■ 

Töne  der  Knöpfe  der  Obern  Clevialur  Claviatur  'T«"'  Claviatur. 
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V2G 


Uebcrsieht  Aber  die  Tdne  des  Appunn’schen  llarmoniams. 


Kcilif  Ul. 

Hcihe  II. 

Hcih«  1. 

eis 

= E 

yeses 

*his 

==  c 

= 

(leses 

/isis 

= G 

= 

ases 

cisis 

= J) 

=: 

eses 

ff  isis 

= d 

=: 

hb 

flisis 

= E 

=: 

fes 

fl 

— 

CPS  — 

Deseses 

Hs 

= 

<JCS  = 

Ascses 

(’is 

= 

des  = 

Escses 

*(jis 

= 

US  — 

Ebb 

Dis 

= 

PS  — 

Feses 

Ais 

= 

b = 

Ceses 

1 

Eis 

— 

f — 

Geses 

His 

= 

c = 

Deses 

Fisis 

=: 

ii  = 

Ases 

1 

Cisis 

= 

d . = 

Eses 

Gisis 

= 

(t 

hb 

Disis  = — Fes 


h 

== 

Ces 

= deseses 

fis 

= 

Ges 

= aseses 

eis 

= 

Des 

— eseses 

yis 

== 

As 

= bbb 

dis 

= 

Es 

— feses 

ais 

- - 

h 

= ceses 

eis 

= 

F 

= f/eses 

bis 

= 

*C 

= deses 

fisis 

= 

(i 

— ases 

cisis 

== 

D 

==■  eses 

(fisis 

= 

A 

==  bb 

disis 

== 

K 

= fes 

// 

— ces  — Deseses 

Fis 

— fies  — Aseses 

Cis 

= des  = Eseses 

Gis 

= *as  ==  Mb 

IHs 

= es  — Feses 

Ais 

— b = (’eses 
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Schwinguni^szalileii  ii.  Logarithmen  derTüiie  des  Appann’gchcn  Harmoniums. 


TÖlll! 

Uu^arilliiiicn 

F 

1,30227. 

38103 

C (=  *his) 

*1,953125 

96578 

G 

1,4C464. 

55054 

D 

1,09832. 

135.30 

A 

1,64725. 

72006 

~E 

1,23526. 

30482 

U 

1, 85264. 

88958 

Fis 

1,38928. 

474.34 

Cis 

1,04181. 

05910 

* Gis 

*1,5625 

64386 

Dis 

1,17171. 

22862 

^is  = b 1,75732.  81337 


f 

1,31780. 

39813 

c 

1,97642. 

98289 

U 

1,48211. 

56765 

il 

1,11142. 

15241 

fl 

1,66690. 

73717 

*e 

*1,25 

32193 

h 

1,87474. 

90669  . 

txs 

1,40585. 

49145 

cis 

1,05424. 

07621 

(jis 

1,58114. 

66096 

dis 

1,18569. 

24572 

(tis  — B 

1,77828. 

83048 

F 

1,33352. 

41524 

*C 

*1 

00000 

G 

1,49979. 

58476 

D 

1,12468. 

16952 

A 

1,68679. 

75428 

E 

1,26491. 

33904 

H 

1,89710. 

92380 

Fis 

1,42262. 

50855 

Cis 

1,06682. 

09331 

*1,6 

67807 

Dis 

1,19983. 

26283 

Ais 

1,79949. 

84759 
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Verwecliseluug  zwischen  zwei  um  ein  Kumma  verschiedenen  Tönen, 
also  z.  B.  zwischen  us  und  As^  b und  i?,  c und  C u.  s.  w.,  in  einem 
vollständigen  Quintenkreise  herumzugehen.  Man  kann  aber  auch  durch 
einfach  fortgesetzte  Modulationen  vom  Grundton  C allmälich  nach  c 
(in  Dur-  und  Moll)  übergehen  u.  s.  w. 

Leber  die  Handhabung  dieses  Instrumentes  ergeben  sich  aus  der 
auf  8.  126  befindlichen  Zusammenstellung  seiner 'röne  folgende  Kegeln: 

Will  man  reine  Quinten  greifen,  so  braucht  man  dazu  zwei 
'Fasten  oder  auch  zwei  Knöpfchen  einer  Tastatur;  nur  die  Quinten  der 
'Föne  ais  bilden  eine  Ausnahme : Ais  (auf  der  untern  Claviaiur)  hat 
nämlich  gar  keine  (Quinte,  ais  — B (Knöpfchen  nuten  und  'l’aste  oben) 
hat  als  (Quinte  t'is  — F ('Fjvste  unten)  und  Ais  = b (Knöpfchen  oben) 
endlich  hat  als  Quinte  Eis  = f (Taste  oben  und  Knöpfchen  unten). 

Will  man  richtige  grosse  'i'erzen  greifen,  so  hat  man  in  den 
meisten  Fällen  den  Grundton  auf  einer  Taste,  die  grosse  Terz  auf 
dem  Knöpfchen  der  entsprechenden  'Faste:  z.  B.  C auf  der  'Faste  und 
e auf  dem  Knöpfchen  der  'Faste  E.  Diess  gilt  aber  nur  für  die  l'nter- 
tasten  und  die  'Fasten  fis  beider  Claviaturen,  die  Obertasten  cis,  gis, 
dis,  ais  haben  — oben  wie  unten  — ihre  reinen  'Ferzen  auf  den  'Fasten 
f,  c,  g,  d seihst.  Ebenso  haben  die  Knöpfchen  der  letztgenannten 
4 Obertasten  — oben  wie  unten  — ihre  grossen  'Ferzen  auf  Knöpfchen; 
die  andern  8 Knöpfchen  der  untern  Claviatur  haben  ihre  grossen 
'Ferzen  auf  Knöpfchen  der  obein,  und  die  andern  8 Knöpfchen  der 
obern  Claviatur  mit  den  'Fönen:  F — C — G — ^ — A — E — H — F/s 
haben  auf  dem  Instrumente  gar  keine  grossen  'Ferzen. 

Die  kleinen  Terzen  haben  meistens  den  Grundton  auf  einem 
Knöpfchen  und  die  zugehörige  kleine  'Ferz  auf  der  entsj>rcchenden 
'J'aste  derselben  Claviatur;  Ausnahmen  bilden  die  Knöpfchen  auf  den 
'Fasten  f,  c,  g,  welche  oben  und  unten  ihre  kleinen  Terzen  auf  den 
Knöpfchen  selbst  haben.  Da  nun  die  untern  Knöpfchen  gleich  sind 
den  obern  'Fasten,  so  luiben  auch  diese  'Fasten  ihre  kleinen  'Ferzen  auf 
den  untern  'Fasten,  mit  Ausnahme  der  obern  'Fasten  f — c — y,  welche 
ihre  kleinen  'Ferzen  As  = gis;  Es  = dis;  B — ais  auf  den  Tasten  der 
i>bern  Claviatur  selbst  haben;  dasselbe  gilt  von  den  'Fasten  F,  C,  G 
der  untern  Claviatur;  die  andern  'Fasten  der  untern  Claviatur  B,  Ay  F, 
//,  FiSy  CiSy  GiSy  JJiSy  Ais  aber  haben  gar  keine  kleinen  'Ferzen  auf  dem 
A p p u n naschen  Instrumente. 

Was  über  die  (Quarten  und  Sexten  zu  sagen  wäre,  folgt  ohne  wei- 
teres aus  dem  eben  über  t^hiinten  und  'Ferzen  Gesagten,  denn  diese  In- 
tervalle ergänzen  sich  ja  zu  Octaven. 

Will  man  nun  noch  die  kleinen  'Ferzen  der  'Fasten  der  untern 
Claviatur  Dy  J,  E....  haben,  so  muss  man  noch  eine  Anzahl  von  'Fönen 
einführen,  nämlich  die  um  ein  Komma  höhern  'Föne  J — e — g 
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der  Reibe  IV.;  um  dieselben  in  passender  Weise  mit  dem  schon  vor- 
handenen Systeme  zu  verbinden , hat  man  jr  = Eis  zu  machen  und 
den  Quinten  den  ofterwfihnten  kleinen  Fehler  zu  geben.  Dadurch  er- 
geben sich  als  Töne  einer  neuen  Claviatur  die  folgenden  zwölf : 


Töne 

Schwingungszahlen 

Logarithmen 

Eis 

= f 

= Geses 

1,34943. 

43235 

Bis 

= c 

— Deses 

1,01193. 

01711 

Fisis 

= ff 

= Äses 

1,51768. 

60187 

Cisis 

==  d 

= Eses 

1,13820. 

18663 

Gtsis 

= a 

= ~Bb 

1,70691. 

77138 

Disis 

= c 

= *¥es 

*1,28- 

35614 

h 

= Ges 

1,91973. 

94090 

ft's 

= Ges 

1,43959. 

52566 

cis 

— l)es 

1,07954. 

11042 

ffis 

= As 

1,61910. 

69518 

dis 

= Es 

1,21694. 

27994 

ais 

= B 

1,82516. 

86470 

Diese  Töne  würden  consequenterweise  auf  den  Tasten  einer  neuen, 
unterhalb  der  ersten  Claviatur  anzubringenden,  Claviatur  anzugeben  sein; 
die  Knöpfchen  dieser  dritten  Claviatur  aber  müssten  dann  mit  den 
Tönen  F,  C,  G....  übereinstimmen. 

Diess  jetzt  erhaltene  aus  48  Tönen  bestehende  Tonsystem  würde 
39  Duraccorde  und  ebensoviel  Mollaccorde  enthalten  und  also 
37  Durtonleitern , von  Gis  = as  bis  — Äs 
und  32  Molltonleitern  von  = ges  bis  Fisis  = ^ 
zu  spielen  erlauben;  von  diesen  Tonleitern  haben  30  gemeinschaftliche 
Grundtöne,  nämlich  von 

Gis  = as  an , bis  Fisis  — y . 

Ob  die  Einführung  dieser  letztgenannten  12  Töne  für  die  praktische 
l^cnutzung  dos  Instrumentes  von  Vortheil  sein  w’ürde,  ist  eine  Frage 
für  sich;  theoretisch  aber  wird  das  Instrument  durch  diese  Töne  ver- 
vollkommnet. Es  liegt  in  dieser  Beziehung  auch  kein  Grund  vor, 
welcher  die  Einführung  einer  fünften  Reihe  von  Tönen  hindern  sollte; 
dieselbe  würde  unter  Berücksichtigung  des  kleinen  Quintenfehlcrs  fol- 
gende Logarithmen  haben : 


Töne 

Logarithmen 

Töne 

Logarithmen 

F 

44946 

~H 

95801 

C 

03422 

Fis 

54277 

G 

61898 

Gis 

12753 

IJ 

20373 

Gis 

71229 

1 

78849 

Dis 

29705 

E 

37325 

Ais 

88181 
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Die  letzten  sieben  Töne  dieser  Reihe 


E ^ H t J*  is  j C/is  1 (jis  » iJis  ? yiis 
unterscheiden  sich  von  den  Tönen 


E. 


fl. 


I). 


d . E. 


H. 


welche  auf  den  Kuöpfchen  der  obersten  Claviatur  enthalten  sind,  nur 
um  ein  Intervall  dessen  Logarithmus  00777  beträgt,  das  ist  etwa  ein 
halbes  Komma;  man  kann  also  mit  Hülfe  einer  enharmonischen  Ver- 
wechselung zwischen  zwei  von  den  genannten  sieben  Tönen  vollständig 
in  einem  aus  53  Schritten  bestehenden  Quintenkreise  herumgehen. 

Hierbei  haben  wir  alle.  Quinten  um  das  bekannte  kleine  Intervall 
7084:7085  (Log.  = 00020)  zu  klein  gemacht;  wendet  man  aber  reine 
Quinten  an,  so  gelangt  man  nach  53  Schritten  zu  einem  Tone,  der  dem 
ersten  noch  viel  näher  kommt.  Der  Logarithmus  der  richtigen  Quinte 
ist  nämlich  — wenn  man  ihn  der  Genauigkeit  wegen  auf  7 Stellen  be- 
rechnet — gleich  0,5849626;  durch  53  Quintenschritte  gelangt  man 
also  zu  einem  Tone,  dessen  Logarithmus  = 53-  0,5849626  = 31,0030178 
ist;  dieser  Logarithmus  entspricht  ziemlich  genau  der  31.  Octave  des 
Grundtoues,  dieselbe  ist  nämlich  nur  um  ein  sehr  kleines  Intervall, 
dessen  Logarithmus  nach  unserer  gewöhnlichen  Schreibart  = 00302  ist, 
zu  hoch.  Macht  man  nun  jede  der  .53  Quinten  um  den  53.  Theil 
dieses  Intervalles  zu  klein,  so  gelangt  man  durch  diese  53  Quinten 
genau  zur  31.  Octave  des  Gnindtones,  — gerade  wie  man  durch  12 
Quinten  in  der  gewöhnlichen  gleichschwebend -temperirten  Scala  zur 
7.  Octave  gelangt.  Auf  diese  Weise  erhält  man  also  ein  System  von 
53  Tönen  in  der  Octave;  C = his/^  c = C ==  Ä/F,;  — des’; 

cis  — Des]  Cis=  dcs\  eis  = Ucs]  Cis  — des  = d;  D\  rf;  D u.  s.  w. 
Vom  tiefsten  Ton  in  der  Octave:  C — \ ausgehend  gelangt  man  zum 
2.  Tone  ^ — His^  durch  12  Quinten  ; da  nun  eine  jede  derselben  den 
Logarithmus  0,5849056  erhält,  so  ergiebt  sich  für  His^  der  Logarithmus: 
12.0,5849056  — 7,018867;  das  Intervall  (7:0”  hat  also  den  Logarithmus 
01887,  — ebenso  gross  ist  auch  das  Intervall  'c'.C  u.  s.  w.  Ueberhaupt 
sieht  man,  dass  alle  Stufen  dieser  Tonleiter  einander  gleich  sind,  |init- 
hin  erhält  man  auf  diese  Weise  die  53  Töne  einer  53stufigen  gleich- 
’schwebend- temperirten  Scala,  gerade  wie  man  die  12  'I’öne  der  ge- 
wöhnlichen gleichschwebenden  Temperatur  bestimmt  durch  12  um  das 
Intervall  885:886  (Log.  = 0016.3)  zu  kleine  Quinten.  Die  Stufen  dieser 
neuen  Tonleiter  haben  alle  das  Schwingungsverhältniss  1 : = 1 : 1,01316 

oder  angenähert  76:77  und  den  Logarithmus  ~ 0,0188679  oder 
angenähert  01887,  sie  sind  also  nur  um  00095  grösser  als  das 
syntonische  Komma  80:81  = 1:1,0125  mit  dem  Logarithmus  01792. 
Man  kann  daher  zu  jedem  Tone  dieser  Scala  alle  möglichen  Intervalle, 
die  „grossen“  und  die  „kleinen“,  die  „verminderten“  und  die  „über- 
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massigen“,  fast  ganz  richtig  angeben  und  man  kann  daher  auch  auf  jedem 
der  53  Töne  eine  Dur-  und  eine  Molltonleiter  in  fast  reiner  Stimmung 
ausführen;  um  die  Fehler  derselben  auszurechnen,  habe  ich  vom  Grund- 
ton C ausgehend  abgezählt,  mit  welchen  Stufen  die  einzelnen  Intervalle 
übereinstimmen,  und  habe  dann  die  Logarithmen  dieser  Stufen  und  die 
Abweichungen  derselben  von  den  reinen  Intervallen  genau  berechnet; 
da  die  Scala  eine  gleichschwebendo  ist,  so  gelten  dieselben  Fehler  auch 
für  die  Intervalle  von  jedem  andern  Grundtoue  aus. 


Töno 

Stufen 

Logarithmen 

Fehler 

in  Logarithmen 

Grundton 

z.  B. 

C 

0 

00000 

00000 

kl.  halber  Ton 

Cis 

3 

05660 

— 00229* 

gr.  halber  Ton 

(i(’S 

5 

09434 

+ 00123 

kl.  ganzer  Ton 

d 

8 

15094 

— 00106 

gr.  ganzer  Ton 

D 

9 

^ 16981 

— 00012 

kl.  Terz 

11 

es 

14 

'"‘26415 

+ 00112 

gr.  Terz 

11 

c 

17 

32075 

— 00118 

Quarte 

F 

22 

• 41509 

+ 00006 

Quinte 

11 

G 

31 

58491 

— 00006 

kl.  Sexte 

11 

as 

36 

67925. 

-f  00118 

gr.  Sexte 

11 

a 

39 

73585 

— 00112 

kl.  Septime 

11 

h 

45 

84906 

-1-  00106 

gr.  Septime 

11 

h 

48 

90566 

— 00123 

Üctave 

11 

C/ 

53 

100000 

00000 

Für  die  Töne  der  beiden  Ilauptdreiklänge  habe  ich  die  Fehler  der 
Schwingungsverhältnisse  seihst  berechnet;  es  beträgt  nämlich  der  Fehler 
bei  der  kleinen  Terz  annähernd  1324  ; 1323  (zu  hoch) 
grossen  Terz  „ 1196  : 1197  (zu  tief) 

Quinte  ,,  12440  : 12441  (zu  tief). 

Fig.  6 stellt  fünf  Reihen  von  je  12  Quinten  mit  der  Helmholtz’- 
schen  Bezeichnung  dar  und  zwar  zunächst  nach  absolut  reinen  Quinten 
und  Terzen;  da  aber  bei  der  Kleinheit  des  Massstabes  die  kleinen 
Fehler  ziemlich  verschwinden,  so  kann  diese  Figur  auch  benutzt  werden 
als  graphische  Darstellung  der  Töne  des  Appunn’schen  und  des 
Helmholtz’schen  Harmoniums  und  zugleich  der  53stufigen  Scala.  In 
der  letztgenannten  Bedeutung  hat  man = 1Hs=E.^  E=E.^  Fis  = ^, 

^ und  ^is  = C'  zu  nehmen;  — das  Helmholtz’sche 
Instrument  enthält  aus  Spalte  III.  die  drei  Töne  as,  es,  6,  ferner 
sämmtliche  12  Töne  der  Spalte  II.  und  aus  Spalte  I.  die  neun  Töne: 
F,  C,  G,  2),  A,  E,  H,  Fis,  Cis]  — das  Ap pun n’sche  Harmonium  endlich 
enthält  die  36  Töne  der  drei  Spalten  I.,  IL,  III.;  man  könnte  dem- 
selben aber  auch  noch  die  12  Tone  der  Spalte  IV.,  eventuell  auch  noch 
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die  der  Spalte  V hinzufügoii.  Die  Fig.  6 enthält  überhaupt  die  Töne^ 
aus  denen  man  bei  Herstellung  eines  Instrumentes  mit  reiner  Stimmung 
eine  grössere  oder  geringere  Anzahl  auswählon  muss,  je  nach  den  An- 
sprüchen, denen  das  Instrument  genügen  soll.  Man  könnte  z.  B.  ein  dem 
Appunn’schen  Instrumente  ähnliches  bauen,  welches  die  Töne  der  Reihen 
II,  I und  IV  oder  I,  IV  uud  V enthält  — doch  würde  sich  ein  solches 
von  dem  A p p u u n’schen  nur  durch  eine  um  1 oder  2 Komma  höhere 
Stimmung  unterscheiden,  denn  cs  existirt  bekanntlich  noch  keine  all- 
gemein angenommene  feste  'ronhöhe  für  die  Töne  C,  c,  ^ u.  s.  w. 
Ich  habe  daher  auch  für  die  säinintlichen  Töne  des  vollständigen  Helm- 
holtz’schen  Systeines  (siehe  S.  115 — 118)  nur  relative  Schwingungs- 
zahlen,' bezogen  auf  C — ly  angeführt,  und  mich  dort  auf  die  abso- 
luten gar  nicht  eingelassen. 

Nach  der  jetzt  in  Frankreich  gesetzlich  cingeführten  sogenannten 
„tiefen  Stiinmnng“  dos  (liopason  tuirmal  macht  das  a der  eingestrichenen 
( )ctave : 


in  der  Seeuude  870  halbe  (sogenannte  „eiufaclie“)  oder  135  ganze  (so- 
genannte „doppelte“)  Schwingungen*).  Fasst  mau  diesen  Ton  als  Sexte 
der  C-Durtonleiter,  also  als  a (Reihe  II),  so  koinincn  auf  das  C’  (Rcilie  I) 
der  eingestrichenen  Octave  201  Schwingungen;  fasst  man  cs  aber  als 

Quinte  von  Dy  also  als  A (Reihe  I),  so  kommen  auf  C nur  257,777  

Schwingungen  in  der  Sccunde;  fasst  mkn  es  endlicli  als  das  A'  der 
glcichschwebend  temperirten  Scala,  so  erhält  mau  ein  eingestrichenes  C' 
mit  258,653  Schwingungen. 

Legt  man  der  Berechnung  das  von  Sch  ei  hier  vorgeschlagene  a' 
mit  440  Schwingungen  zu  Grunde,  so  erhält  man,  wenn  man  dasselbe 
als  a betrachtet,  ein  der  „eingestrichenen“  Octave  angehöriges  Cf  mit 
204  Schwingungen  in  der  Secunde;  diese  Tonhrdie  ist  zur  Berechnung 
der  Schwingungszahlen  der  andern  Töne  sehr  bequem,  da  sie  für  die 
meisten  'röne  der  C’-Durtonleiter  innerhalb  der  in  der  Musik  gebrauchten 
Octaven  nur  ganze  Zahlen  ergiebt.  Würde  zwnntens  der  'ron  der  Stimm- 
gabel als  A betrachtet,  so  erhielte.  C die  Schwinguugszahl  200,470470 

Auf  unsern  gewöhnlichen,  nach  gleichscliwebender  Temperatur  ge- 
stimmten Instrumenten  aber  hat  der  Ton  A'  in  Bezug  auf  C'  = 1 weder 
die  Schwingungszahl  noch  sondern  1,08179...  und  daraus  er- 
giebt sich,  dass  das  C'  unserer  Instrumente,  die  genau  im  ,, Kammerton“ 
gestimmt  sind,  in  der  Secunde  201,627...  Schwingungen  macht. 


*)  Die  Angabe,  dass  das  a dos  diapasnn  normal  Ö75  halbe  = 437,5  ganze 
Schwingungen  mache,  — wie  an  verschiedenen  Orten  angegeben  wird  — beruht 
wol  auf  einem  Irrthum;  vgl.  den  Katalog  akustischer  Apparate  von  König  in 
Paris  und  Wüllner,  Physik  1,  516. 
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Diese  Stimmung  wird  jetzt  vielfach  als  zu  hoch  angesehen  und 
man  hat  daher  auch  in  Deutschland  schon  an  manchen  Orten  die  oben 
erwähnte  „tiefe  Pariser  Stimmung“  eingeführt;  aber  selbst  diese  Stimmung 
ist  in  Vergleich  zu  den  früher  gebräuchlichen  Stimmungen  immer  noch 
ziemlich  hoch;  Chladni  z.  B.  giebt  als  eine  mittlere  Tonhöhe  die- 
jenige an,  bei  der  die  Schwingungszahleu  aller  C Potenzen  von  2 sind. 
Hiernach  kommen  auf  das  Contra-C  32  Schwingungen,  auf  das  grosse 

C 64 auf  das  der  eingestrichenen  Octavo  256  Schwingungen.  Durch 

Multiplication  dieser  Zahlen  mit  den  für  die  einzelnen  Töne  angegebenen 
relativen  Schwingungszahlen  erhält  mau  die  absoluten  Schwiugiings- 
zahlen  derselben;  für  die  verchiedenen  Töne  a der  eingestrichenen 
Octave  ergeben  sich  z.  B.  folgende  Werthe: 

' 1)  J = 256  • = 432 

2)  « = 256  • ^ ==.  426^ 

;i)  = 256  • =421,3113... 

4)  „ = 256  • = 437| 

Wollte  man  aber  auf  dom  genannten  Tone  C'  eine  gleichschwebend- 
temperirte  Tonleiter  aufbauen,  so  würde  sich  ein 

A'  mit  256  • 1,68179  = 430,538 

Schwingungen  ergeben,  was  also  ziemlich  genau  der  Tonhöhe  des  Or- 
chesters in  der  grossen  Oper  zu  Paris  im  Jahre  1822  entspricht,  denn 
dasselbe  hatte  damals  eine  Stimmgabel  mit  431  Schwingungen. 

Man  sieht,  wie  nothwendig  die  Unterscheidung  der  verschiedenen 
gleichnamigen  'J’öne  bei  genauem  Untersuchungen  ist.  Die  in  den 
meisten  Lehrbüchern  aus  Chladni^s  Akustik  fast  ungeändert  aufge- 
nommene Tabelle  über  die  relativen  Schwingungszahleu  aller  ^I’öne  der 
Tunleiter  ist  also  in  dieser  Beziehung  ungenügend,  denn  in  derselben 
sind  die  Töne  der  einzelnen  Quintenreihen  durchaus  nicht  unterschieden, 
sondern  nur  aus  den  verschiedenen  Quintenreihon  diejenigen  Töne 
herausgenommen,  deren  Schwingungszahleu,  wenn  sie  als  gewöhnliche 
Brüche  geschrieben  werden,  einen  möglichst  einfachen  Werth  haben. 
Da  man  nun  kein  bestimmtes  Priiicip  darüber  aufstollen  konnte,  wieviel 
'Föne  mau  aus  jeder  Quintenreiho  herausnehmen  sollte,  so  finden  sich 
für  einzelne  Intervalle  in  verschiedenen  Büchern  verschiedene  Werthe; 
Chladni  giebt  z.  B.  für  des  die  Schwingungszahl  |j|,  Wüllner  aber 
das  erstere  ist  nach  der  oben  von  uns  erweiterten  Ilauptmann- 
Uelmholtz’schon  Bezeichnung  des,  das  andere  Jene  Tabellen 

enthalten  also  nicht  allein  Töne  aus  den  4 Ilelmholtz’schen  Keihen, 
sondern  auch  aus  den  beiden  oben  (S.  119  u.  120)  noch  hinzugefügtou 
Keihen,  welche  ich  durch  unterstrichene  kleine  und  übnrstricheno  grosso 
Buchstaben  bezeichnet  habe;  die  dort  beispielsweise  bezeichneten  Töne 
sind  alle  in  den  Tabellen  von  Chladni  und  Wüllner  enthalten.  Mit 
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Hülfe  der  oben  angegebenen  Zahlen  kann  man  nun  jeden  Ton  dieser 
beiden  Tabellen  in  eine  der  (>  (^uiuteureiheu  einordnen,  nur  die  beiden 
von  Chladni  angegebenen  Töne; 

eses  = und  bb  = 

passen  in  keine  derselben,  sie  gehören  vielmehr  in  eine  Keihe,  welche 
noch  um  ein  Komma  höher  ist  als  die  höchste  jener  6 Reihen,  sie  sind 
demnach  zu  bezeichnen  durch; 

eses  oud  Ob 

weil  sie  nämlich  um  4 Komma  höher  sind,  als  die  'Föne  eses  und  66, 
also  um  6 Komma  höher  als  die  Töne  eses  und  66,  Diess  Intervall  beträgt 
aber  in  Logarithmen  6 • 01702=10752,  ist  also  .grösser  als  ein  halber  Ton. 

Durch  die  Unterscheidung  der  verschiedenen  Töne  gleiches  Namens 
erledigt  sich  zugleich  eine  Frage,  über  die  sich  Musiker  und  auch  Phy- 
siker zuweilen  untereinander  streiten,  die  Frage  nämlich,  ob  cis  oder 
des,  dis  oder  es  höher  sei;  man  sieht  nämlich  jetzt  ein,  dass  diese 
Frage  im  Allgemeinen  gar  nicht  beantwortet  werden  kann,  denn  es  ist 
z.  B.  Cis  höher  als  i>es,  aber  tiefer  als  Jjes  u.  s.  w. 

Bei  dieser  Gelegenheit  möchte  ich  noch  auf  einige  andere  ünge- 
nauigkeiteu  aufmerksam  machen,  die  sich  bei  der  Lehre  von  den  mu- 
sikalischen Intervallen  auch  in  den  besten  Lehrbüchern  der  Physik  finden. 

In  säinmtlichen  mir  bekannten  Auflagen  des  grossen  Lehrbuchs 
und  auch  des  Grundrisses  der  Physik  von  Joh.  Müller  ist  die  Note: 

<;Y  1~ " 

als  kleines  ,>c“;  die  Note  zJ* — aber  als  einge- 

strichenes ,,c'“  bezeichnet,  während  bekanntlich  beide  Noten  gleich- 
massig  das  eingestrichene  „c'*‘  bezeichnen. 

Auch  in  dem  trefflichen  Buche  von  Wüllner,  in  dem  das  Capitel 
von  den  musikalischen  Intervallen  mit  ziemlicher  Ausführlichkeit  be- 
handelt ist,  finden  sich  einige  kleine  Ungenauigkeiten,  die  ich  mir  hier 
anzuführen  erlaube. 

Wüllner  sagt  nämlich  (I,  S.  506),  dass  der  Unterschied  von  einem 
Komma  (^)  vom  Ohre  nicht  mehr  wahrgeiiommeu  werde,  während  doch 
schon  nach  den  Untersuchungen  von  Chladni  (dessen  Akustik  S.  55), 
„ein  um  verstimmtes  Intervall  von  keinem  unverdorbenen  Ohre  ohne 
Widerwillen  angehört  werden  kann.“ 

Auf  derselben  Seite  gieht  Wüllner  die  Abweichungen  in  den  In- 
tervallen an,  die  die  Töne  der  C-Durtonleiter  miteinander  bilden,  es 
fehlt  da  aber  nicht  nur  die  in  den  Berichtigungen  zur  zweiten  Ausgabe 
angemerkte  falsche  Quinte  h — f",  die  wir  nach  der  Ilauptmann’schen 
Bezeichnung  h — F'  zu  schreiben  haben,  sondern  auch  noch  die  falsche 
Quarte  a — />',  die  falsche  Sexte  F — J)'  und  die  falschen  kleinen  Sep- 
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liineii  D — (T,  G — fl  — A'\  der  Werth  der  kleinen  Sexte  F — D'  ist 
auch  in  der  'rabelle  auf  S.  505  falsch  angegeben. 

Endlich  fehlen  auf  S.  502  bei  der  Aufzählung  der  cunsonanton 
Accorde  zwei  Umlagerungen;  Wüllner  giebt  nämlich  als  consonante 
Accorde  mit  dem  tiefsten  Tone  C nur  die  folgenden  4 an : 

1)  der  gewöhnliche  C-Duraccord  (C — e — G)^ 

2)  der  gewöhnliche  C-Mollaccord  {C—Js — 

3)  der  (Terz-)Sextaccord  in  «-Moll  (C — e — «), 

4)  der  Quart-Sextaccord  in  F-Dur  {C — F — «); 
es  fehlen  also  noch 

5)  der  (Terz-)Sextaccord  in  J^^-Dur  (C — Js  — as)i 

6)  der  Quart- Sextaccord  in  i<’-Moll  {C — F — ^). 

Die  Accorde  3 — G sind  bekanntlich  nur  Umlagerungen  der  beiden 
ersten;  aus  dem  6'-Duraccord  C — e — G folgt  nämlich  als  erste  Um- 
lagerung der  Sextaccord  e — G — C'  (cfr.  Nr.  5)  und  als  zweite  Um- 
lagerung der  Quart-Sextaccord  G — — e (cfr.  Nr.  4),  ebenso  folgen 

aus  dem  C-Mollaccord  C — ^ — G der  Sextaccord  Js  — — C (Nr.  3) 

und  der  Quart-Sextaccord  6’  — C — es  (Nr.  G).  Man  kann  diese  Um- 
lagerungen sehr  gut  demonstriren  an  dem  Accordmesser  (Fig.  1);  — auch 
die  eben  erwähnten  Abweichungen  der  einzelnen  Intervalle  der  6’-Dur- 
touleiter  erkennt  man  mit  Hülfe  der  graphischen  Darstellung  (Fig.  2)  leicht. 

Man  sieht  hieraus,  wie  bequem  diese  graphische  Darstellung  zur 
Demonstration  aller  Gesetze  der  musikalischen  Akustik  ist:  auch  für  die 
zu  einem  Grundtone  gehörigen  harmonischen  Obertönc  kann  man  eine 
sehr  praktische  Darstellung  geben.  Zum  Grundtone  C = \ gehören 
bekanntlich  die  Ober-  oder  Theiltöne;  C — 2,  G’  — 3,  (f'  = 4,  c"  = 5, 
G"  = 6 u.  8.  w.;  die  Logarithmen  dieser  Töne  sind  folgende: 


Theiltöne  , Lojfarithmcn 

1 . 2 . 4 . 8 . = 6'  00000 

9 . = />  16993 

5 . 10  . = e 32193 

11  . (=  ^ -[-)  45943  ■ 

3 . 6 . 12  . = G 58494 

13  . (=  « — ) 70044 

7 . 14  . (=  b — ) 80736 

15  . = A 90689 

2.4.8.16.  = er  100000 


Neben  den  Nummern  der  einzelnen  Theiltöne  sind  die  Noten  an- 
gegeben, die  denselben  entsprechen,  Ges  ist  aber  etwas  zu  erhöhen, 
« und  b dagegen  etwas  zu  erniedrigen,  um  den  betreffenden  Theil- 
tönen  gleich  zu  werden.  — Fig.  7 und  8 stellen  die  Obertöne  des 
Grundtones  C graphisch  dar. 

Fig.  7 zeigt  eine  erweiterte  Form  des  oben  bereits  erwähnten. 
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von  Mach  construirten  Modells  zur  Demonstration  der  Obertöne.  Zur  Er- 
läuterung bemerke  ich  Folgendes:  Zwischen  den  die  ganze  Figur  der 
Länge  nach  durchziehenden  Linien  ß und  y befinden  sich  kleine  Striche, 
welche  für  die  darunter  stehenden,  zwischen  ct  und  ß befindlichen 
Tasten  die  Tonhöhe  nach  gleichschwebender  Temperatur  angeben;  die 
Striche  in  dem  Raume  zwischen  den  Linien  y und  a bedeuten  die  Ton- 
höhe der  Thoiltöne  des  tiefsten  C der  Claviatur,  bis  zum  20.  hinauf. 
Schneidet  man  nun  die  ganze  Figur  aus  und  trennt  sie  dann  längs  der 
Linie  y,  so  kann  man  die  obere  Hälfte  beliebig  an  der  untern  ver- 
schieben und  dadurch  die  Obertöne  zu  jedem  beliebigen  Grundtone 
finden.  Wegen  des  kleinen  Massstabes  — die  Octave  ist  hier  nur 
.50"""  lang  — sind  die  Abweichungen  der  teraperirten  C^uinten  und 
'rerzen  kaum  merklich,  wol  aber  die  der  natürlichen  Septime  (7,  Theil- 
ton  : /■)  von  der  kleinen  Septime  B,  welche  bei  dem  Mach’schen  Mo- 
delle Zusammenfällen.  — ^J'heilt  man  nun  den  Streifen,  der  die  Marken 
für  die  Theiltönc  trägt,  noch  einmal  längs  der  Linie  d,  so  kann  man 
die  Figur,  wie  das  Macli’sche  Modell,  benutzen  zur  Demonstration  der 
H e Im holtz’schen  Theorie  der  Consonaiiz  und  Dissonanz.  Es  empfiehlt 
sich,  dass  man  zu  diesem  Zwecke  die  ganze  Figur  auf  Pappe  kleben 
und  in  der  durch  Fig.  7'’  im  Querschnitt  angedeuteten  Weise  einrichteu 
lässt.  Man  kann  dann  die  beiden  Streifen,  die  die  Marken  für  die 
Theiltöne  tragen,  in  dem  Spalte  hinter  der  Tastatur  beliebig  hin  und 
her  schieben:  Man  stelle  zuerst  den  breitem  Streifen  (d  — a)  mit  der 
Marke  Nr.  1 auf  den  tiefem  der  beiden  zu  vergleiclienden  'Töne,  den 
schmalem  (y  — d)  aber  auf  den  hohem,  dann  kann  mau  das  Verhältniss 
der  Obertöne  beider  Klänge  bequem  übersehen  und  die  von  Ilel m h o 1 1 z 
angegebenen  Gesetze  leicht  anschaulich  nachweisen.  — Will  man  statt 
der  temperirten  Intervalle  die  natürlichen  untersuchen,  so  kann  inan 
die  Marken  für  dieselben  zwischen  ß und  y nach  den  oben  ange- 
gebenen Werthon  der  Logarithmen  leiclit  einzeichnen,  man  muss  aber 
beachten,  dass  der  Massstab  dieser  Figur  nur  halb  so  gross  ist,  als  in 
den  Figuren  1 — 6;  die  Unterscliiede  zwischen  der  natürlichen  und  der 
reinen  Stimmung  sind  also  hier  nicht  so  auffallend. 

ltn  Massstabe  der  andern  Figuren  (Octave  = 1(K>  Millimeter) 
werden  die  Theiltöne  von  C durch  Fig.  8 dargestellt;  hier  sind  zur 
Vergleichung  die  Töne  der  C-Durtonleiter  in  reiner  Stimmung  beige- 
fügt. — Die  Figur  zeigt  nicht  nur,  dass  die  Theiltöne  um  so  naher  bei 
einander  liegen,  je  höher  sie  sind,  sondern  auch,  dass  in  jeder  hohem 
Octave  die  Töne  der  vorigen  sich  wiederholen,  dass  sich  aber  jedesmal 
ein  neuer  Theilton  — mit  ungerader  Zahl  — zwischen  dieselben  ein- 
schiebt, so  dass  in  jeder  folgenden  Octave  noch  einmal  so  viel  Theil- 
tönc auftreten,  als  in  der  vorigen. 

Halle,  im  Januar  1868. 
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Vorstehender  Aufaatz  war  schon  im  Druck,  als  icl»  erfuhr,  dass  die 
in  demselhen  enthaltene  Anwendung  der  Logarithmen  nicht  — wie 
S.  107  angegeben  ist  — von  Marpurg,  sondern  von  Leonhard 
Euler  herrührt.  Derselbe  entwickelt  in  seinem  Werke:  ^yTcnlamcn 
novac  theorine  musicac*^*'  (cap.  IV,  §.  35  u.  flg.),  das»  das  Mass  des  In- 
tervalles zwischen  zwei  Tönen  « und  b bestimmt  ist  durch  den  Lo- 
garithmus ihres  Quotienten:  / ~ — Ib  — /«;  demnach  sei  das  Mass  für  das 

Octavenintervall  (griechisch  diaTCuOiov)  gleich  log  2 und  das  Mass  für  die 
Quinte  [ßuinevxi)  gleich  log  ^ = log  3 — log  2;  er  bemerkt  auch  gleich, 
dass  es  hiernach  kein  noch  so  kleines  Intervall  giebt,  welches  zugleich 
ein  aliquoter  Theil  der  Quinte  und  der  Octave  ist;  ähnlich  verhält  es 
sich  mit  der  Terz.  An  einer  andern  Stelle  (VII,  4)  sagt  er,  dass 
w'egon  der  Wichtigkeit  und  der  häufigen  Anwendung  des  Octaven- 
intervalles  die  Kechnung  am  bequemsten  wird,  wenn  mau  einen  ,,Crt«o;<“ 
anwendet,  in  welchem  der  ^^lognrithmus  binarii  collocatur  er 

wendet  in  Folge  dessen  ebenfalls  die  Logarithmen  mit  der  Basis  2 an.  — 
Ob  Marpurg  auch  diese  Logarithmen  benutzt,  weiss  ich  nicht,  da  ich 
dessen  Werk  nur  «aus  einem  Citate  Chladni’s  kenne.  — Das  S.  107 
erwähnte  Opelt’sche  Buch  ,, Allgemeine  'J'heorie  der  Musik“ 
enthält  im  Wesentlichen  nichts  anderes,  als  das  oben  citirte  Euler’sche. 
— Dagegen  bringt  Drobisch  in  3 Abhandlungen  über  die  Tonleiter 
mancherlei  Neues:  Die  älteste  ,,übcr  die  mathematische  Bestim- 
mung der  musikalischen  Intervalle“  (herausgeg.  von  der  Ja- 
blonowski’scheu  Gesellschaft)  enthält  einen  Versuch,  mit  Hülfe  der 
Principien  der  II orbart’schen  Philosophie  die  Erscheinungen  der  Con- 
sonanz  und  Dissonanz  zu  erklären  — ein  Versuch,  der  durch  die 
Hel  mholtz’scho  Theorie  wol  als  erledigt  zu  betrachten  ist;  der  ma- 
thematische Theil  der  genannten  Abhandlung  wird  ausführlicher  wieder- 
holt in  einer  späteren  Schrift  (heraiisgegeben  von  der  K.  Sachs.  Ge- 
sellschaft der  Wissenschaften)  ,,übcr  musikalische  T o übest im- 
mung  und  Temperatur“,  zu  der  dann  noch  ein  ,, Nachtrag“  er- 
schienen ist. 

Es  ist  zu  bedauern,  dass  Drobisch  bei  A^)fnssang  dieser  Schriften 
die  Hclmhültz’scho  Unterscheidung  der  gleichnamigen  Töne  E und 
e u.  s.  w.  noch  niolit  kannte,  denn  hierdurch  würde  seine  Darstellung 
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noch  viel  klarer  geworden  sein.  Er  beweist  zwar,  dass  die  erhöhoten 
und  erniedrigten  Töne  cis,  des  u.  s.  w.  sich  gar  nicht  schlechthin, 
sondern  nur  beziehungsweise  bestimmen  lassen,  nämlich  unter 
Voraussetzung  einer  oder  der  andern  Tonart,  allein  er  unterscheidet 
die  verschiedenen  Töne  gleiches  Namens  nicht  durch  verschiedene  Be- 
zeichnung; auch  wagt  er  es  nicht,  den  Ilaupttönen  c,  d,  e . . .,  je 
nach  den  Tonarten,  in  denen  sic  angewendet  werden  sollen,  verschie- 
dene Höhe  (C,  c u.  s.  w.)  beizulegen.  Hätte  er  diese  Unterschiede  ge- 
macht, so  wäre  er  nothwendig  zu  dem  Hauptmann-Helmholtz’schen 
System  gelangt,  denn  seine  Classification  der  Töne  ist  diesem  System 
schon  'sehr  ähnlich.  Er  bestimmt  nämlich,  wie  Hauptmann  und 
Helm  holt  z,  die  Töne  nur  durch  Quinten  und  Terzen  und  setzt  zur 
Abkürzung  das  Intervall  der  Quinte:  f = ^,  das  der  Terz:  ^ = Ty 
ferner  log  Q = g und  log  T ==  ty  den  Logarithmus  der  Octave:  log  2=1 
und  bringt  alle  Töne  auf  die  Form  2'"  • 0"  • T/*,  logarithmisch  m -|-  »p  -f-  pl. 
Nimmt  man  nun  auf  die  Verschiedenheit  der  Octaven  keine  Rücksicht, 
vernachlässigt  also  m,  so  kann  man  die  8 Classen  von  Drobisch  in 
folgende  allgemeine  Formen  bringen: 


Schwingungszalilen  Logarithmen 

Classe  I.  0"  M 

yy  III.  TV  pl 

yy  V.  (T  TV  nq  + pt 

yy  VII.  Q~"  TP  Uq  pl 


Scbwingungszahlen  Logarithmen 

Classe  II.  Q~’*  — nq 

yy  IV.  T-P  —pt 

yy  VI.  Q-^  T~p  — nq—pt 

„ VIII.  0'*  T~v  nq — pl. 


Diese  Classification  hat  2 Uebelständc,  erstens  sind  die  Classen  I — IV 
nur  specielle  Fälle  der  Classen  V — VIII,  und  dann  sind  in  diesen  letzteren 
jedesmal  2 Veränderliche  n und  p,  so  dass  die  Zahl  der  Töne  in  jeder 
dieser  Classen  nach  2 Richtungen  unendlich  ist.  Bei  der  Helmholtz’- 
schen  Eintheilung  aber  giebt  es  nur  einfach -unendliche  Reihen;  die 
allgemeinen  Formen  derselben  sind  unter  Benutzung  der  Zeichen  Q 
und  T oder  q und  l folgende: 


allgemeinste  Form: 

Schwingiingszahlen 
0"  . Tv 

Logaritlimen 

nq  -f  pl 

• 

Reihe  III  (Gis) 

Qn  \ 

• 

nq  2l 

„ II  {c) 

Qn 

nq  -f  t 

» I {C) 

0” 

nq 

..  IV  («,) 

nq  — t 

» V {Fes;) 

Q»T-^ 

nq  — 2l 

u.  s.  w. 


In  jeder  von  diesen  Reihen  kann  n alle  möglichen  ganzen  Zahlen 
bedeuten;  die  positiven  n geben  die  aufsteigenden  Reihen,  die  nega- 
tiven n dagegen  die  absteigenden,  ;j  = 0 endlich  giebt  den  jedes- 
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maligen  Grundton  der  Reihe.  Um  die  Töne  in  die  Octave  zwischen 
C und  C zu  verlegen,  wie  in  unsern  obigen  Tabellen,  hat  man  die 
Schwingungszahlen  mit  einer  Potenz  von  2 (2*")  zu  multipliciren  oder 
zu  dividiren,*  so  dass  sie  zwischen  1 und  2 fallen',  und  die  Logarith- 
men um  soviel  (w)  Einheiten  zu  vergrössern  oder  zu  verkleinern,  dass 
sie  zwischen  0 und  1 fallen. 

Die  Bezeichnung  m -|-  nq  -f-  pl  ist  sehr  geeignet,  um  die  Ent- 
stehung und  Bedeutung  gewisser  kleiner  Intervalle  auf  einen  Blick  zu 
übersehen;  diese  kleinen  Intervalle  kommen  besonders  in  altern  Werken 
z.  B.  bei  Euler  ziemlich  häufig  vor;  ich  habe  in  der  folgenden  üeber- 
sicht  stets  ein  Intervall  aus  den  Ilelmholtz^schen  Quintenreihen  als 
Beispiel  zugefügt: 


Intervalle  Scliwingungs-  Lopfarithmen 

Verhältnisse 


1)  Schisma 

C ; his, 

32708:32805 

00103  = 

: l — |—  8y  — 5 

/2)  Diaschisma 

IIL\ : C 

2025 : 2048 

01029  = 

3— /2/-}-47){=  lOScliisina 

— 3)  Synton. Komma 

C:c 

80:81 

01792  = 

ly-/ 

(=  1 1 Sch.) 

4)  Pythag.  Komma 

C : II iS, 

524288:531441 

01955  = 

12y-7 

(=12  Sch.) 

1 5)  Kleine  Diesis 

fiij, : C 

125:128 

03421  = 

1—3/ 

(=2 11  Sch.) 

0)  Grosse  Diesis 

His ; ä 

625:048 

05214  = 

4(y-/)-l 

(=32  Sch.) 

l 7)  Kl.  halber  Ton 

C:(J£ 

24:25 

05889  = 

2t  — q 

(=  30^  Sch.) 

I 8)  Gr.  halber  Ton 

(■‘des 

15:10 

09311  = 

1-t-q 

(=57 1^  Sch.) 

9)  Pythag.  Limma 

C : Jtes 

243:250 

07519  = 

3 — 5y 

(=401  Sch.) 

( 10)  Kleines  Limma 

C : cis 

128:135 

07681  = 

a,/+i-ü 

(=471  Sch.) 

1 1)  Grosses  Limma 

C : Des 

25 : 27 

11103  = 

(=681  Sch.) 

Drobisch  weicht  von  diesen  aus  Euler  und  Chladni  entnom- 
menen Angaben  zum  Theil  ab,  er  nennt  nämlich  das  pythagoreische 
Limina  den  „diatonischen  halben  Ton“  und  die  grosse  Diesis  den 
,,  ürittheilston  “,  während  er  unter  dem  Namen  der  grossen  Diesis  das 
Intervall  ces-£  = 243:250,  log  = 3/  — hq  = 04097  versteht,  auch 
führt  er  noch  einen  ,, verminderten  kleinen  halben  Ton“  Deses'.cis 
= 3072:3125,  log  — hl  — y—  1 = 02468  und  ein  ,, Komma  der  Alten“ 
= 1 des  grossen  ganzen  Tones,  log  — ^ (2y— 1)  = 01888  an.  Die 
Reihe  dieser  in  den  Lehrbüchern  meistens  nicht  angegebenen  Intervalle 
wird  vervollständigt  durch  den  der  pythagoreischen  Dur-Tonleiter 
angehörigen  Ditonus  = 2 grossen  ganzen  Tönen  = Cx  K = 04  :81, 
des.sen  log  = 4y  — 2 = 3398^  ist  und  den  Tritonus  für  den  Euler 
folgende  Werthe  angiebt: 


1 1)  18:25  = 

|2)  32:45  = 

|3)  45:04  = Cxyes\ 
|4)  25:30  = 


log  = 1 - 2(v— /)  = 47393 
log  = / 2y  — 1 = 49185 
log  =1  — t — 2y  = 50815 
log  = 2 (y  - /)  - 1 = 52007 
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Nachdem  Drobisch  die  Lehre  von  den  Intervallen  beendigt  hat, 

* kommt  er  zu  der  Temperatur  und  sucht  da  diejenigen  gleichsch we- 
benden Temperaturen  zu  bestimmen,  deren  Fehler  so  beschaffen  sind, 
dass  sie  eine  möglichst  kleine  Quadratsumme  geben.  Ausser  mehreren 
andern  entwickelt  er  auch  die  53stuiige  Temperatur,  er  gelangt  aber 
zu  derselben  auf  einem  ganz  anderen  Wege  als  wir  oben  (S.  130).  Noch 
vollkommener  soll  eine  118stufige  gleichschwebende  Temperatur  sein, 
die  Stufe  derselben  ist  ungefähr  ein  halbes  syntonisches  Komma,  näm- 
lich in  Logarithmen  = 0081,7,  — es  scheint  aber  hier  bei  Drobisch 
ein  Rechenfehler  vorzuliegen.  Die  übrigen  Temperaturen  haben  vom 
Standpunkte  der  Helmholtz’ sehen  Theorie  aus  geringeres  Interesse. 

• Zum  Schluss  noch  ein  Wort  über  die  Bedeutung  der  Loga- 
rithmen. Euler  hat  dieselben  einfach  als  Mass  für  die  Inter- 
valle eingeführt,  Drobisch  geht  einen  Schritt  weiter,  indem  er  die- 
selben betrachtet  als  Mass  für  die  Empfindung  der  Tonhöhe. 
Dioss  Gesetz  für  die  Abhängigkeit  der  Empfindung  von  dem  empfun- 
denen Reiz  hat  Fechner  in  seiner  Psychophysik  noch  mehr  er- 
weitert und  auf  die  Empfindungen  aller  Sinnesorgane  ausgedehnt.  Er 
weist  nach,  dass  innerhalb  bestimmter  Grenzen  alle  Sinnesorapfin- 
dungen  proportional  mit  dem  Logarithmus  des  Reizes 
wachsen,  nicht  mit  dem  Reize  direct.  Das  Mach 'sehe  Modell*) 
(Fig.  7)^  lässt  sich  nun  auch  als  eine  graphisclie  Darstellung  dieses  Ge- 
setzes (des  sog.  Weber’schen  Gesetzes)  ansehen:  Die  Tasten,  resp. 
die  Striche  zwischen  den  Linien  ß und  y bedeuten  gleiche  Zuwüchse 
der  Empfindung,  die  Zahlen  au  der  Linie  6 oder  e aber  die  Grösse 
des  Reizes.  Der  Reiz  1 ist  der  „Schwellenwerth  des  Reizes“,  die 
zugehörige  Empfindung  ist  gleich  Null,  zum  Reiz  2 gehört  eine  Em- 
pfindung 1 , ein  weiterer  Zuwachs  des  Reizes  um  1 erhöht  aber  die 
Empfindung  nur  um  0,5849G  (=  q)  und  erst  der  Reiz  4 giebt  die  Em- 
pfindung 2;  überhaupt  sicht  man  dass  die  Reizzuwüchse  bei  wachsenden 
Reizen  immer  kleinere  Empfindungszuwüchse  bedingen  oder  „auslösen“. 
— Durch  diese  Anwendung  des  Mach’ sehen  Modells  erhält  dasselbe 
also  noch  eine  allgemeinere  Bedeutung  für  die  Psychophysik. 

Halle,  im  .Tuli  1868.  G.  Sch. 

*)  Zum  Gehrnncli  in  Vorlcstiuf^cn  u.  8.  w.  empficlilt  es  sich,  dicss  Modell 
etwas  grösser  licrzustcllen.  Herr  liuchhimlerineister  A.  Henning  hiersclbst  liefert 
dasselbe  in  ,3mal  grösseren  Massstabe  (Octave  = das  ist  also  ungefähr  die 

natürliche  Grösse  <ler  CMaviertastatnr)  bei  einer  I.änge -von  4 Oötaven  (Theilton 
1 — IC)  zu  dein  billigen  Preise  von  ^ Thlr.  Zu  bemerken  ist  noch,  dass  bei  l’’m- 
kehrung  des  Streifens  y — d'  «lie  Zalilcn  an  der  Linie  y nngeben,  in  welchen 
Klängen  der  Tmi  1 als  zweiter,  dritter  ....  Tlieilton  enthalten  ist. 
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Recensionen. 

Aufgaben  aus  der  analytisohen  Mechanik,  von  Dr.  A.  Fuhrmann,  Assi- 
stent für  Mathematik  und  Vermessungslehre  an  der  königl.  polytech- 
nischen Schule  zu  Dresden.  Mit  einem  Vorworte  von  Dr.  O.  Schlö- 
MiLCH,  königl.  sachs.  Hofrath , Professor  etc.  etc.  In  zwei  Thei- 
len.  Erster  Theil:  Aufgaben  aus  der  analytischen  Geostatik.  Mit 
in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitten.  Leipzig,  Verlag  von 
B.  G.  Teubner.  1867. 

Da  eine  Besprechung  des  vorliegenden  Werkes  hier  unpassend  sein 
würde,  so  möge  das  Vorwort  des  Unterzeichneten  Platz  finden.  Es  lautet: 
,,Wenn  es  schon  zur  tieferen  Kenntniss  einer  fremden  Sprache  uner- 
lässlich ist,  nicht  nur  das  Geschriebene  oder  Gesprochene  zu  verstehen,  son- 
dern auch  selbst  die  Sprache  reden  zu  können,  so  darf  man  von  der  Sprache 
der  exacten  Wissenschaften  um  so  mehr  behaupten,  dass  sie  nicht  blos  ge- 
lernt, sondern  auch  geübt  sein  will.  Findet  man  doch  häufig  genug  unter 
seinen  Zuhörern  solche,  keineswegs  unbegabte  Studirende,  welche  zwar 
alles  Vorgetragene  bestens  verstanden  haben,  die  sich  aber  äusserst  un- 
geschickt anstellen,  sobald  ihnen  die  selbständige  Lösung  einer  Aufgabe  zn- 
gemuthet  wird,  die  etwas  mehr  verlangt,  als  die  Substitution  specieller 
Werthe  in  allgemeine  Formeln.  Dieser  Erfahrung  dankt  das  hiesige  Poly- 
technikum schon  seit  langer  Zeit  die  bewährte  Einrichtung,  den  Vorträgen 
über  reine  und  angewandte  Mathematik  besondere  Repetitionen  beizugeben. 
Letztere  beschränken  sich  nicht  auf  eine  blosse  Wiederholung  des  Vor- 
getragenen, vielmehr  suchen  sie  durch  zahlreiclie  Beispiele,  welche  von  den 
Studirenden  theils  coram  oinnibus  weiss  auf  schwarz  gerechnet,  theils  zu 
Hause  bearbeitet  werden,  dem  Jünger  der  Wissenschaft  die  erforderliche 
Gewandtheit  in  der  Lösung  von  Aufgaben  zu  verschaffen.  Die  nämliche 
Einrichtung  empfiehlt  auch  der  deutsche  Ingenieurverein  in  seinem  (3rga- 
nisationsplane  der  polytechnischen  Institute,  jedoch  mit  dem  ausdrücklichen 
Wunsche,  dass  die  Repetitionen  womöglich  von  dem  Vortragenden  Professor 
selbst  abgehalten  werden  möchten.  Gegen  die  Zweckmässigkeit  dieses  Vor- 
schlags lässt  sich  aber  ein  Bedenken  erheben.  Da  Niemand  seine  Indivi- 
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dualität  verleugnen  kann,  fio  -wird  der  repetirende  Professor  seiner  An- 
scliauungs-  und  Ausdrucksweise  treu  bleiben,  also  nur  noch  einmal  sagen, 
was  er  schon  im  Vortrage  gesagt  hat;  der  Assistent  dagegen  bringt  die  Sache 
unter  einem  anderen  Gesichtspunkte  und  in  anderer  Redeform  wieder  und 
bietet  damit  dem  Zuhörer  eine  neue  Seite  des  Gegenstandes  dar.  Wir 
machen  ja  nicht  selten  die  Erfahrung,  dass  von  zwei  Rednern,  die  ihr 
'J’hema  mit  gleicher  Klarheit  behandeln,  der  eine  sympathischer  für  uns  ist, 
als  der  andere  und  dass  wir  eben  deshalb  den  ersten  jeichter  verstehen, 
während  Andere  den  zweiten  vorziehen;  giebt  mau  dies  zu,  so  muss  man  es 
gerade  bei  abstracten  Wissenschaften  für  einen  Vortheil  halten,  wenn  dem 
Studirenden  die  Gelegenheit  geboten  wird,  über  denselben  Gegenstand  zwei 
verschiedene  Docenten  zu  hören.  Eine  praktische  Schwierigkeit  dürfte  hier- 
aus nicht  entspringen , sobald  sich  der  Assistent  im  Allgemeinen  dem  Ge- 
dnnkengange  des  Professors  anzuschmiegeu  weiss,  und  der  Professor  kein 
l^edant  ist,  der  da  meint,  dass  es  ohne  seine  sacramentaleii  Formeln  gar 
nicht  gehen  könne. 

Das  hiesige  Polytechnikum  besitzt  glücklicher  Weise  in  Herrn  Dr.  Fuhr- 
mann einen  Assistenten,  der  meine  Vorträge  über  höhere  Analysis  und 
analytische  Mechanik  wirksam  zu  unterstützen  versteht,  und  ich  habe  es 
daher  gern  übernommen,  dem  Erstlingswerke  desselben  einige  empfehlende 
Worte,  auf  den  Weg  zu  geben.  Sowohl  für  Repetitionen  als  für  das  Selbst- 
studium ist  eine  Aufgabensammlung  ohne  Zweifel  ein  willkommenes  Hülfs- 
mittel,  und  da  in  der  That  keine  Sammlung  vou  Aufgaben  aus  der  analyti- 
schen Mechanik  existirt,  welche  den  Bedürfnissen  der  Studirenden  an  Uni- 
versitäten und  polytechnischen  Instituten  entspricht,  so  dürfte  das  vorlie- 
gende Buch  wohl  als  eine  zeitgemässe  Erscheinung  gelten.  Der  erste  Theil 
desselben,  welchem  ein  zweiter  unverzüglich  folgen  wird,  enthält  nur  Auf- 
gaben aus  der  Statik  fester  Körper,  wobei  Probleme  über  die  Elast icität 
und  Festigkeit  ausgeschlossen  wurden,  weil  diese  an  polytechnischen  Schu- 
len in  besonderen  Vorlesungen  ausführlich  behandelt  zu  w’erden  pflegen. 
Die  meisten  der  initgetheilten , für  das  erste  Stadium  der  analytischen  Me- 
chanik berechneten  Aufgaben  sind  neu;  Bekanntes  ist  selten  und  nur  daun 
aufgenommen  w^orden,  w’enn  sich  später  eine  Verweisung  darauf  nöthig 
machte.  Bei  schweren  Aufgaben  findet  man  eine  Andeutung  über  den 
Gang  der  Auflösung,  bei  leichteren  ist  nur  das  Resultat  angegeben.  Und 
damit  sei  diese  anspruchslose,  jedenfalls  aber  brauchbare  Schrift  den  Leh- 
rern und  Jüngern  der  Wissenschaft  bestens  empfohlen. 

Dresden,  im  August  1807. 

SCHLÜMILCll. 
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Sammlang  von  Aufgaben  ans  der  algebraischen  Analysis.  Bearbeitet  von 
Job.  Liebleix,  Professor  am  Polytechnikum  zu  Prag.  Prag,  Ver- 
lag von  J.  Satow.  Ib07. 

An  dem  Prager  Polytechnikum  ist  die  algebraische  Analysis  als  selb- 
ständige Disciplin  in  den  Lehrplan  aufgenommen  und  findet  ihre  Vertretung 
in  den  Vorträgen  des  Verfassers.  Dem  letzteren  machte  sich  hierbei  der 
Mangel  einer  Aufgabensammlung  fühlbar  und  dieser  bewog  ihn,  „die  eben 
so  mühsame  als  wenig  dankbare  Bearbeitung'*  eines  solchen  Hülfsbuches  zu 
unternehmen.  Dabei  hat  sich  der  Verfasser  ziemlich  genau  dem  Ilandbnch 
der  algebraischen  Analysis  des  Referenten  angeschlossen,  und  dem  entspre- 
chend giebt  die  Sammlung  zu  jedem  Capitel  des  genannten  Buches  (mit 
alleiniger  Ausnahme  des  Capitels  über  die  Mittclwcrthe  der  Functionen)  eine 
Reihe  von  Beispielen  und  Aufgaben  mit  nur  kurzen  Andeutungen  zur  Lö- 
sung der  schwierigeren  Aufgaben,  nebst  einigen , die  behandelten  Theorien 
ergänzenden  Zusätzen.  Hiermit  dürfte  der  allgemeine  Charakter  des  vor- 
liegenden Werkchens  bezeichnet  sein;  in  Beziehung  auf  das  Detail  mögen 
noch  einige  Bemerkungen  folgen. 

Vor  Allem  ist  rühmend  anzuerkennen,  dass  die  Sammlung,  trotz  ihres 
geringen  Umfanges  von  12  Bogen,  einen  grossen  Reichthum  an  Beispielen 
und  Aufgaben  enthält,  und  dass  die  letzteren  methodisch  gut  geordnet  sind, 
d.  b.  eine  Stufenfolge  vom  Leichten  zum  Schweren  darbieten.  Weniger 
einverstanden  ist  Referent  mit  der  Trennung  der  Aufgaben  von  ihren  Lö- 
sungen; werden  nämlich  die  letzteren  überhaupt  mitgetheilt,  so  ist  es  für 
den  Gebrauch  des  Buches  ohne  Zweifel  bequemer,  die  Lösung  unmittelbar 
nach  der  Aufgabe  zu  finden,  statt  sie  in  einem  Anhänge  suchen  zu  müssen. 
Der  letztere  enthält  übrigens  eine  Fülle  werthvoller  Bemerkungen,  nament- 
lich über  unendliche  Reihen,  unendliche  Produete  und  Kettenbriieho. 
Beispielweis  seien  erwähnt  1)  der  Satz,  dass  die  unendlichen,  nur  positive 
Glieder  enthaltenden  Reihen 

+ + + + 

und  t/(  “1"  Ar  f/fc  “f*  A*  wa-2  A*  "p . . . . 

gleichzeitig  convergiren  und  divergiren,  woraus  für  A=2  ein  specieller  Satz 
Cauchy’  s folgt;2)  die  Transformationen  verschiedener  unendlicherProducte 
und  Reihen,  welche  theils  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen,  theils 
bei  dei  Untersuchung  über  die  hypergeometrische  Reihe  eine  Rolle  spielen; 
3)  die  Betrachtungen  über  die  Convergenz  und  die  geometrische  Deutung 
der  Kettenbrüche.  Diese  Proben  werden  hinreichend  documentiren , dass 
der  Verfasser  w'eit  mehr  giebt,  als  man  nach  dem  Titel  seines  Werkchens 
erwarten  sollte,  und  dass  derselbe  überhaupt  die  Wissenschaft  mit  Freiheit 
und  Geschick  zu  behandeln  versteht.  Und  so  fjürchtet  Referent  keineswegs, 
dass  der  Verfasser  eine  „wenig  dankbare“  Arbeit  unternommen  habe.  • 
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Anleitung  zum  Linearzeiohnen,  von  Prof.  Delabar.  3 Hefte.  Freiburg  im 
Breisgau,  Herder’sche  Verlagshandlung. 

Der  Verfasser  geht  von  der  wohl  unzweifelhaft  richtigen  Idee  aus, 
dass  der  Unterricht  im  Linearzeichnen  drei  Stufen  haben  müsse.  Auf  der 
ersten  Stufe  steht  das  „geometrische  Linearzeichnen“,  wobei  es  zuniichst 
nur  darauf  ankommt,  den  Schülern  Fertigkeit  im  Gebrauche  der  Zeichnen- 
instrumente beiznbringen,  sie  an  genaue  und  reinliche  Ausführung  ihrer 
graphischen  Arbeiten  zu  gewöhnen  und  bei  dieser  Gelegenheit  eine  Reihe 
oft  vorkommender  geometrischer  Constructionen  einzuüben.  Die  nächste 
Stufe  enthält  die  „Elemente  der  darstellenden  Geometrie“  oder,  wie  Refe- 
rent kürzer  sagen  würde,  die  Projectionslehre,  deren  Aufgabe  ist,  jeden 
begrenzten  Körper  in  jeder  beliebigen  Lage  darzustellen.  Der  letzten 
Stufe  endlich  gehört  „die  weitere  Ausführung  der  rechtwinkligen  Projec- 
tionsart“  d.  h.  die  eigentliche  descriptive  Geometrie,  welche  auch  un- 
begrenzte Gebilfle  in  Untersuchung  nimmt  und  an  diesen  ganz  dieselben  Auf- 
gaben durch  Construction  löst,  w’elche  in  der  analytischen  Geometrie  cal- 
culatorisch  behandelt  werden.  Für  diese  drei  Unterrichtsstufen  sind  nun 
die  drei  Hefte  des  obigen  Werkes  bestimmt;  über  deren  Inhalt  mögen  einige 
Bemerkungen  folgen. 

Im  ersten  Hefte  giebt  der  Verfasser  zunächst  einige  praktische  Winke 
über  die  Behandlung  und  Handhabung  der  Instrumente  und  sonstigen  Ma- 
terialien; die  folgenden  Abschnitte  enthalten  die  gewöhnlichen  Construc- 
tioiien  von  Parallelen  und  Senkrechten,  die  Theilung  von  Geraden  und 
Winkeln,  die  Anfertigung  von  Maassstäben  etc.  Bei  den  Kreistheilungen 
dürfte  zweierlei  zu  erinnern  sein.  Erstens  ist  die  Anwendung  des  Trans- 

3Q0®  360® 

porteurs  zur  Construction  von  -|Y“  etc.  weder  sonderlich  bequem,  noch 


hinreichend  genau;  man  erhält  viel  bessere  Resultate , wenn  man  die  ge- 
suchten Centriwinkel  mittelst  ihrer  trigonometrischen  Tangenten  construirt. 


z.  B. 


360®  79 


tan = 


360® 

_ 73 

tan 

9 

“87’ 

360® 

232 

tan 

11 

361' 

U.  8.  W. 

— , Fehler  0' , 6 
63 


M 2',  3 


Zweitens  muss  bei  der  Construction  regelmässiger  Vielecke  davor  gewarnt 
werden,  dass  der  Zeichner  die  eine  gefundene  Seite  im  Kreise  herumträgt,  um 
die  übrigen  Seiten  zu  finden;  denn  hierbei  wird  der  unvermeidliche  Feh- 
ler, womit  jene  erste  Seite  behaftet  ist,  inultiplicirt  und  der  Schluss  des 
Polygons  selten  erreicht.  Vielmehr  ist  (wie  schon  Hofrath  Kunze  bemerkt 
hat)  auf  eine  andere  Weise  zu  verfahren,  die  hier  in  Erinnerung  gebracht 
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und  am  Elfeck  erläutert  werden  möge.  Nachdem  man  die  Seite 
gefunden  hat,  halbire  man  den  übrigen  Kreisbogen,  welcher  der  Peri- 
pherie umfasst;  der  Halbirungspunkt  ist  die  Ecke  Von  dieser  schneide 
man  rechts  und  links  zwei  Bögen  = arc A^A^  ab,  man  hat  dann  die  Ecken 
Af.  und  A^\  hierauf  halbire  man  die  Bögen  A^Aq  und  A^A^^  wodurch  A^  und 
A^q  entstehen  u.  s.  w.  — Bei  den  folgenden  Constructionen  von  Kegel- 
schnitten und  anderen  Curven  wäre  es  zweckmässig  gewesen,  die  sehr  ein- 
fachen Constructionen  der  Normalen  anzugeben  und  dabei  zu  bemerken! 
dass  die  Durchschnitte  der  Normalen  nahezu  die  Krümmungsmittelpunkte 
sind  und  dass  sich  mit  deren  Hülfe  jede  Curve  aus  kleinen  Kreisbögen  zu- 
sammensetzen lässt.  Dieses  Verfahren  giebt  weit  genauere  und  zugleich 
weit  elegantere  Zeichnungen,  als  wenn  die  gefundenen  Curvenpunkte  aus 
freier  Hand  verbunden  werden. 

Im  zweiten  und  dritten  Hefte  hat  der  Referent  nichts  Wesentliches  zu 
erinnern  gefunden,  was  bei  der  schon  ziemlich  festen  Gestaltung  der  eigent- 
lichen descriptiven  Geometrie  Niemanden  überraschen  wird. 

Die  Darstellung  des  Verfassers  ist  klar  und  durchaus  leicht  verständ- 
lich; die  Figuren  sind  zwar  dem  kleinen  Formate  des  Buches  (Queroctav) 
angepasst,  aber  hinreichend  deutlich. 
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Rcccnsioncii. 

Ueber  die  geometrische  Hypothesis  in  Plato’s  Menon  von  Du.  Adolph 
Bhnel'Ke,  Direktor  des  Gymnasiums  zu  Elbing.  Elbing  18G7. 
In  Commission  bei  C.  Meissner.  31  Seiten  in  4"  nebst  einer 
Figurontafel. 

In  dem  platonischen  Dialoge,  welcher  den  Titel  „Meno“  führt,  be- 
findet sich  eine  mathematische  Stelle,  welche,  man  darf  wohl  sagen 
Jahrhunderte  lang,  die  Verzweiflung  der  Philologen  verursachte,  ohne 
den  Mathematikern  verständlicher  zu  sein.  Referent  hat  deshalb  in  sei- 
ner jüngst  in  einem  Separathefte  dieser  Zeitschrift  erschienenen  Ab- 
handlung ,,  Euclid  und  sein  Jahrhundert“  jene  Stelle  nur  sehr  im  Vor- 
übergehen (S.  46 — 47)  berührt  und  darauf  verzichtet  ein  besonderes 
Gewicht  auf  sie  zu  legen,  weil,  Avas  hier  zugestanden  werden  mag, 
mehrwöchentliche  Beschäftignng  mit  jener  Stelle  ihm  die  Sache  nur  im- 
mer unklarer  machte. 

Fast  gleichzeitig  mit  der  genannten  Abhandlung  erschienen  zwei 
Untersuchungen,  die  speciell  auf  die  Meno -Stelle  sich  bezogen,  welche 
aber  vermöge  dieser  Gleichzeitigkeit  bei  unserer  Zusammenstellung  nicht 
mehr  berücksichtigt  werden  konnten.  Wir  meinen  die  nachgelassene 
Abhandlung  des  vor  einigen  Jahren  verstorbenen  Gymnasialdirektors 
Fr.  Carl  Wox  in  Schwerin  ,, Platons  Geometrie  im  Menon  und  die  Pa- 
rabolc  des  Pythagoras  bei  Plutarch“  (Grunert’s  Archiv,  Bd.  XLVII, 
S.  131 — 163)  und  die  Monographie  des  Herrn  Bon  ecke,  welche 
in  der  Ueberschrift  dieser  Besprechung  des  Näheren  genannt  ist. 
Die  erwähnte  posthume  Arbeit  enthält  manche  schätzenswortho  Bemer- 
kung (einige  derselben  sollen  in  diesem  Referate  noch  Platz  finden), 
ohne  jedoch  nach  unserem  Dafürhalten  die  eigentliche  Frage  zu  lösen. 
Herr  Beneckc  dagegen  hat,  wie  wir  wenigstens  überzeugt  sind,  das  Ei 
des  Columbus  gefunden.  Er  hat  eine  Uebersetzung  und  Erklärung  vor- 
geschlagen, welche  durch  die  Vereinigung  folgender  Vorzüge  vor  allen 
bisherigen  Versuchen  sich  auszeichnet. 
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1.  Der  durch  die  Codices  ühcrlieferte  "Wortlaut  des  Textes  wird 
unverändert  erhalten , während  man  insgemein  mehr  oder  weniger  kühne 
Correkturen  und  Conjekturen  sich  erlaubte. 

2.  Der  mathematische  Sinn  ist  ein  so  elementarer  und  naheliegen- 
der, dass  er  jetzt  in  der  That  den  Dienst  leisten  kann,  den  er  leisten 
soll,  als  beleuchtendes  Beispiel  in  einer  durchaus  nichtmathematischen 
Discussion  gebraucht  zu  werden. 

3.  Die  Benecke’sche  Auffassung  behandelt  die  früher  schwierige 
Stelle  nicht  aus  dem  Zusammenhänge  des  Dialoges  heramsgerisseu , sie 
knüpft  vielmehr  unmittelbar  an  andere  mathematische  Versinnlichungen 
an,  welche  wenige  Minuten  vorher  in  demselben  Gespräche  benutzt  wor- 
den waren  und  zur  Zeichnung  gewisser  Figuren  in  den  Sand  Anlass 
gegeben  hatten,  welche  man  desshalb  als  noch  vorhanden  und  weiter 
benutzbar  voraussetzen  muss. 

Diese  vereinigten  Momente  scheinen  uns  zwingend  für  die  Richtig- 
keit der  neuen  Auffassung,  und  nur  in  zwei  freilich  nebensächlichen 
Dingen  möchten  wir  von  Herrn  Bcnecko  ahwcichcn.  Einmal  glauben 
wir,  dass  allerdings  der  Kreis  die  erste  Zeichnung  ist,  Avclche  Sokrates 
entwirft,  und  zwar  schon  73,  E bei  Gelegenheit  des  Kunden,  welches 
eine  Figur,  nicht  aber  die  Figur  überhaupt  sei  {cxgoyyvlox'qzog  nigi 
HTcoiii  äv  l'yuyye  ovt  Oxtjfiä  xi  laxiv ^ ovjj  ovxtog  anXöig  oxi  Gyiifia),  Zw'eitcns 
glauben  wir,  dass  wo  zuerst  das  4füssige  Quadrat  gezeichnet  wird  82,  C 
und  »Sokrates  die  Frage  stellt:  Sind  nicht  auch  diese  durch  die  Mitte 

gehenden  Linien  eben  dieselben?  {ov  xai  xavxaal  xag  öia  fiiaov  iaitv 
löctg  i'Kpv^  keineswegs  die  Diagonalen  gemeint  sind,  sondern  die  Linien, 
welche  die  Mitten  von  je  zwei  gegenüberliegenden  Seiten  des  Quadrates 
verbinden. 

Für  unsere  erste  Abweichung  steht  uns  nur  der  Grund  zur  Ver- 
fügung, dass  es  immerhin  möglich  ist,  dass  Sokrates  schon  bei  jener 
frühem  Veranlassung  eine  Zeichnung  entwirft,  wenn  auch  an  sich  keine 
Nothwondigkeit  dazu  vorliegl ; dass  dagegen  unter  der  Voraussetzung 
einer  schon  vorhandenen  Kreisfigur  neben  dem  (Quadrate  es  später  an 
der  llauptstelle  8ö,  E viel  natürlicher  wird,  dass  »Sokrates  bei  dem  als 
Versinnlichung  zu  wählenden  Beispiele  die  beiden  vorhandenen  Figuren 
benutzt,  auf  die  zufällig  sein  Auge  wieder  fällt,  als  dass  er  jetzt  erst 
dem  Beis])iele  zu  Liebe  einen  Kreis  zeichnet. 

Für  die  zw’eite  Aenderung  besitzen  wir  so  viele  Gründe,  dass  wir 
in  Verlegenheit  sind  alle  mitzuthcilen , während  für  die  Benecke’sche 
Auffassung,  wie  uns  scheinen  will,  auch  nicht  ein  stützendes  Moment 
aufzufindeu  ist,  es  müsste  denn  sein,  dass  man  sich  auf  die  ihr  ent- 
sprochende  Uebersetzung  bei  Hieronymus  Müller,  Platon’s  sämintlichc 
^V  erke,  Bd.  II,  S,  142  (Leipzig  1851),  beriefe,  wogegen  uns  die  Auto- 
rität ^tallbaums  (Platonis  Meno,  prolegomcnis  et  commentariis  illustravit 
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Godofr.  Stallbaumius,  pag.  GG  Pt  G9.  Lipsiae  1827)  zur  So.itp  steht. 
Blosse  Namen  gelten  aber  mit  Recht  Ilerrn  Beuecke  so  wenig,  wie  uns 
als  Gründe,  und  so  mögen  einige  von  den  Erwägungen  genannt  werden, 
durch  welche  wir  uns  bestimmen  Hessen.  Die  keinen  Augenblick  zu 
vernachlässigende  Situation  ist  die,  dass  Sokrates  einen  ungebildeten 
Sklaven  vor  sich  hat,  dem  er  durch  seine  Fragen  Aussprüche  geometri- 
scher Wahrheiten  entlockt,  von  deren  Kenntniss  Jener  sich  nicht  be- 
wusst ist.  Die  Fragen  des  Sokrates  allein  würden  dazu  nicht  aus- 
reichen;  mit  Hülfe  von  in  den  Sand  gezeichneten  Figuren  genügen  sie. 
Alle  herausgefragteu  Wahrheiten  müssen  daher  solche  sein,  welche  durch 
blosse  Anschauung  einleuchten,  ohne  dass  ein  eigentlicher  geometrischer 
Beweis  zu  führen  versucht  würde.  Während  Herr  Benecke  diesen  Ge- 
sichtspunkt im  Uebrigeu  festhält,  lässt  er  ihn  hier  aus  den  Augen.  Die 
Identität  der  beiden  Diagonalen  scheint  sich  uns  nicht  ohne  Weiteres 
der  blossen  Anschauung  djirzubieten , wie  überhaupt  zwei  in  ihrem  Ver- 
laufe sich  schneidende  Linien  erfahrungsmässig  weniger  gut  bezüglich 
ihrer  Länge  abgeschätzt  werden  können,  als  wenn  die  Linien  nur  in 
einem  Endpunkte  zusammenstossen , und  diese  wieder  weniger  gut 
als  Parallellinien.  Unsere  Deutung  giebt  aber  den  ursprünglichen  Vier- 
ecksseiten parallele  und  diesen  ebenso  wie  unter  sich  gleiche  Linien, 
was  ebenfalls  in  dem  oben  citirtcu  Wortlaute  von  des  Sokrates  Frage 
gelegen  zu  haben  scheint.  Feiner  ist  bei  unserer  Auffassung,  welche 
die  Seiten  halbirt,  das  Quadrat  viertheilt,  einleuchtend,  wesshalb  Sokrates 
bei  dieser  ersten  Figur,  welche  er  dem  Sklaven  vorzeichnet,  die  Seite 
als  2 Fuss  lang  annimmt  und  nicht  als  1 Fuss  lang,  was  doch  eigent- 
lich näher  liegt.  Ferner  ist  auch  Herr  Benecke  genöthigt  nachher  bei 
den  Quadraten  der  4 Fuss  und  3 Fuss  langen  Seiten  eine  Zeichnung 
anzunebmen,  welche  der  unsrigen  analog  ist,  während  in  dem  Texte  des 
Dialogs  bis  dahin  nicht  die  leiseste  Andeutung  sich  ündet,  dass  eine 
von  neuen  Grundgedanken  ausgehende  Construktion  vorgenommen  würde. 
Endlich  halten  wir  es  geradezu  für  entscheidend,  dass  85,  A die  Diago- 
V nale  gezogen  und  definirt  [avri]  rj  yga^firi  h yavlag  dg  ycovCav  rsivei) 
und  85,Z>  auch  benannt  wird  (xaXovOi  di  ye  ravTijv  öia^etgov  ol  aotpiazal). 
Das  wäre  der  angewandten  heuristischen  Methode  nach  zu  spät,  wenn 
diese  Linien  schon  in  einem  früheren  Augenblicke  der  Besprechung  ge- 
zogen worden  waren. 

Wir  wiederholen  es,  dass  wir  selbst  diese  Bemerkungen  nur  für 
nebensächliche  halten,  keineswegs  geeignet,  das  unstreitige  Verdienst 
des  Verfassers  der  uns  vorliegenden  Abhandlung  irgendwie  zu  schmä- 
lern. Wir  beabsichtigen  durch  denm  Darlegung  nur  unser  Interesse 
an  dem  Gegenstände  zn  erweisen  und  zn  ergänzen,  was  uns  übersehen 
scheint. 

Zu  demselben  Zwecke  führen  wir  aus  der  Wex’schen  Abhandlung 
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i zwei  Stelleu  an,  welche  auf  das  missliche  Wort  nagatsiveiv  sich  beziehen 
und  für  den  philologisclien  Theil  der  Untersuchung  nicht  ohne  Wich- 
tigkeit sind.  Herr  Wex  schreibt  1.  c.  S.  137:  „Wir  befinden  uns  also 
hier  auf  dem  Gebiete  geometrischer  Techniker  und  ihrer  Elementur- 
Gcometrie.  Diese  haben  aber  für  ihre  praktischen  Operationen  und  zum 
Theil  mechanischen  Kunstgriffe  auch  besondere  Kunstausdrücke.  Man 
trete  bei  uns  in  eine  Elementarklasse;  da  hören  wir  manche  termiiii, 
wie  eins  borgen,  eins  im  Sinne  behalten,  einen  Brach  heben,  eine  Zahl 
zerfallen  und  Anderes.  Hofft  man  diese  mathematischen  Kunstausdrückc 
auch  in  Schriften  von  Leibnitz,  Euler,  Gauss  zu  finden?  Nun,  ebenso- 
wenig suche  man  nufjaislvsiv  bei  den  griechischen  Mathematikern.“  Die 
zweite  Stelle  findet  sich  1.  c.  S.  IGl,  Anmerkung  und  lautet:  „Noch 
will  ich  denen,  die  nuQaxeLvoi  für  gleichbedeutend  mit  TtaoaßdV.co  halten 
möchten,  eine  Combination  au  die  Hand  geben,  durch  die  sie  ihre  Mei- 
nung unterstützen  können.  In  dem  Euclid  des  Boethius  bei  L.achiuaim 
grammatici  script.  p.  385  finden  sich  folgende  zwei  Aufgaben  neben  ein- 
ander gestellt:  Dato  irUingulo  ucqttalc  parulldogrammum  m dato  rccii- 

lincu  anfjiilu  conslHucre.  — luxta  rcctam  Ihicam  dato  triaugulo  dato  recli- 
linco  angnlo  parallelogrami/uan  acqualc  praclcndcre.  In  der  ersteren  Auf- 
gabe ist  coustilucre  offenbar  das  Euclidische  avaTiljacca^at  (Eiern.  I,  -12) 
und  in  der  zweiten  wird  man  in  dem  praetendere  das  Euclidische  n:a^or- 
ßakstv  (Elcm.  I,  44)  zu  suchen  haben.  Man  könnte  also  vermuthen,  in 
dem  griechischen  Originale,  welches  Boethius  Vorgelegen,  habe  naga- 
T£iv(o  als  Synonymon  die  Stelle  von  naQcxßdXXto  vertreten.  Wenigstens 
* wird  das  geographische  naQctxiivüi  (?)  öi  y Evßoia  r^öe  nagatixarat  Arist. 
Nub.  212.  xy  (lEv  yag  xijg  'Aguß^rig  ovgog  xiagccxixuxca  Herodot.  II,  I)  im 
Ijateiniscben  durch  praetendere  ausgedrückt.  Baeticae  latere  septentrio- 
nali  praetenditiir  Lnsitania.  Plin.  N.  II.  III,  1,  2.  Die  übliche  Ueber- 
sotzung  des  mathematischen  TtagaßdXkeiv  durch  applicare  scheint  modernen 
Ursprungs  zu  sein.“ 

Im  Uebrigen  verweisen  wir  Jeden,  dem  es  um  Uebersetzung  der 
platonischen  Worte  und  um  deren  Verständniss  zu  thun  ist,  auf  die. 
Benecke’sche  Abhandlung,  welcher  wir  recht  viele  Leser  wünschen , und 
desshalb  den  Kern  der  Untersuchung  hier  nicht  weiter  enthüllen  wollten, 
als  nöthig  schien  um  zu  dessen  Genüsse  cinzuladen.  Cantok. 


Der  Magnet  im  Alterthum  von  Prof.  Gir.sr.  Auikkt  J’alm.  Programm  des 
königlich  württembergischen  evangelisch  - theologischen  Seminars 
M.aulbronn  zum  .Schluss  des  vierjährigen  Curses  von  18G3— 1807. 
.Stuttgart  1807. 
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Die  an  und  für  sich  fleissig  gearbeitete  Abhandlung  besteht  ans 
7 Kapiteln  mit  folgenden  Ueberschriften : 1.  W.as  wussten  die  Alten 

vom  Magnet?  2,  Wie  erklärten  die  Alten  das,  was  sie  vom  Magnet 
wussten?  3.  Die  Benennungen  des  Magnets.  4.  Woher  bezogen  die 
Alten  den  Magnet?  5.  Der  medicinische  und  magische  Gebrauch  des 
Magnets.  6.  Die  bildliche  Verwendung  des  Magnets  bei  den  verschie- 
denen Schriftstellern.  7.  Das  frei  schwebende  Bild.  Daran  knüpfen 
sich  52  Belogstcllen  aus  den  lateinischen  und  griechischen  Schriftstellern, 
der  verschiedensten  Zeitalter  welche  im  Originaltexte  mitgethcilt  werden. 

Diese  letztere  Beilage  macht  das  Programm  des  Herrn  Palm  zu  einer 
immerhin  schätzbaren  Sammlung,  wahrend  die  Mühe,  welche  der  Ver- 
fasser auf  die  eigentliche  Abhandlung  verwandte,  als  eine  leider  raüssige 
bezeichnet  werden  muss.  Derselbe  kannte  offenbar  nicht  die  Observa- 
tions  ct  iheories  des  Anciens  sur  les  allraclions  el  les  repidsions  matjnc- 
tiques  ct  sur  les  attractions  tHectriques  von  Th.  Henri  Martin,  welche 
bereits  in  den  Alli  deW  Acadcmia  Pimlificia  de*  nuori  Liucei  für  die 
Sitzungen  vom  3.  December  1804  und  8.  Januar  1805  abgedruckt  sind. 
Diese  Untersuchungen  des  gelehrten  Decan  der  philosopliischen  Facultät 
von  Kennes  enthalten  aber  absolut  Alles,  was  auch  Herr  Palm  jetzt  auf- 
fand, und  noch  Einiges  mehr. 

Oantok. 


Theorie  der  BessePschen  Functionen.  Ein  Analogon  zur  Theorie  der 
Kugelfunctionen:  Von  Carl  Neumann.  Leipzig  1807. 

Es  wird  wohl  kaum  nöthig  sein  an  die  Wichtigkeit  und  an  die  viel- 
fachen Anwendungen  der  Functionen  zu  erinnern,  welchen  die  vorlie- 
gende Schrift  gewidmet  ist.  Jeder,  der  sich  eingehender  mit  dem  Pro- 
bleme der  mathematischen  Physik  , z.  B.  mit  der  Theorie  der  Bewegung 
der  Wärme  beschäftigt,  kennt  dieselben,  und  wird  daher  das  schöne 
Werkchen  von  Neumann  mit  Freuden  begrüssen.  Wiewohl  der  Herr 
Verfasser  in  der  Vorrede  die  Absicht  einer  umfassenden  Darsteliung  der 
ganzen  Theorie  dieser  merkwürdigen  Functionen  bescheiden  ablohut,  so 
glauben  wir  doch,  dass  Demjenigen,  welcher  sich  behufs  der  Anwendung 
mit  den  wichtigsten  Eigenschaften  der  BessePschen  Functionen  vertraut 
machen  will,  durch  das  vorliegende  Werk  nützliche  Dienste  geleistet 
werden,  da  durch  die  äusserst  klare  und  elegante,  und  wie  uns  bedünkt, 
für  die  meisten  Zwecke  auch  hinlänglich  ausführliche  Darstellung  der 
wichtigsten  Sätze  und  Formeln  ihm  manches  mühsame  Nachschlagen  und 
Suchen  erspart  wird.  Es  soll  damit  natürlich  nicht  gesagt  sein,  dass 
dadurch  nun  die  Acten  über  die  Theorie  der  Bessel  schcn  Functionen 
als  geschlossen  zu  betrachten  seien.  Iin  Gegentheil  sind  wir  der  Mei- 
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nung,  dass  diese  Functionen  späteren  Forschungen  noch  ein  ergiebiges 
Feld  bieten,  welche,  in  gehöriger  Weise  verallgemeinert,  zu  wichtigen 
Aufschlüssen  über  allgemeine  Eigenschaften  gewisser  partieller  Differen- 
tialgleichungen führen  können.  Ein  solcher  Zusammenhang  mit  einer 
partiellen  Differentialgleichung,  die  für  die  Physik  von  grossem  Interesse, 
ist,  findet  sich,  wicw’ohl  nur  als  nebensächlicher  Zweck  des  Herrn  Ver- 
fassers, in  dem  letzten  Abschnitt  des  in  llcde  stehenden  Werkes  ange- 
deutet,  und  dieser  Zusammenhang  führt  zu  der  merkw  ürdigen  Entwicke- 
lung der  Function  3'^"*  für  ein  Argument,  das  die  klntfcrnung  zweier 
Punkte  ausdrückt,  nach  den  Bessel’schen  Functionen.  Die  Hauptauf- 
gabe des  Verfassers,  deren  Lösung  ihm  in  völlig  befriedigender  Weise 
gelingt,  ist  der  allgemeine  Nachweis  der  Entwdckelbarkeit  einer  Function 
<dnes  complexen  Arguments  nach  den  Bessel’schen  Functionen,  und  die 
Feststellung  der  Grenzen  der  Gültigkeit  dieser  Entwickelung.  Das  Ilülfs- 
mittel,  w'clches  zu  diesem  Ziele  führt,  ist  dasselbe,  welches  schon  von 
Cauchy  zur  Begründung  der  Taylorschen  Reihe  für  complexe  Argumente 
angewandt  wurde,  und  dessen  sich  der  Herr  Verfasser  schon  früher  zur 
Begründung  der  Entwickelung  nach  den  Kugelfunctionen  bedient  hat. 
Es  ist  die  von  Cauchy  a;ifgestellte  Formel: 

J_  dz, 

2 nij  z — c ' 

indem  die  Integration  sich  über  eine  beliebige  geschlossene  Curve  in 
der  c-Ebene  er.strec.kt,  in  deren  Innerem  die  Function  f {z)  einw'crtliig 
und  stetig  ist.  Aus  dieser  Formel  lässt  sich  nun  immer  eine  Entwicke- 
lung der  Function  /' (e)  ableiten,  wenn  man  eine  entsprechende  Ent- 
wickelung von  — linden  kann.  Eine  solche  Entwickelung  liefert, 
X ' c 

wenn  es  sich  um  das  Taylor’sche  Theorem  handelt,  der  binomische 
Satz,  bei  der  Entw’ickelung  nach  Kugelfunctionen  das  Theorem  von 
Heine.  Es  ergibt  sich  dabei,  dass  die  Coefficienten  der  Entwdcklnng 

von  nach  steigenden  Potenzen  von  c die  fallenden  Potenzen  von 

r,  nach  Kngelfunctioncn  der  ersten  Art  für  das  Argument  c die  Kugel- 
functionen  der  zw’citeu  Art  für  das  Argument  z werden,  und  daraus 
entspringen  Entwickelungen  für  solche  Functionen,  die  in  einem  zwie- 
fach zusammenhängenden  Gebiet  eindeutig  und  stetig  sind,  welche  im 
ersten  Fall  nach  steigenden  und  fallenden,  im  zweiten  nach  Kugelfunc- 
tionen der  ersten  und  zw-eiten  Art  fortschreiten.  Um  dem  entsprechend 
die  Entwickelung  nach  Besserschen  Functionen  zn  finden,  kam  es  also 

vor  Allem  darauf  an,  die  Function  nach  diesen  Functionen  zn 

z — c 

entwickeln.  Die  Coefficienten  dieser  Entwickelung  sind  Functionen  von 
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welche  Herr  Neumann  Bessersche  Functionen  der  zweiten  Art  nennt,  und 
die  er  in  mannigfacher  Weise  ausdrücken  lehrt. 

Es  würde  zu  weit  führen,  wollten  wir  hier  des  Weiteren  auf  die  Mittel 
eingehen,  durch  welche  der  Verfasser  diese  Resultate  gewinnt,  nur  müssen 
wir  anerkennend  hervorheben,  d.ass  er  uns  den  Weg  zeigt,  der  mit  Sicher- 
heit, wenn  auch  nicht  mit  voller  Strenge  zu  dom  gewünschten  Ziele  führt» 
und  sich  nicht  damit  begnügt,  mit  dem  fertigen  Resultat  und  dem  zugehö- 
rigen strengen  Beweis,  der  übrigens  in  vollständig  befriedigender  Weise 
erbracht  wird,  uns  vor  Augen  zu  treten.  Der  erwähnte  strenge  Beweis 
beruht  auf  der  wirklichen  Summation  der  gefundenen  Reihe  und  ist  durch 
das  dabei  zur  Anwendung  gekommene  Prinzip  der  Aufstellung  einer  par- 
tiellen Differentialgleichung  erster  Ordnung  für  die  gesuchte  Summe  be- 
merkenswerth. 

Ein  anderer  Theil  der  Untersuchung  ist  derjenigen  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  gewidmet,  von  welcher  ein  partikuläres  Integral  durch 
die  Bessel’sche  Function  der  ersten  Art  gegeben  ist.  Hier  ist  nicht  etwa, 
wie  bei  den  Kugelfunctionen , die  Bessersche  Function  zw'eiter  Art  das 
andere  partikuläre  Integral,  sondern  dieses  zweite  partikuläre  Integral 
wird  durch  eine  dritte  Function  ausgedrückt,  welche  gleichfalls  interes- 
sante Eigenschaften  besitzt,  die  zum  Theil  denen  der  Bessel’schen  Function 
erster  Art  analog  sind.  Die  hierauf  bezüglichen  Untersuchungen  sind 
etwas  w'eitläufig  und  dürften  vielleicht  in  Zukunft  einer  einfacheren 
Darstellung  fähig  sein,  was  auch  der  Verfasser  am  Schluss  des  dritten  Ab- 
schnittes anerkennt. 

Hoffen  w'ir,  dass  das  verdienstvolle  Werkchen,  dessen  Lektüre  bei  der 
bekannten  klaren  Darstollungswcise  des  Verfassers  eher  einer  Unterhaltung, 
als  einer  Anstrengung  gleicht,  zur  Weiterverbreitung  derKenntniss  dieser 
so  interessanten  und  merkwürdigen  Functionen  beitragen  und  zu  w-eiteren 
Forschungen  yber  dieselben  führen  möge. 

Heidelberg,  im  Januar  1868.  Hkinuich  Webf.r.' 


Zeitschrift  für  Bibliographie  und  Geschichte  der  Mathematik  herausgegeben 
von  B.  Boncomi’AONi  in  Rom. 

Vor  wenigen  Wochen  erhielten  wir  die  nachfolgend  abgedruckte  An- 
kündigung einer  neuen  Monatsschrift: 

IjC  recueil  intitul(^  ^^BnlleHino  di  Bibliogralia  e di  Slaria  ddle  Scivnzv 
matcmalichc  e fisichd*^  cst  un  ouvrage  prWiodique  dont  on  public  chaque 
mois  un  cahicr  de  trois  feuilles  au  moins,  et  de  cinq  au  plus.  Cos  cahiers 
se  vendent  a Rome  dan.s  rimprimerie  des  Sciences  mathematiques  et  phy- 
siques  (Via  Lata,  n'*.  211  A)  au  prix  de  Centimes  la  feuille.  Les  per- 
sonnes  qui  voudront  bien  envoyer  des  «'crits  destin<^s  ä etre  publies  dans 
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ce  recueil,  sont  priees  de  les  reraettre  au  bureau  de  la  poste  dans  des 
plis  adressf's  a D.  B.  Boncompagni  a Rome.  Ceux  de  ces  ('•crits  qui  scront 
redig(!8  cn  italien , en  fram^ais  ou  en  latin , seront  publids  textuellement 
dans  ce  Bulletin. 

Wir  sind  überaus  begierig  auf  das  Erscheinen  dieser  Zeitschrift  selbst, 
für  deren  ausgezeichnete  Leistungen  der  Name  des  Herausgebers  schon  im 
Voraus  bürgt.  Wir  treten  sicherlich  keinem  Gelehrten  irgend  eines  Landes 
zu  nahe,  wenn  wir  die  Behauptung  aussprechen,  dass  Prinz  Boncompagni 
dermalen  an  der  Spitze  derer  steht,  die  sich  gleichzeitig  mit  Geschichte 
und  Bilbliographie  der  Mathematik  beschäftigen.  Sein  Fleiss,  seine  sorg- 
.same  Mühe,  sein  kein  Opfer  an  Geld  und  Zeit  scheuender  Eifer  haben  ihm 
diese  Stellung  angewiesen  und  befähigen  ihn  wie  keinen  Anderen  zur 
Mittclperson  europäischer  Gelehrsamkeit.  Wir  wünschen  daher  dem  neuen 
Unternehmen  den  ergiebigsten  Erfolg  und  möchten  unsere  eigenen  wissen- 
schaftlichen Freunde  hiermit  öffentlich  zur  Unterstützung  desselben  auf- 
fordern. Wir  fürchten  dabei  nicht  mit  unseren  eigenen  redactionellen  In- 
teressen in  Widerstreit  zu  gorathen,  da  es  selbstverständlich  ist,  dass  ein 
und  derselbe  Beitrag  sehr  wohl  gleichzeitig  in  deutscher  Sprache  in  unserer 
Zeitschrift  und  in  fremder  Sprache  im  Bulletino  Boncompagni  erscheinen 
kann. 

Cantok. 
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Riem.vnn,  B.,  Ueber  die  Hypothesen,  welche  der  Geometrie  zu 
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1.  Abtheilung.  Ebene  Trigonometrie.  2.  Aufl.  Hannover,  Hahn. 
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Wärmetli eorie.  Ein  Vortrag.  Braunschweig,  Vieweg.  4 Ngr. 
Boltzmann ,L.,  Ueber  die  Anzahl  der  Atome  in  den  Gasmoleku- 
len  und  die  innere  Arbeit  in  Gasen.  (Akad.)  Wien,  Gerold. 
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Mach,  E.,  Zwei  populäre  Vorträge  über  Optik.  Graz,  Leuschner  & 
Lubensky.  8 Ngr. 

FiiiESACii,  K.,  U eher  (len  E influss  des  den  Schall  fortpflanzen- 
d e n Mittels  auf  die  Schwingungen  eines  tönenden  Kör- 
pers. (Akad.)  Wien,  Gerold.  2 Ngr. 

Stefan,  J.,  lieber  einen  akustischen  Interfcrenzapparat.  (Akad.) 
Ebend.  1%  Ngr. 

Weyr , E. , Ein  Beitrag  zur  Theorie  transversal - magnetischer 
Flächen.  (Akad.)  Ebend.  .3  Ngr. 

Jelinek , C. , lieber  die  Keduction  der  Barometerstände  bei  Gc- 

fässbarometern  mit  veränderlichem  Niveau.  (Akad.)  Ebend. 

2 Ngr. 

ILv.nn,  J.,  lieber  den  Einfluss  der  Winde  auf  die  mittleren 
Wertho  der  wichtigeren  meteorologischen  Elemente  zu 
Wien.  (Akad.)  Ebend.  4 Ngr. 

Meibauer,  O.,  D er  No vemberschwarm  der  Sternschnuppen.  Ber- 
lin, Lüderitz.  Thlr. 

Schneider,  J.,  Fernere  Nachrichten  über  die  Fortschritte  der 
Astrorneteorologiü.  3.  Fortsetzung.  Leipzig,  List  & Francke. 

114  Thlr. 

Guillemin,  A,,  Les  phenomäne s de  ln  phy sique,  Ouvraye  illuslrc.  Pa- 
ris, Hachettc  & Co.  Thlr. 
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Kecensioneii. 

Konvelles  tables  d'integrales  deflnies,  par  D.  Bierens  de  Haan.  Leide ^ 
P.  Engels.  1867. 

Das  vorliegende  Werk  bildet  eine  neue  Auflage  der  iin  J.  1858  er- 
schienenen Tables  d'wtegrales  definies  desselben  Verfassers,  die  bereits  seit 
einiger  Zeit  vergriffen  waren.  Wie  sich  erwarten  Hess,  ist  diese  zweite 
Auflage  eine  vermehrte  und  verbesserte,  vermehrt  nämlich  durch  die  wäh- 
rend der  Zwischenzeit  bekannt  gewordenen  neuen  Resultate,  verbessert  in 
so  fern,  als  es  dem  Verf.  durch  Kürzung  der  früheren  literarischen  An- 
gaben und  durch  Weglassung  allzu  bekannter  Formeln  gelungen  ist,  seinem 
Werke  eine  compendiösere  Gestalt  zu  verleihen.  Indem  Kef.  dem  Fleisse 
und  der  Gelehrsamkeit  des  Verfassers  von  Neuem  seine  höchste  Anerken- 
nung zollt,  wiederholt  er  gleichzeitig  den  schon  früher  ausgesprochenen 
Wunsch,  dass  es  dem  Verf.  gefallen  möge,  eine  ähnliche  Sammlung  dop- 
pelter und  mehrfacher  Integrale  herauszugeben. 

SCHLÖ  MILCH. 


Theorie  der  elliptischen  Functionen;  Versuch  einer  elementaren 
Darstellung  von  Dr.  H;  Dur^:ge,  ordentl.  Prof,  am  Polytech- 
nikum zu  Prag.  Zweite  Auflage.  Leipzig,  B.  G.  Teubner.  1868. 

Da  es  dem  Verf.  hauptsächlich  um  eine  erste  Einfiihruug  in  die 
Tlieorie  der  elliptischen  Functionen  zu  thun  ist,  so  hat  derselbe  in  der 
zweiten  Auflage  die  früher  benutzten  Methoden  beibehalten,  welche  sich 
zwar  nicht  durch  Strenge,  wohl  aber  durch  eine  gewisse  Leichtigkeit  und 
Einfachheit  empfehlen.  Gegen  diese  didaktische  Rücksicht  lässt  sich  im 
vorliegenden  Falle  nichts  einwenden,  weil  der  Verf.  seine  Leser  keines- 
wegs mit  der  Miene  verabschiedet,  als  ob  nun  die  ganze  Theorie  vollständig 
und  zweifellos  begründet  sei,  sondern  vielmehr  den  eigentlich  dunkelen 
Punkt  (die  unendliche  Vieldeutigkeit  der  Integrale  zwischen  complexen 
Grenzen)  ausdrücklich  hervorhebt  und  die  Mittel  zu  dessen  Aufklärung 
angiebt.  Bei  dem  Additionstheoreme  ist  zweckinässigerweise  die  Stürmische 
Methode  in  den  Vordergrund  gestellt  worden;  neu  hinzugekominen  ist  ein 
Uu-ralurz'g^.  «I.  ZciUdir,  I.  Math,  u.  i'liyü.  XIII,  3.  4 
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lelirroicher  Abschnitt  über  das  AbePsche  Theorem.  Und  hiermit  sei  das 
sorgfältig  gearbeitete  und  seinem  Zwecke  vollkommen  entsprechende  AVerk 
von  Neuem  bestens  empfohlen. 

. SciILÖMILCn. 


In  den  Berichten  der  mathem.- physischen  Classe  der  königl.  Säch- 
sischen Gesellschaft  der  Wissenschaften , 1865,  hndot  sich  eine  historische 
Bemerkung  des  Herrn  Baltzer,  in  welcher  ich  lese: 

„Was  nun  das  Wort  Million  anlangt,  so  war  ich  verwundert,  das- 
selbe beim  Numeriren  bis  zum  18.  Jahrh.  hartnäckig  vennieden  zu 
sehen.“ 
und  ferner: 

,, Die  Million  gehört  also  gewiss  nicht  Girard,  vennnthlich  auch  nicht 
einem  ältern  Arithmetiker;  erst  im  18.  Jahrh.  hat  Million  als  nb- 
stractes  Zahlwort  allgemeinem  Eingang  gefunden.“ 
und  endlich: 

„Man  w’ird  also  Girard  für  den  Autor  dieser  Bildungen*)  halten 
dürfen,  bis  Citate  aus  früherer  Zeit  aufgefunden  werden.“ 

Zu  diesen  drei  Aeusserungen  habe  ich  Folgendes  zu  bemerken : Ob  ich 
nun  gleich  mit  Herrn  Baltzer  glaube,  il  milione  sei  eine  italienische  Bildung, 
meine  ich  doch,  dass  die  Franzosen  sie  zuerst  als  reines  Zahlwort  gebraucht 
haben.  In  der  Arithmetiijue  de  Jean  Trenchant,  deparlie  en  trois  liures.  En- 
semble un  pelil  discours  des  changes^  avec  Vart  de  ealetder  aux  Getöns^  wovon 
der  erste  Druck  im  J.  1557,  eine  neue  Auflage  1610  erschienen  ist,  findet 

sich  Seite  11 : puis  iusqnes  d dix  eens  mile,  qui  sont  un  milion:  puys  iusques  ä 

« 

dix  eens  millions,  qui  sonl  un  miliart^  und  Seite  13:  ninsi  procedaut  de  Heu  en 
lieuy  le  preeedent  vers  main  gauehe  est  lousiours  decuple  de  son  sequet:  eomme 
enseigne  rechelle  de  numerntion  ^ seavoir  est.  ISübre^  dizeine^  cenleine.,  milierSy 
dizeine  de  milierSj  centeine  de  miliers,  7nilions,  dizeine  de  milions^  centeine,  tk 
milions,  tniliars,  dizeine  de  miliar s,,  centeine  de  7niliars^  miliers  de  miliars;  und 
Seite  15:  Soit  pour  exemplCy  H79.  S37.  420,  qui  s'exprhne  579  milions,  S37 
mille,  420.  Purlant  qui  scait  nombrer  trois  figures,  e'esi  depuis  les  eens,  it 
nombrera  facilement  tous  nombres. 

In  L' Arithtnelique  de  Jaques  Pclelier  du  Mans.  Peparlie  en  quatre  liurcs. 
Troisieme  edilion  reuend  et  augmentee.  Par  Jean  de  Tournes  M.  PC.  Vll  finde 
ich  Seite  16:  La  forme  est  teile,  123  451  234  07S  507  Le  premier  poinct  est 
SOUS  7,  qui  se  prend  en  sa  simple  et  naturelle  valeur .-  le  second  est  sous  S et  esl 
le  siege  demil:  le  tiers  est  sous  4,  et  est  le  siege  de  Millions : le  quart  est  sous  1 qui 
est  le  siege  de  Mille  Millions : et  le  dernier  sous  3,  qui  est  le  siege  de  Milliurs: 

c'cst  a dirc  millions  de  millions Et  parlanl,  la  figure  proehainc  rers  ln 

seneslre  (qui  est  au  second  Heu  apres  le  poinct  des  MilUars)  signifie  dixaines 

*)  Hilion,  Trilion,  Qnadrllion. 
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de  Milliars  et  taulre  figure  signiße  cenfaines,  aussi  de  MilUars.  Hicrdurcli 
wird  es  deutlich,  dass  am  Ende  des  16.  Jahrh.  das  Wort  Million  in 
Frankreich  schon  allgemein  üblich  gewesen;  und  dieser  Gebrauch  leuchtet 
noch  heller  hervor  aus  dem  Satze  des  Pelletier,  womit  er  die  Anwendung 
des  Wortes  Milliart  vertheidigt,  Seite  19:  Je  neusse  poini  usurpe  ce  mot  de 
Milliart ^ neust  cte  V autorite  de  Bude  au  Traicte  de  la  Liure  et  de  ses  parties: 
et  me  fusse  contente  de  demeurer  aux  Millions ; wodurch  er  also  aussagt,  dass 
dies  Wort  schon  allgemein  bekannt  war  und  also  keiner  Vertheidigung 
mehr  bedurfte. 

Im  Jahre  1607  schlug  Kobbert  Uobbertz,  ein  Niederländischer 
Kechenmeister,  öffentlich  an,  die  Zahl 

1 .357  328  400  000  761  010  843  278  140  030  045  728  345  7.30  285  927  003  210 
Holländisch  auszusprechen.  Er  erhielt  darüber  folgenden  Brief  von  Jacob 
van  der  Schn ere,  Rechenmeister  zu  Haarlem: 

„Guter  Freund  Robbert  Robbertz.  Ihnen  sei  Seligkeit.  Gestern 
am  Mittage  ist  mir  einer  Ihrer  gedruckten  Zettel  zugekomroen  mit  der  oben 
angegebenen  Aufgabe,  um  diese  Niederdeutsch  auszusprechen,  und  wie- 
wohl man  solches  früher  niemals  von  mir  verlangt  hat,  und  ich  auch 
niemals  darüber  gedacht  habe  [ob  ich  gleich  ein  echter  Liebhaber  der 
echten  Niederdeutschen*)  Sprache  sei],  so  sah  ich  mich  doch  genöthigt, 
sie  gut  Niederdeutsch  w’iederzugeben , wie’s  hierunten  folget.  Ich  hätte 
sie  zwar  mit  tausendmal,  tausendmal,  tausendmal  u.  s.  f.  ausspreehen 
können,  aber  das  würde  allen  Niederdeutschen  eine  ganz  zu  finstre  und 
scbwindliche  Sache  gewesen  sein ....  Zu  Haarlem  in  meiner  Studirstube, 
als  Phöbus  ftinfmal  hinter  Thetys  mit  ihrem  Hunde  versteckt  gewesen, 
wieder  der  frohen  Aurora  folgend,  uns  das  hellste  Weltlicht  angeboten 
hat  mit  einem  hell  leuchtenden  Antlitze  im  Jahre  1607. 

Ew.  dienstfertiger  Diener 

J.  van  der  Sc  hu  ere.“**) 

Die  Namen,  welche  er  zum  Benennen  dieser  Zahl  einführt,  sind: 


*)  Niederdeutsch  sagte  man  damals  für  Niederländisch. 

**■)  In  der  Originalsprache  ist  der  Brief  folgender: 

Ooeden  Vriendt  liobberl  Itobbertsz,  ulieden  iy  saliy/ieydt.  Genieren  middagh  is  my 
brhandight  een  uwer  ghedruckte  liriefkenn^  viel  de  bovengesleUle  opgave,  am  in  yeder- 
dityls  uyl  gesproken  le  hebben;  Ende  liacwel  my  ’l  selve  noyl  le  voren  af-geeynchl  is 
geteeesl:  Ick  oock  noyl  sulex  overdachl  hebbe  (viel  legenslaende  ick  een  rechl  bemmder 
der  rechle  N eder  - Duylsche  sprake  ben) , loo  hen  ick  noch  innsghedrongen  gewecsl, 
'I  selve  in  goed  Neder-Duyls  tc  beanlwoorden , als  hier  volghcl.  Ick  sonde  del  wel  viel 
dnyscnlmael  dnysenlmael  duysenl,  elc,  uylg/iesproken  hebben,  maer  dal  sonde  voor  ai 

lemoel  de  Nederduylschen,  een  alle  malle  dinjsler  duyselinghc  ghev^eesl  zyn l'  I/acr- 

Icm  in  myn  overdenckplacls , als  Phnebus  vyfmael  achler  Thelis  viel  synen  hond  ge- 
scholen  hebbende , wederomme  de  blyde  Aurora  volgcndc , ons  is  gekomen  ’l  lichlslc 
ft'erelillirhl  voordragen  mcl  een  klaerlarhcnde  nenschyn,  in  ’t  jaer  1607. 

V.  Heden  dienst  • willigen  dicnacr. 
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erstes  Glied  tausend,  zweites  Glied  tausend,  drittes  Glied 

ft 

tausend*)  u.  8.  f.,  wo  wir  Million,  Billion,  Trillion  u.  s,  w,  aus- 
sprechen. Die  aufgegebene  Zahl  lautet  dann:  Ein  neuntes  Glied  tausend, 
drei  hundert  sieben  und  fünfzig  tausend  drei  hundert  acht  und  zwanzig 
achtes  Glied  tausend,  vier  hundert  tausend  siebentes  Glied  tausend  u.  s.  f. 

In  einem  zweiten  Briefe,  welchen  er  den  21.  December  1G08  an  den- 
selbigen  Ilobbert  Robbertsz  richtete,  sagt  er  u.  m.:  „Ich  meine  nicht,  dass 
Gott  mir  eine  neue  Zahlenbenennung  offenbart  hat,  sondern  dass  Er  inir’s 
im  Sinn  hat  kommen  lassen,  die  Fremdwörter  zu  verdeutschen  wie  folgt: 


million 

erstes  Glied  tausend 

bimillion  oder  billiun 

zweites  „ „ 

trimillion  oder  tnllion 

drittes  „ „ 

quadrimillion  oder  quadrillion 

'ü 

viertes  „ „ 

quinlimillion  oder  quillion 

fünftes  ,,  ,, 

seximillion  oder  sexillion 

s 

9i 

sechstes  ,.  „ 

seplimillion  oder  septilliofi 

C 

siebentes  „ „ 

octomillion  oder  octillion 

achtes  „ „ 

nonemillion  oder  nonillion 

neuntes  ,,  „ 

und  so  weiter,  wie  gross  eine  Zahl  auch  sein  möge.“ 

In  diesem  Briefe  spricht  v.  d.  Schuere  noch  von  den  französischen 
Schriftstellern  Jean  Gentils,  der  1554  in  Paris,  und  Estienne  de  la  Roche, 
der  1538  in  Lyons  Bücher  herausgegeben  hat,  worin  die  Benennung  der 
Zahlen  ganz  klar  und  deutlich  wird  angezeigt.  — Diese  Bücher  sind  mir 
weiter  unbekannt;  ich  kann  also  keine  Nachrichten  geben,  welcher  Methode 
beim  Aussprechen  sie  folgten. 

Alle  diese  Schriftsteller  sind  alter  als  Girard,  der  seine  Prolation  erst 
im  Jahre  1620  veröffentlichte.  Wenn  ich  nun  in  Betrachtung  nehme: 
a)  dass  Girard  seine  erste  Schrift  im  Jahre  1626  herausgab; 
h)  dass  er  immer  französisch  schrieb,  oder  iu‘s  Französische  übersetzte* 
r)  dass  er  anfüngt  in  den  Niederlanden  bekannt  zu  werden  um  die  Zeit, 
als  die  Hugenotten  in  Frankreich  durch  Richelieu  um  alle  ihre  Vor- 
rechte gebracht  wurden; 

(l)  dass  er  in  seinen  Schriften  dann  und  wann  seinen  Hass  wider  einen 
gewissen  Kardinal  nicht  verschweigen  kann**); 
dann  schliesse  ich  daraus,  dass  Girard  ein  geborener  Franzose  ist,  der 
wegen  der  Verfolgung  in  Frankreich  nach  den  Niederlanden  ausgewiesen 
ist  und  sich  in  Leyden  hat  niedergelassen.  Aus  seinem  Vaterlande  brachte 
er  die  Benennung  grosser  Zahlen  mit  nach  Holland,  wo  sie  jedoch  aus 
französischen  Büchern  schon  früher  bekannt  geworden  und  von  einigen 
schon  in  Gebrauch  gekommen  waren.  Wahrscheinlich  hat  er  im  Anfänge 


*)  Eerate  lit  duysent,  tweedc  Hl  dni/sent,  derde  Hl  duyseid , c-nz. 

•*)  fS.  u.  m.  auch:  Ociwres  malU.  pur  S.  Muruluis.  licueue  pur  Albert  Girard,  162S, 
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die  holländische  Sprache  nicht  verstanden,  und  ist  also  fremd  geblieben 
van  der  Schuere’s  Arbeit;  er  giebt  in  seiner  Prolation  die  Methode,  wie  sie 
schon  lange  in  Frankreich  üblich  war  und  sagt  auch  nirgendwo,  dass  cs 
seine  Methode  sei;  doch  weil  seine  Werke,  hauptsächlich  seine  Ueber- 
setzung  von  Stevin,  mehr  verbreitet  worden  ist,  als  die  Bücher  anderer 
holländischer  und  französischer  Kechenmeister,  hat  man  ihm  eine  Ehre  zu- 
erkannt,  die  er,  welch  ein  grosser  Mathematiker  er  auch  gewesen,  sich  doch 
hiermit  nicht  verdient  hat. 

Aardeiiburg,  10.  Fcbr.  1868.  G.  A.  Vousterman  van  Oyen, 

I.cli'cr  «1er  Malli.  uml  I'hys. 
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Vergl.  Hipolarcoordinatcn.  Brennpunkte.  Ellipse.  Hyperbel.  Kegelschnitte. 
Kreis.  Kreisliniencoordinatcn.  Loinniscaten.  Normalen.  Parabel. 

Analytische  Geometrie  des  Banmes. 

8.  Analyti.sch -goouietrische  Entwicklungen.  Enneper.  Zoitsclir.  Math.  Phys. 

XII,  123.  [Vergl.  Hd  X,  Nro.  259. j 
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mes. Crello  LXVII,  153. 

10.  Untersuchungen  über  StralileiKjuadrupel.  II  er  in  es.  Grelle  LXVII,  279. 
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16.  On  the  lunar  theory.  Walton.  Quart.  Jouin.  math.  VIII,  297. 
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Attraktion. 

17.  On  an  elementary  proposUion  in  attractions.  fioulfi.  Quart.  Journ,  FIII^  ^120. 
Vergl.  Potential. 

B. 

BessePsche  Fonktionen. 

18.  lieber  die  Entwicklung  beliebig  gegebener  Funktionen  nach  Besserschen  Funk- 

tionen. Neumann.  Crelle  LXV’^II, 

Bestimmte  Integrale. 

19.  A demonslralion  of  Fourier' s theorem.  Walton.  Quart.  Journ.  maih.  P'Ill,  136. 

20.  lieber  einige  Sätze  aus  der  Theorie  der  0- Funktionen.  Knneper.  Zeitsebr. 

Math.  Phys.  XII,  79. 
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Schlaefli.  Crelle  LXVII,  183. 

22.  On  t/ie  expansihilily  of  a multiple  inlef/ral.  Schlaefli.  Quart.  Journ.  math.  V/I 
Vergl.  Analytische  Geometrie  dc.s  i{auine8  12.  Besscl’schc  Funktionen.  Gamma- 

t’unktionen.  Kettenbrüche  110.  Ultraelliplische  Transcendenten. 

Bipolarcoordinaten. 

23.  Gleichung  der  magnetischen  Curven.  Zech.  Zcitschr.  Matl».  Phys.  XII,  277. 

Biquadratisohe  Formen. 

24.  Zur  Theorie  der  binären  Formen  vierten  Grades.  Clebsch.  Crelle  LXVII,  371. 

Brennpunkte. 

25.  On  the  formulae  tvhich  connect  the  foci  of  a conic  subject  to  three  condilions.' 

liurnside.  Quart.  Journ.  math.  31. 

C.  ‘ 

Combinatorik. 

26.  On  partition  and  sums  of  powers  of  numhers.  Scott.  Quart.  Journ.  math.  FI II, 

21.  [Vergl.  Bd.  XI,  Nro.  243.J 
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surface  quelconque.  Kretkowski.  X.  ann.  math.  XXVI,  227. 

Cubisebe  Formen. 

31.  l'eber  simultane  binäre  cubische  Formen.  Clebsch.  Crelle  LXVII,  360. 

D. 

Determinanten. 

32.  Darstellung  symmetrischer  Funktionen  durch  die  Poteuzsuramen.  H.  Hankel. 

Crelle  LXVII,  90. 

33.  SulV  USO  dei  determinanti  per  rappresentare  In  .somma  delle  potenze  intcre  dei  nu~ 

meri  naturali.  Siacci.  Annali  mal.  VH,  19. 

34.  Notes  on  de  tenninan  Is.  Horner,  Quart.  Journ.  VIII,  157. 

Vergl.  Elimination.^  Invarianten. 

Determinanten  in  geometrischer  Anwendung. 

35.  Analytical  mctrics,  Clifford.  Quart.  Journ.  math.  VIII,  16,  119.  [Vergl.  Bd.  XI, 

Nro.  250.] 

36.  A consequence  of  Abr.  Cayley’s  Ihcory  of  sketc  delerminanls  coucerning  the  dis- 

placemenl  of  a riyid  System  of  an  even  number  of  dimensions  about  a /t.Tcd  ori- 
gin. Schlaefli.  Quart.  Journ.  math.  VI H,  167, 

37.  Ueber  die  Steiner’schc  Fläche.  Clebsch.  Crelle  LXVII,  1. 
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38.  Zur  Theorie  der  windschiefen  FlHc.hen,  Lüroth.  Crelle  LXVII,  130. 

.31).  .Ueber  einige  Identitjiteii.  Ilunyady.  Zeitschr.  Math.  Phys.  XII,  80. 

Vergl.  Sphärik  173. 

Differentialgleichungen. 

-10.  Ueber  die  Hedingtingeii  der  Integrabilität  einiger  DifferenliHlgleicliungcn. 
Letnikow.  Zeitschr.  Math,  l'hys,  XII,  223. 

41.  Zur  'rheorie  der  linearen  DHfercntiulgieichungcn.  Dicngcr.  (Jrnn.  Archiv 

XL VI,  34. 

42.  On  linear  differential  et/ualions  wiOi  pnrlicular  inleyrals  all  of  the  namc  form.  Stee  n. 

Quart.  Juurn.  math.  VHIy  228. 

43.  On  linear  differential  equations  of  the  third  order.  Coekle.  Quart.  Jonrn.  math. 

yill,  373.  [Vergl.  Hd.  XI.  Nr.  2f)8.  [ 

44.  Znr  Integration  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung  mittelst  Aufsteigen 

zu  höherer  (zweiter)  Ordnung.  Dienger.  Onm.  .\rchiv  XLVT,  317. 

45.  Integrfttion  der  Differentialgleichung  a.’ ^ ~ -}-  A — — x 

d i2?  d.r  ^ 

welcher  il,  x und  /tt  constante  Zahlen  bezeichnen.  S.  Spitzer.  Grün. 
Archiv  XLVI,  25. 

46.  Snr  les  equations  .simultances  homoyi'nes.  Catulan.  Annali  mal.  ClI y 66.  — Tor- 

tolini  ibid.  70. 

47.  Solution  of  a partial  differential  equation.  Schlaefli.  Quart.  Journ.  math.  ClI I,  252. 
Vergl.  Funktionen  57. 

Differentialqnotient. 

48.  On  interpolation  with  reference  to  development  and  different iation.  S.  Roberts. 

Quart.  Journ.  math.  VI ll,  52,  139.  [Vergl.  Kd.  XI,  Nro.  259.] 

Drehungsmittelpunkt. 

49.  Sülle  proprietä  fjeometrichc  e dinnmiche  de’  centri  di  pervossa  ne  moti  di  rotazione. 

Chelini.  Annali  mal.  VII,  217. 


K. 


Elimination. 

.50.  Solution  of  a problem  of  climination.  Cat/ley.  Quart.  Journ.  math,  VIII , 183. 

Ellipse.  . 

51.  Conslruction  des  axes  d'une  ellipsc  donnce  par  deux  diametres  conjngu^s.  Trouillet. 

:V.  arm.  math.  A’A'/'V,  181. 

• Vergl.  Quadratur  163. 

Ellipsoid. 

52.  Construction  der  lutensitätslinieu  eine.s  dreiaxigen  Lllip.s(iids  mit  Henutzung 

einer  Kugelscala.  Koutny.  Grün.  Archiv  XLVI,  49. 

53.  Eine  stereometrische  Schulaufgabe,  welche  zu  einer  leichten  Inhaltäbcstimmung 

eines  EHip.soidcs  führt.  Martus.  Grün.  Archiv  XLVI,  419. 


F. 


Faktorenfolge. 

51.  Ueber  die  Entwicklung  des  Produkte.s  Il[x)~  1(1  l-f- - J')  • ■ • (*  — !)•’')• 

Schlaefli.  Crelle  LXVH,  179.  # 

. Funktionen. 

55.  Trouver  la  forme  yencr-ale  d'une  fonction  teile  que  cp  {\  -}-  .v)  • (*  — }')  = 

[<p(x)  <p(y)]  . [q>(x)  — <p(y)l*  Rou.v.  A’.  arm.  math.  XXVI,  74. 

56.  Sur  les  fonctions  pthiodiques.  Laurent.  A'.  ann.  math.  XXVI,  267. 

57.  Beweis  der  Formel  = cos  .u  -}"  * • •'*"  **  ti  e r.  Grün.  Archiv 

XLVI,  .355. 

58.  Zerlegung  des  l’roductes  von  4 Monomen  ersten  Grades  in  die  algebraische 

Summe  von  8 vierten  Potenzen  von  Quatrinomen  ersten  Grades.  Tardy. 
Grün.  Archiv  XLVI,  324. 
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Verpl.  Hcsscrschu  Funktionen.  Determinanten.  Faktorenfolpe.  Gammafunk- 
tionen. lloino^eno  Funktionen.  Invarianten.  Kcttcnbriiche.  Kugelfunk- 
tionen. Ultraellij)liseliü  Transcendenten. 


O. 


Oammafonktionen. 

59.  lieber  die  Gaminafunktionen  und  einen  die- 

selben betreffenden  Satz  von  Legendre.  Stern.  Grelle  LXVII,  114. 


Geodätische  Linien. 

60.  liisoluzione  del  prohlema:  riportare  i punti  di  una  super ficie  sopra  un  piano  in  modo 

che.  le  linec  tjeodetiche  venyuno  rappresenlalc  da  linee  rette.  B eltrami.  Au- 
nali  rnat,  VII.,  185.  • 

Geometrie  (desoriptive). 

61.  Perspcctivische  Darstellung  der  ebenen  Schnitte  von  Kegel-  und  Cylinder 

nächen.  Koutny.  Zeitsclir.  Math.  Phys.  XII,  195. 

Vergl.  Ellipsoid  52. 

Geometrie  (höhere). 


62.  Demonstration  des  relations  pliiekeriennes.  Zeit t heit.  N.  ann.  malh.  XWIy  200. 

63.  iS«//’  inversione  qnaürica  delle  enrve  pfane.  I/irst.  Annuti  mat.  VH,  49. 

64.  Sur  la  diminution  de  la  classe  d'nne  courbe.  Painvin.  M.  ann.  malh.  WVI,  113. 

65.  Mouvement  d'une  finnre  qui  reste  t nijours  sembtab/e  d une  fifiure  donnee.  Durand. 

iV.  ann.  rnath.  XXVI,  80. 

66.  Sur  fcs  courbcs  du  troisieme  ordre.  Sari  tau. .V.  ann.  math.  XXVI,  68. 

67.  Ueber  die  9 Schnittj)unkto  zweier  Curven  dritten  Grades.  Geiser.  Grelle 

LXVII,  78. 

68.  Sur  /es  dcpcndanccs  mutuellcs  des  tanqentes  doublvs  tles  courbcs  du  quah  ieme  tlepre. 

Steiner.  //.  ann.  math.  XXVI,  241. 

Vergl.  Kettenbrüchü  107.  Kreis  115. 


Geschichte  der  Mathematik. 

69.  Le  Messdhat  de  Mohammed  ben  .Moussa  al  Khdrezmi.  Aristide  Marrc.  .dnnali 
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70.  Abraham  .ludäus  - Savasorda  und  Ihn  Esra.  Steinschneider.  Zeilschr. 
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71.  Sur  Petrus  Adsiqerius  et  les  plus  anciennes  observations  de  la  declinaison  de  l'ai- 
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LXVII,  217. 

Gleichungen. 
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— Maffintti  ibid.  76,  78.  [Vergl.  Bd.  XII,  Nro.  283.] 
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schneider.  Grün.  Archiv  XLVI,  422. 
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188.  Summe  von  Kubikzalilen.  Cntalun.  Zeitschr.  Math.  Pliys.  XII,  170.  — 

A'.  ann^  viath.  A'A’/V,  63,  276. 

189.  Zur  Theorie  der  coinple.xeu  Zahlen.  Bachmann.  Crelle  LXVII,  200. 

190.  Dreiecke,  in  welchen  a,  b,  c,  r,  p und  rationale  Zahlen  sind,  Ijigow.ski. 

Crun.  Archiv  XL^I,  503.  [Vergl.  Bd.  XII,  Nro.  .398] 

191.  lieber  die  Funktionen  V und  Z,  welche  der  Gleichung  ^ = i'*  ^ p Z* 

Genüge  leisten,  wo  p eine  Primzahl  der  Form  4A‘ + 1 ist.  v.  Staudt. 
Crelle  LXVII,  205. 

Zinszinarechnung. 

192.  Ueber  ein  Problem  der  Forstwissenschaft.  Clebsch.  Crelle  LXVII,  248. 


Zur  Abwehr. 

Herr  Prof,  Bettrami  hat  bei  Gelegenheit  einer  dem  Reale  Istituto  Lombardo 
am  7.  Mai  d.  J.  gemachten  Mittheilung  über  Kauracurven  3.  O.  au  meiner  im  ver- 
flossenen Jahre  in  dieser  Zeitschrift  und  zugleich  als  Separatabdruck  veröffent- 
lichten „Einleitung  in  die  Theorie  der  cubischen  Kegelschnitte“  verschiedene 
Fehler  und  Ungenauigkeiten  gerügt  und  dieselbe  als  ein  Plagiat  aus  Cromouu’s 
Arbeiten  hingestellt.  Um  diese  Beschuldigung  zurückzuweisen,  wird  es,  wie  ich 
glaube,  genügen,  folgende  im  Eingang  meiner  Arbeit,  worin  die  von  mir  benutzten 
Quellen,  insbesondere  auch  die  Abhandlungen  Creiuona's  in  den  An- 
nali  genau  angegeben  sind,  bcflndliche  Worte  anzuführeu : 

„Mit  Rücksicht  darauf,  dass  einerseits  synthetische  Betrachtungen  nicht 
Jedermann  angenehm  sind  und  anderseits  die  analytische  Behandlung  Cr  e - 
moiia's  ausserhalb  seines  Vaterlandes  weniger  bekannt  sein  mag,  dürfte 
vielleicht  nachfolgende  Zusammenstellung  der  hauptsächlichsten  Eigen- 
thüiniichkeiten  der  Raumeurven  3.  O.  nicht  unerwünscht  sein“, 
woraus  doch  dcutlicii  hervorgeht,  dass  ich  meine  Arbeit  nur  als  eine  zusammen- 
hängende Darstellung  von  schon  Bekanntem  in  zum  bequemen  Studium  geordneter 
Weise  angesehen  wissen  wollte.  Oh  ich  mich  durch  eine  derartige  Benutzung 
von  fremden  Arbeiten  eines  Plagiats  schuldig  gemacht  habe,  überlasse  ich  dem 
Urtlieile  des  mathematischen  Publikums. 

Was  die  von  Herrn  Be.ttrami  bemerkten  Fehler  betrifft,  so  bin  ich  Dem 
selben  für  ihren  Nachweis  sehr  zu  Dank  verpflichtet  und  werde  die  Verbesserungen 
derselben  demnächst  zugleich  mit  einem  genauen  Quellen-  und  Literaturnachweis, 
um  allen  Missdeutungen  zu  entgehen,  verüffentlichen. 

Marburg  am  9.  Juni  1868. 


C.  A.  von  Dracli. 
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Keccnsionen. 

Die  Frincipien  der  Elektrodynamik.  Eine  matlicmatischo  Untersuchung 
von  Dr.  Caui.  Neumann.  Tuhingac  inrnsc  Julia  atmi  1808,  fonuis 
Ilctirici  Laupp.  (39  S.) 

Prof.  Neumann  tlieilt  in  dieser  zur  fünfzigjährigen  Jubelfeier  der 
Bonner  Universität  verfassten  Gratulationsschrift  Näheres  über  seine  in 
den  Göttinger  Nachrichten  vom  10.  Juni  d.  J.  angekündigte  Entdeckung 
eines  Gesetzes  mit,  welches  für  die  Mechanik  und  Physik  von  ausser- 
ordentlicher Wichtigkeit  zu  werden  verspricht.  Bei  dem  hohen  Interesse 
des  behandelten  Gegenstandes  möge  es  dem  Referenten  vergönnt  sein, 
in  den  nachstehenden  Zeilen  die  vollständige  Ableitung  des  Weber’schcn 
Grundgesetzes  der  Elektrodynamik  aus  den  N e u m a n n’schen  Principien 
folgen  zu  lassen.  Zur  Vermeidung  von  l^Iissverständnissen  sei  hier  aus- 
drücklich bemerkt,  dass  es  für  den  vorliegenden  Zweck  weniger  darauf 
ankam,  die  Darstellung  des  Verfassers  im  Einzelnen  zu  reproduciren,  als 
die  Anwendung  seiner  Methode  auf  den  einfachsten  Fall  zweier  materi- 
ellen Punkte  ausführlich  darzulegen. 

1. 

Vennöge  des  Newto n’schen  Gravitationsgesetzes  entsteht  durch  die 
gegenseitige  Einwirkung  zweier  Punkte  mit  den  Massen  m und  m, , deren 
Coordinaten  resp.  x y z und  x^  r,  heissen  mögen,  eine  bewegende  Kraft 


welche  auf  beide  Massen  in  der  Richtung  der  Verhindungslinie  r wirkt. 
Die  Componenten  der  nach  den  rechtwinkligen  Coordinaten  zerlegten 
Kraft  in  Bezug  auf  m sind  hiernach 

Rcosuy  Rcosß,  licosy, 

während  für  w»,  die  entgegengesetzt  gerichteten  Componenten 

— licosa,  — Rcosß,  — Rcosy 

gelten.  Bekanntlich  hat  man  für  Attractionskräfte 

o'i—x  a Vt—y  ’i  — * 

cos  a = , cos  ß = , cos  y = , 

r r ' r 


I.itrratnrztg-.  d.  Zeidichr.  f.  Math.  a.  Phys.  XIII,  4. 


5 


38 


Literaturzeitung. 


weil  c(,  ß,  y die  Winkel  bedeuten,  welche  die  Richtung  von  m nach  w, 
mit  den  Coordinatenaxen  bildet.  Die  sechs  Difterentialgleicbuugen  der 
Bewegung  werden  somit 


m 


m, 


d*  X 


R 


X,  — X 


r 

X — .r. 


py.— y 

W — T-  = R 


>*  * 


w, 


d*y, 

d/* 


= 7? 


r 

y— yi 


»» 


d/* 

d*r, 


d/’ 


R- 
= Ä 


Es  ist  eine  alte  Bemerkung,  dass  die  Ausdrücke  der  sechs  Compo- 
nenten  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichungen  durch  partielle  Üifl’e- 
rentiation  der  sogenannten  Kr  Uftefunction 

nach  den  einzelnen  Coordinaten  erhalten  werden  können,  wie  vermöge 
der  Gleichung 

rr  = (a;  — + (y  — y,)*+  (' — m)’ 
sofort  erhellt.  Mithin  nehmen  die  Gleichungen  A)  die  Gestalt  an 


ß) 


d^  X 

du 

d^y 

du 

f/*  2 

du 

dt^~ 

~dx' 

d/« 

~»y  ’ 

d/* 

dz  ’ 

d*.T, 

dU 

du 

d^z, 

dU 

~li^ 

11 

m . = 


eine  Form,  welche  sich  jederzeit  herbeiführen  lässt,  sobald  das  sogenannte 
Princip  von  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  Geltung  hat. 
Schreibt  man  zur  Abkürzung 

T = ^ vv, 
wo 


'Y 

die  Geschwindigkeit  des  Punktes  ausdrückt  und  die  Summation  auf  die 
vorhandenen  Massenpunkto  zu  erstrecken  ist,  so  ist  das  genannte  Princip 
in  der  Gleichung 

T-  U=h 

enthalten.  T führt  den  Namen  der  halben  lebendigen  Kraft  und  //  be- 
deutet eine  willkürliche  Integrationsconstantc. 

Multiplicirt  mau  nämlich  die  obigen  Dhferentialgleichungen  der  Reibe 
nach  durch 

dx  dy  dz  dxi  dtji  dz^ 

Jli 


dt  ^ dt 


dt  ’ dt 

und  addirt  die  Producte,  so  ergibt  sich 

^^^\dt  dl"-  dt  dl“-  dl  di"^/  \3.r  dt  dy  dt  dt  dt)  dt 

und  durch  Integration 


U 


£ ^mvv  = U Cnnsf» 
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2. 

Sir  W.  R.  Hamilton  hat  im  Jahre  1834  die  weitere  Bemerkung  hin* 
zugefügt,  dass  die  Differentialgleichungen  D)  die  Bedingung  dafür  ent- 
halten, dass  die  Variation  des  Integrals 

u=f  (T+  U)  dl 

verschwindet;  dass  man  also  umgekehrt  aus  der  Gleichung 

6 f (r+  U)dl  = 0 

die  mechanischen  Differentialgleichungen  ahzuleiten  im  Stande  ist.  Vor- 
ausgesetzt wird  dabei,  dass  man  nur  solche  Variationen  der  Coordinaten 
berücksichtigt , welche  nebst  ihren  verschiedenen  Differentialquotienten 
an  den  Integrationsgrenzen  verschwinden.  Auf  die  Bedeutung  dieser  Vor- 
aussetzung braucht  man  zunächst  nicht  weiter  einzugeheu,  da  sie,  wie  aus 
dem  Folgenden  erhellt,  nur  einen  formalen  Sinn  hat.  Es  sollen  einfach  bei 
Bildung  der  Variation  des  Integrals  diejenigen  Glieder,  die  mit  den  an 
den  Grenzen  stattfindenden  Werthen  der  Variationen  und  ihrer  Differen- 
tialquotienten multiplicirt  sind,  ausser  Rechnung  bleiben.  Neumann  be- 
zeichnet desshalb  die  Grösse  öu  als  innere  Variation. 

Die  Variation  eines  Integrals  von  der  Form 

F*  r t tt  i ff  f \ A 

{xx  X ..yy  y ..zzz  .0  <//, 


dx 


d^  X 


w.  wachsen  lässt.  Hier  bedeuten  die  Incremente 


wo  zur  Abkürzung  x' = x"  = etc.  geschrieben  ist,  drückt  die 

Aenderung  aus,  welche  das  Integral  erfährt,  wenn  man  die  von  / ab- 
hängigen Variabein  x um  öx,  y um  öy,  z um  dz,  folglich  x’  um  bx' 

( . . dx  döx\ 

I d.  ll.  -r-  um  — r—  I U.  8. 

\ dl  dl  ) 

da:,  dy,  dz  ganz  beliebige  Functionen  der  unabhängigen  Integrations- 
variabein i und  führen  den  Namen  von  Variationen,  sofern  sie  als  be- 
liebig klein  betrachtet  werden,  damit  die  höheren  Potenzen  in  der  Tayl er- 
sehen Entwickelung  ohne  Einfluss  bleiben.  Man  pflegt  daher  eine  solche 
variirte  Function  ^ — x bx  = cpl  eine  Nachbarfunction  derFunction  x—f  l 
zu  nennen,  und  kann  dieselben  unter  dem  Bilde  zweier  Nachbarcurven  sich 
vorstellen,  bei  denen  den  Abeissen  l die  resp.  Ordinaten  § und  .r,  deren 
Differenz  bx  jeden  Grad  der  Kleinheit  erreichen  darf,  zugehören.  Das 
Verschwinden  der  Ordinatendifferenzen  bx  an  den  Intcgrationsgrenzen 
würde  alsdann  anzeigen , dass  die  Nachbarcurven  sich  in  den  Punkten 
schneiden  (oder  berühren)  müssen,  welche  die  Grenz werthe  von  l zu  Ab- 
scissen  haben. 

Nach  dem  Taylor’schen  Lehrsätze  folgt  mit  Weglassung  der  höheren 
Potenzen  der  Variationen 

--r'’ 
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wo  sich  (las  Summationszeiclicii  auf  die  verschiedenen  V^ariationon  oder 
Coordinaten  bezieht.  Man  erhält  leicht  durch  partielle  Integration 
rdF  dbx  dF  /*  ^ d dF  . 

/ a ' I ^ ^ d a*  I da’  r dt, 

J ox  dl  ox  J dt  öx 
Da  aber  in  Gemässheit  der  oben  gemachten  Voraussetzung  da*  an  den 
Integrationsgreuzen  verschwindet,  so  wird 

I — , dx  dt  — — f 6x  — dt. 

J dx  J dl  dx 

In  derselben  Weise  folgt  durch  wiederholte  partielle  Integration 

rdF  . „ dF  . , , d dF  . 

J-.do:  dt==^.öx-J  öx-  .~,  dt 

z=  — 6x  — — 7,  diC  -f  / d I — 1 — „ 

<5x  d/  J \dt/  dx 

wo  wiederum  die  vor  das  Integralzeichen  getretenen  in  6x  und  öx'  mnl- 
tiplicirten  Glieder  verschwinden.  Folglich  ist 


und  weiter 


allgemein : 


r^F  * r [dV  dF 
Äxl"lrf/=(-I)"  /*<5« 


Hiernach  ergibt  sich 


, /*{dF  d dF  . /dVdF  fdV  dF  . t 

d(/=  / Tiä^  + lT/)  ä^'~(T/)  öxttl. 

J |d.r  dt  dx  \dlj  dx  \dt/  dx  — | 

3. 

Wenn  der  gefundene  Integralausdruck  für  ganz  beliehige  Nachbar- 
curven  (beliebiger  Abhängigkeit  der  Variationen  d.r,  dy,  öz  von  l ent- 
sprechend) verschwinden  soll,  so  müssen  die  Coefficienten  der  einzelnen 
Variationen  unter  dem  Integralzeichen  Null  werden ; mit  anderen  Worten, 
es  müssen  die  Differentialgleichungen 


0 = 

_ dF 

d 

dF 

+ (; 

dV  dF  / 

dy  dF 

i.  •• 

dx 

” di 

dx 

///  dx  V 

7t)  dx" 

0 = 

_dF 

d 

dF 

+ (; 

r/V  ( 

dV  dF 

i ••  • 

" 7t 

n)  du"  ( 

7i)  dt/" 

0 = 

_dF 

d 

dF 

+ (; 

r/y  dF  / 

d\’  dF 

i ••• 

dz 

' 7t 

dz 

il)  dz"  \ 

7t)  77" 

C) 


erfüllt  sein.  Denn  wären  ein  oder  einige  solche  Coefficienten  von  Null 
verschieden  , also  der  Coefficient  von  öx  etwa  gleich  i/;/,  so  könnte 
man  z.  B.  dx  = £-^G  dy  = dt  = 0 setzen  und  w’ürde  damit 

öu  — e J ifJil>dt 
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erhalten,  d.  i.  wegen  des  i)ositiven  Quadrates  jedenfalls  gegen  die  Vor- 
aussetzung von  Null  verselueden.  Der  von  l unabhängige  Factor  t ist 
hinzugefUgt  worden,  um  durch  beliebige  Kleinheit  desselben  die  hin- 
reichende Abnahme  der  Variation  d.r  herbeizuführen. 

Die  Gleichungen  6’)  führen  den  Namen  der  isoperimetrischen 
Ditfercntialgleiehungen  und  besitzen  die  Eigenschaft,  ganz  abgesehen  von 
der  specicllen  Beschaffenheit  der  Function  F eine  Integration  zuzulassen. 
Bildet  man  nämlich  die  Summe 

<ldF.(dVdF  ( 

^ fd^  dl  dx  \dl) 

und  vergleicht  damit  den  Werth  des  vollständigen  Differeutialquotienten 


— — = A ( - — -1-  .r 

dt  ) dx^ 

wird 

dF 
— _ 

dt 

1/  dF  , , d dF 

)V  27 + * 7 27. 

+ V 27" 

dF  , „ 

ox  dx 


d 

=,7,^ 


,SF  , { „dF  . d dF\  , 

5 ' H"  l ^ — f'  Ti  ä — ''  I “J“ 

dx  V ox  dt  ox  / 

, / dF  „ d dF  , ,/dV  dF\  I 

2.x'"  27" ai"7  •••(• 


Da  aber  xV  vermöge  der  isoperimetrischen  Differentialgleichungen  ver- 
schwindet, so  erhält  man  die  zugehörige  Integralgleichung 

F -1-  Cütisl  — <J> , 

wenn 


(!>=  2;  { a:  — , + I o:  — . — x — 5-.,  I 
f dx  \ dx  dl  dx  / 


+ 


+ L"'  UL_a:-'ilL+ x'  (±Y  11-  \ 

+ r ^ 2(27"^  W 2x"7 


■0) 


gesetzt  wird. 

ist  nunmehr  leicht,  die  Bedingung  df<  = 0 für  «=  ^'(T’-i-  V)  dt 
auf  das  Stattünden  der  mechanischen  Differentialgleichungen  zu  redu- 
ciren.  Man  hat  dazu  in  6’)  statt  F nur  T'  + f/  zu  suhstituiren.  Da  aber 
T nur  die  ersten  Differentialquotienten  der  Coordinaten , .die  Kräftefuu- 
ction  U dagegen  als  Function  von  r nur  die  Coonlinatcn  selbst  (ohne 
deren  Diffcrcntialquotienten)  enthält,  so  folgt  ohne  Weiteres 

dlJ  d dT 


ü = 


oder 


dx 


dx  dt  dx' 

d , d'^x 
— mx  z=  m - ■ 
dl  dt^ 


und  analog  für  die  übrigen  Coordinaten. 
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Da  in  unsevem  die  Anziehung  zweier  Punkte  betreffenden  Falle 


tnm.  .1.1  1 

U—  , so  erhält  man,  wie  bereits  bemerkt, 

r 


dx 

d]l 

'^y 

du 


dr  dx 
d_U  ^ 
dr  dy 
dU  dr 


mm,  X — X,  ^ 

i = ß CO*'  a , 

r*  r 

wiw,  y — tjy 


r‘  r 
mm,  z — z. 


= li  cos  ß , 


1/  w %j  %/  f ^ I 

ä^=-  75-  — = 


mithin  die  dem  Ncwton’schen  Attractionsgesetzc  entsprechende  Kraft 


E) 


mm 


(W 
(Ir  ’ 


welche  auf  den  Punkt  m — {x,  y,  z)  in  der  durch  die  Winkel  a,  ß,  y ge- 
gebenen Richtung  wdrkt.  Aus  den  Gleichungen 

cosa=- , co6-/3== , cosy=i--~— 

r r ' r 

folgt,  dass  diese  Richtung  in  der  Verbindungslinie  r durch  die  Anziehung 
nach  W|  b^stimmt  ist. 

Das  allgemeine  Integral  0=F-{-h  geht  jetzt  über  in 

0 7' 

T-\-  u-\-h  = zx  = 

d X 

oder 

T^U  + h 

und  liefert  demnach  den  Satz  von  der  lebendigen  Kraft. 

4. 

Prof.  Neu  mann  hat  sich  die  Frage  gestellt,  w'clche  Form  der  Kräfte- 
function V gegeben  werden  müsse,  um  auf  dem  nämlichen  Wege, 
der  uns  jetzt  von  der  Kräftefunction  ü zu  der  Newton’schen  Kraft  R ge- 
führt hat,  aus  dem  in  der  Gleichung  ö J*  (7’ -|- i/)  <//  = 0 enthaltenen  Ha- 
milton’schen  Principe  das  Weber’sche  Fundament  algesetz  der 
Elektrodynamik,  mit  anderen  Worten,  den  Ausdruck 

^ ;•*  I e*  \(Uj  ^ r* 

für  die  in  der  Vcrliindungslinie  der  beiden  materiellen  Punkte  m und  w, 
wirkende  Kraft  abzuleiten. 

Das  von  ihm  entdeckte  (Jesetz  ertheilt  folgende  Antwort  auf  die 
gestellte  Frage:  ,,Wenn  den  Abstand  der  Punkte  zur  Zeit  bezoich- 
„uet,  die  der  Zeit  t jedesmal  um  dasjenige  Zeitintervall  l — vorhergeht, 
,, welches  erforderlich  ist,  um  die  Entfernung  r==fl  mit  einer  durch  die 
„Constantc  c gegebenen  Geschwindigkeit  zurückzulegen,  so  ist 


(/  = 


;/i  m 


„der  gesuchte  Werth  der  Kräftefunction.“ 
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Wir  werden  zunächst  wiederum  die  Variation  des  Integrals 
u = J*  ('/’-j-  U)(it  zu  bilden  haben.  Der  Ausdruck  der  halben  lebendigen  Kraft 
T bleibt  derselbe  wie  früher,  nur  abhängig  von  den  ersten  Ditferential- 
quotienten  der  Coordinaten;  dagegen  enthält  wenigstens  implicite, 
jetzt  gleichzeitig  die  Coordinaten  und  ihre  verschiedenen  Differentialquo- 
tienten. Um  diess  anschaulich  zu  machen,  bilden  wir  die  Gleichung 

r = /’/  = cO  — g,  G) 

welche  der  Definition  gemäss  angiebt,  dass  die  Strecke  r im  Zeitintervall 
t — /q  mit  der  Geschwindigkeit  c durchlaufen  wird.  Durch  diese  Glei- 
chung ist 

'»=‘-7 

als  Function  von  / bestimmt,  und  da 

den  Abstand  zur  Zeit  ausdrücken  soll,  so  erhält  man  nach  dem  Tay  1 er- 
sehen Lehrsätze 


r2f" 


rrr^r  r"' 

c 2c“  Öc^  — **’ 


m 


wenn  die  Differontialquotienten  von  r — fl  nach  dem  Argument  l wie 
die  derivirten  Functionen  durch  Accente  bezeichnet  werden.  Man  kann 
also  U als  Function  von  r und  seinen  Diffcrentialquotienten  betrachten, 
worin  implicite  wiederum  die  Coordinaten  und  ihre  Differentialquotienten 
enthalten  sind. 

Ebenso  wird 


' \ cj  c 2c^  Oc* 


9 ff/ 

r*r 


, I 

c 2 (J 


n 


Bildet  man  jetzt 

_ /'fdU  , , du  ^ , , du  ^ ^ A ^ 

J \dr  dr  dr  dx  ) 

und  reducirt  wie  früher  durch  partielle  Integration,  so  wird  bei  Bildung 
der  inneren  Variation,  da  die  Variation 

JS  1 V 1 1 \ 1 A I A 

+ äp  + ä7,  + gp;  + »T 

so  wie  ihre  Differentialquotienten,  mit  den  Variationen  der  Coordinaten 
und  deren  Difterontialquoticnten  an  den  Integrationsgreuzen  verschwinden 
oder  Null  zu  setzen  sind: 

a'öjn 


d du  / 

dV  dU  ( 

d \ dU  “1 

/ r[-r- 

dt  dr  ^ \( 

It)  dr'  ~ V( 

it)  dr"'"'\ 

dt  dx'\j 


dl. 
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Substituirt  inan  hier  den  eben  angeführten  Werth  von  dr,  um  nach  deu 
Variationen  der  Coordinatcn  ordnen  zu  können,  so  wird 

— f — _ ^ 4-  (!L\  ^ 

dx  \_dr  dt  dr  \(///  dr"'^‘j  dtdx 

der  Cocfficient  von  ö.r,  und  analog  für  die  übrigen  Coordinatcn.  Da 

diese  Coefticientcn  verschwinden  sollen,  so  erhalt  inan  die  DitVereutial- 

gleichungcn 

dl  dx  dx  c'v  dt  dr)  \dl)  dr"J~^  • J ? 
d.  i.  wegen 


d_U 

dr^ 


m m I 

"TT 

ü 


d^x 

d? 


' r Lv  \ttl)  \r„-  dr'J  ^ J 

Durch  Substitution  der  aus  den  (Jlcichungen  II)  und  I)  zu  cntiieh- 
inenden  Werthe  von 


dr„  r , rr"  /«r  , r’r'v  , 

ä7  = ‘~7  + ‘7-  --^-.3  + •••  = '-;  77. 


in 


dr^  r 

r’ 

1 

1 

il 

II 

dr" 

ttc^’ 

ergibt  sich 

d-.v 

j l l d r 

. 1 

dl^  ' 

' ■ 'r 

'0" 

I / f/y  r3  1 </rd 


Die  unendliche  Reihe  innerhalb  der  Parenthese  lässt  sich  summiren, 
wenn  inan  den  Lagr an ge’schen  Satz  über  die  Entwickelung  iinplicitcr 
Functionen  anwendet. 

Um  diess  zu  zeigen,  wollen  wir  der  tJleichung 
(!)  r = /l=^c{l-Q 

eine  analoge  Gleichung 

a^)  r,=fl,  = c{t,-l) 

an  die  Seite  stellen  und  dadurch  die.  Zeit  deiiniren,  welcher  der  Ab- 
stand r,  der  beiden  Massen  entsjnicht.  Es  bedeutet  hier  /|  — t das  Zeit- 
interval!, welches  seit  der  Zeit  t verHiessen  muss,  um  die  Strecke  r,  mit 
der  (i’eschwindigkcit  c zu  durchlaiiren.  Das  nämliche  Functionsverhältniss, 
welches  früher  zwischen  l und  festgesetzt  wurden  ist,  findet  jetzt  resp. 
zwischen  /,  und  l statt.  , 

Der  Lag  ra  n go’sche  J.«ehrsatz  liefert  unmittelbar  die  Entwickelung  einer 
Function 

fp(i~9>(  + (pt  -f  j .t“  {f‘^t  ,//)  4.  (/'•'/  <p  t)  -f  etc. 


DIgitized  by  Google 


Literaturzeitung.  45 


nach  den  Potenzen  von  or,  wenn 

/,  =/  + .r/’/| 

gegeben  ist.  Setzt  mau  hier  x — so  wird 

1 1 / I ^ d , 1 / d ^ 

,7/  ’’  (T7  (7;  '>  + 

Dift’crentiirt  man  beide  Seiten  dieser  Gleicliung  nach  /, .so  ergibt  sich 

'>"'''7  =’■''+ 7 7^’’' '^  + 7?  (7)  + 

+iJ7  (7)  ••• 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  stimmt  mit  der  zu  summirenden 
Reihe  überein,  wenn 

' 0 

gesetzt  wird.  Da  gleichzeitig,  l in  /,  und  in  l übergehen,  so  l’olgt  ohne 
VV  eiteres 

1 


(jp 


r*  ’ 


mithin 

ill'~  rj  c*  dl  2(?  \dl)  ^ Oc^  \dt)  /•„*  ‘ ’ 

Bevor  wir  diesen  Werth  in  A)  substituiren,  wollen  wir  den  Difleren- 

tialquotienten  eliminiren,  was  mittelst  der  durch  Differentiation  von 

#li  erhaltenden  Relation 


oder 


r,=‘ip  =cL-^) 

dii  \ dlj 


dG 

dl 


l — 


geschieht.  Damit  erhalt  man  endlich 


d*a* 


.r,  — X 


m 


dl' 


m m 


1 d 

tT  *d7j 


(-iS) 


_L  d/.'o 
cr„*  dG 


Die  Ausdrücke  für  die  den  übrigen  Coordinaten  entsprechenden  Compo- 


nenten  werden  ganz  analog  gebildet,  und  führen  wegen 


X,  — X 


= cos  a 


etc.  zu  dem  gesuchten  Ausdrucke  für  die  in  der  Richtung  der  Ver- 
bindungslinie ;•  zur  Zeit  l zwischen  den  Masseupunkten  m und  w,  wir- 
kenden bewegenden  Kraft 


A*~ 


m m 


l 

l d /•, 
c d/, 


1-  de. 


II 

0 d/„ 


f/'*  dt, 


.1/) 
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Es  handelt  sich  nur  noch  um  den  Nachweis,  dass  dieser  Werth, 
wenigstens  in  den  ersten  Gliedern  bei  der  Entwickelung  nach  den  ab- 
steigenden Potenzen  von  c,  mit  der  Formel  des  Weber’schen  Grundge- 
setzes übereinstimmt.  Hierzu  hat  man  sich  der  bereits  früher  benutzten 
Gleichungen 


r r 


'o"=  — + etc. 


und 


<IL 


r r 


H“  etc. , 


so  wie  des  aus  der  Lagrange’schen  Entwickelung  L)  für  <pi  = f'  t her- 
vorgehenden Werthes 


(Ir, 


^=r<.=r<  + ^-r<+...=r'+:^+... 

zu  bedienen.  Man  erhält  ohne  Schwierigkeit,  wenn  man  die  durch  r* 
und  die  höheren  Potenzen  dividirten  Glieder  weglässt: 


Ji  = 


m m 


1 


/ rr 

r 

c 


m m 


f ff 

^ r rr 


i-u 


rr—2r/'i 
■- -|’ 


cc 


übereinstimmend  mit  der  von  W.  Weber  entdeckten  Formel  Fj  des  elek- 
trodynamischen Fundamentalgesetzes. 

0.  « 

Um  endlich  die  Gestalt  zu  untersuchen,  in  w'elcher  der  Satz  von 
<ler  lebendigen  Kraft  nunmehr  erscheint,  haben  wir  die  Function 

“ - dx' + ^ r ä? + r ~ dl  d^j + 

, / 8V  „d  8V-  , /rfV  dU\  , 1 

+ V'  \di)  d7’')^  - \ 

ZU  bilden.  Hier  ist  vor  Allem  zu  bemerken,  dass  die  beiden  Summen 
auf  der  rechten  Seite,  die  sich  auf  die  (5  Coordinaten  der  beiden  Punkte 
erstrecken,  vereinfacht  werden  können  Die  auf  die  homogene  Function 
T der  Dilferential(|Uotieuten  der  Coordinaten  bezügliche  Summe  ist  ver- 
möge eines  bekannten  Satzes  gleich  2 7’,  während  die  von  der  Kräftc- 
function  U abhängige  Summe  sich  auf  die  Form 


,dU  .(  ,/dU  , il  dV\ 

d7^v  <nd7'J 


+ 


+ 


/ ,„^7/  d du  ,(dydu\ 

V dr'~"  dtdr'"'^''  \dlj  dr'") 


-f  ... 


bringen  lässt. 
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^ ^ ^ f w» 


Uiennit  erhält  man 

<t)  = 2 7+  F=  r+ 

oder 

T-ü—V-\-h  0) 

für  das  an  Stelle  des  Salzes  von  der  lebendigen  Kraft  tretende  Integral. 
DiflPerentiirt  man  diesen  Ausdruck,  so  wird 

<}J  ^iL 

Ifl  ~~  ~di  ~~  'di' 

wo  zugleich 

d T , ,,  f " t ' v ^ ^ o 

— ~ 2 m {x  X y y z z ) = £ x R 

• dr 

=-Ä  — . 

dt 

Diese  Gleichung  lehrt,  dass  die  in  der  Richtung  der  Entfernung  wirkende 
bewegende  Kraft 


dr  _dW 
dl  ’ dl  dr 

durch  vollständige  Differentiation  der  Function 

V—  U 

nach  der  Entfernung  erhalten  werden  kann. 

Da  ferner 

dU  ,dU  ^ „du  ^ 

dl  dr  dr  dr 

dV  i „ dU  , ,dd  ü\  , / ,„dU  .{dVd  U\ 

dl  V d/^"'  dldr)'^\  dr'  ' \d//  dr") 


P) 


+ 


+ 


BO  folgt 

d 
~dl 


^ \_dr  dl  dr  V///  dr"  \dl)  dr"  ’’*J  dP 


woraus  die  Richtigkeit  des  für  V aufgestollten  Werthes  erhellt.  Uebrigens 
kann  man  der  Function  W auch  die  Form  geben 


r r 2 /•  ® 18/'  rr  * r — r*  r * ^ ^ 

c c v}  (3  e‘ 


Q) 


Leipzig,  11.  August  1SÜ8. 
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Schularithmetik»  bearbeitet  von  A.  Tuappe,  Professor  und  Prorcctor  der 
Kealscliiile  am  Zwinger  in  Preslau.  Verlag  der  Universitätsbucb- 
liandlung  von  P.  Hirt  in  Breslau. 

llefcrent  würde  das  vorliegende  Werkeben  einfach  ignorirt  haben, 
wenn  der  Verfasser  durch  sein  brauchbares,  bereits  in  dritter  Auflage 
erschienenes  Lehrbuch  der  Pliysik  nicht  so  bekannt  wäre,  dass  wohl 
Mancher  darauf  bin  auch  die  „Schularithmetik“  unbesehen  kaufen  dürfte. 
Leider  stehen  aber  beide  Bücher  auf  sehr  verschiedenen  Standpunkten, 
und  während  „die  Physik“  des  Verfassers  den  Entdeckungen  der  Neu- 
zeit Kcchnung  trägt,  macht  die  ,, Schularithmetik“  den  Eindi-uck,  als 
wäre  sie  der  unveränderte  Abdruck  eines  Werkes  aus  dem  vorigen  Jahr- 
hundert. Zum  Beweise  mögen  einige  Proben  folgen: 

Auf  Seite  79  behauptet  der  Verfasser,  die  Gleichung 

a -f  n c « 6'*  -f-  « c ® + . . . ÜJ  xnf,  = 

sei  für  jedes  c richtig  — er  wendet  sie  auf  die  Fälle«  = 3,  c = ^uiid 
rt  = 3,  P = 2 au  und  sagt  bezüglich  des  ersten  Falles:  ,,Es  könnte  schei- 
nen , als  ob  durch  Addition  unendlich  vieler  Grössen  eine  unendlich 
grosse  Summe  entstehen  müsste;  da  aber  die  Glieder  immer  klei- 
ner werden , so  worden  sic  auch  endlich  verschwindend  klein.“ 
Was  mit  diesem  unverständlichen  Gerede  erklärt  werden  soll,  ist  schwer 
abzuschen;  sollte  aber  der  Verfasser  meinen,  dass  mau  gegen  das  Ende 
der  Reihe  hin  ein  j)aar  Millionen  Glieder  weglasscn  dürfe,  weil  sic  ver- 
schwindend klein  sind,  so  müsste  er  die  Voraussetzung  machen,  dass 
verschwindend  kleine  Summanden  eine  verschwindend  kleine  Summe 
geben.  Wie  unrichtig  dieser  Satz  ist,  zeigt  schon  das  bekannte  Beispiel 


•)  a 
+ -^+-  + 


wenn  « = <x  genommen  wird.  — Noch  wuinderlicher  lautet  die  Erklärung 
des  für  « = 3,  c = 2 zum  Vorschein  kommenden  absurden  Resultates 

a 

3 ^ “I"  1 •-  “I“  — 3 ; 

1 “ 2 


der  Verfasser  sagt  nämlich:  ,,l)as  Resultat  sollte  = x sein,  da  die  Reihe 
mis  uneiullicli  vielen  immer  grösser  werdenden  positiven  Zahlen  besteht. 
Der  Widerspruch  lässt  sich  dadurch  erklären,  dass  die  Aufgabe, 
eine  uneii<llichc  Menge  immer  grösser  werdender  Zahlen  zu  addiren, 
etwas  Unausfülirbares  fordert;  aber  dennoch  stellt  der  Ausdruck 
3 . . 

- die  Kei’'C  dar,  denn  wenn  mau  1 — 2 in  3 dividirt  und  wie  bei 
1—2 

Buchstalxm  verfährt,  so  erhalt  man  die  Reihe.“  Nach  des  Verfassers 
eigener  Delinition  von  positiven  und  negativen  Grössen  und  nach  dem 
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Obigen  kann  man  sich  also  dadurch  in  Schulden  stürzen,  dass  man  Jahr 
aus  Jahr  ein  Vermög'en  aufliäuft.  — Die  Sache  ist  aber  viel  einfacher: 
wer  für  c I 

a-\-  tte-\-  V/e*  + + ■ • • = 

setzt  und  mit  diesem  S weiter  rechnet,  als  wenn  es  eine  endliche  be- 

g 

stimmte  Grösse  wäre  (z.  B.  S — S = 0,  - = 1),  der  hat  schon  von  Hause 


aus  eine  falsche  Voraussetzung  gemacht  und  braucht  sich  dann  über 
seine  widersinnigen  Resultate  gar  nicht  zu  verwundern.  Diese  Bemer- 
kung gilt  übrigens  für  alle  Rechnungen  mit  unendlichen  Reihen,  Pro* 
ducten  und  Kettenbrüchen.  • 

Seite  80  heisst  es:  „Eine  unendliche  fallende  Reihe  nennt  man 

convergirend , eine  unendliche  steigende  Reihe  divergirend.“ 
Hiernach  scheint  der  Verfasser  nicht  einmal  zu  wissen,  dass  die  bekannte 
harmonische  Reihe  i+  2 + 1 + •••  zwar  eine  fallende  ist  aber  divergirt. 
Weiter  sagt  der  Verfasser:  ,,eine  divergirende  Reihe  lässt  sich  nicht 
addiven‘‘,  obschon  er  zwei  Zeilen  vorher  — 3 als  Summe  von  3-pü 
-p  12  •+■  etc.  angegeben  hat. 

Die  Gleichungen  ersten  Grades  werden  mit  zwei  Beispielen  abge- 
fertigt, von  denen  das  zweite  die  Form 

(a — ßx')  (y — dar)  = 0 
hat,  also  doch  wohl  nicht  hierher  gehörte. 

Auf  Seite  107  definirt  der  Verfasser  eine  Function  von  x als  „eine 
Grösse,  in  welcher  x vorkommt“  und  sucht  dann  den  Satz  zu  beweisen: 
,,Jedc  Function  von  x,  welche  dadurch  zu  Null  wird,  dass  man  x = n> 
setzt,  hat  den  Factor  (a:  — m).“  Hier  fehlt  die  Beschränkung  dos  Satzes 
auf  algebraische  rationale  Functionen;  denn  schon  bei  irrationalen  Func- 


tionen (wie  z.  B.  |/a:  — gilt  der  Satz  nicht  mehr. 

In  §110  heisst  es,  wenn  die  Gleichung 

für  jeden  Werth  von  x gilt,  so  Ist  a = m,b  = n etc.  Hier  kann  erstens 
die  Voraussetzung  dahin  beschränkt  werden,  dass  die  anfängliche  Glei- 
chung nur  innerhalb  eines  die  Null  umfassenden  Intervalles  zu  gelten 
br.aucht,  zweitens  ist  hinzuzufügen,  dass  bei  unendlichen  Reihen  die 
gleichzeitige  Convergonz  beider  Reihen  vorhanden  sein  muss.  Kann  man 
hierüber  nicht  entscheiden,  so  läuft  man  Gefahr,  die  abenteuerlichsten 
Resultate  zu  erhalten.  So  ist  z.  B. 


oc 

0 


.+ 


dt  = 7t l (l  -p  a’). 


wenn  man  aber  beiderseits  nach  Potenzen  von  x entwickelt,  so  liefert  die 
Vergleichung  der  Coefficienten  von  a:*  etc.  durchgängig  falsche  Glei- 
chungen. 
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In  § 117  will  der  Verfaeser  den  Salz  beweisen:  „jede  Gleichung  vom 

Grade  hat  n Wurzeln“;  zu  diesem  Zwecke  erinnert  er  erst  daran* 
dass  eine  quadratische  Gleichung  zwei  Wurzelu  besitzt,  und  fährt  dann 
fort:  „Hat  eine  cubische  Gleichung,  die  auf  Null  gebracht  ist,  eine 
Wurzel  x — iiiy  so  muss  sie  den  Factor  (x  — m)  haben,  und  der  zweite 
Factor  muss  eine  Function  von  x*  sein.  Setzt  man  diesen  =3  0,  so  er- 
hält man  noch  zwei  Werthe  für  x,  welche  die  Gleichung  zu  Null  machen. 
Auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich,  dass  die  Gleichung  vom  vierten 
Grade  4,  die  vom  fünften  5 Wurzeln  haben  muss  u.  s.  w.“  Der  Ver- 
fasser setzt  also  ohne  Weiteres  voraus,  dass  jede  Gleichung  mindestens 
eine.  Wurzel  habe,  deren  Beschaffenheit  ey  übrigens  ganz  dahin  gestellt 
sein  lässt. 

In  § 126  ,,soll  versucht  werden“,  + in  eine  Reihe  von  der 

Form  A B X C Qic.  zu  verwandeln.  Mit  Hülfe  der  Gleichung 

2 log  (1  + x)  = log  [1  -}-  X (2  -f  x)] 
findet  der  Verfasser 

2 ^x -j- 2Cx®  + 2/>x*  + . • . 

= 25x  + (5-f  4C)  x*+ (4C’+8/>)  x*+ ... 
und  sagt  w'eiter:  ,, Diese  Gleichung  gilt  für  jeden  Werth  von  x,  da  die 
beiden  Gleichungen,  aus  denen  sie  zusammengesetzt  ist,  für  jeden  Werth 
von  X gelten.“  Woher  weiss  denn  der  Verfasser,  dass  die  versuchs- 
weise aufgestellte  Gleichung  log  (l  -f-  x)  = ^x  -f-  Cx*  -f-  etc.  für  jeden 
Werth  von  x gilt?  — Später  wdrd  B mittelst  der  Formel 

^ [i\  + T (tt)’  + i (A)*  + • • •] 

bestimmt  und  hinzugefügt:  „Die  Reihe  des  Nenners  convergirt  so,  dass 
man  nur  wenig  Glieder  zu  berechnen  braucht,  um  B his  auf  7 Stellen 
richtig  zu  erhalten.“  In  der  That  sind  hierzu  30  Glieder  nöthig,  und 
das  dürfte  doch  nicht  gerade  wenig  sein. 

Diese  Blumenlese  (besser  Distelnlese)  mag  zu  dem  Beweise  hin- 
reichen, dass  der  Verfasser  von  einer  den  Ansprüchen  der  Neuzeit  ge- 
nügenden präcisen  Behandlung  der  Wissenschaft  gar  keine  Idee  hat  und 
daher  auch  zur  Abfassung  mathematischer  Lehrbücher  nicht  berufen  ist. 
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Recensioneii. 

Oalilde,  les  droits  de  la  Science  et  ln  melhode  des  Sciences  physi(/ues  pnr  Tu, 

. IIknri  Martin.  Pnri.s  18(^8  bei  Didier  et  C‘‘‘  librairie  acndcmique. 

Wenige  Gegenstände  aus  der  Geschichte  der  Wissenschaften  haben  in 
den  letzten  5 Jahren  .siel»  so  eifriger  Bearbeitnng  zu  erfreuen  gehabt, 
wie  das  Leben  und  die  Schicksale  des  Gründers  der  modernen  Mechanik, 
Herr  Martin,  der  letzte  Schriftsteller  über  Galilei,  hatte  in  einer  seinem 
Buche  angehängten  bibliographischen  Notiz  unseren  Aufsatz  im  9.  Baude 
dieser  Zeitschrift  mit  Nr.  LIII  zu  bezeichnen  und  gelangt  dann  noch  bis  zu 
Nr,  LXVII  unter  Aufzählung  nur  solcher  Abhandlungen,  welche  er  gelesen 

hat,  und  welche  leicht  noch  vermehrt  werden  könnten,  z.  B.  durch  den  Auf- 

♦ 

satz  von  J oh.  Streit:  „Galileo  Galilei,  ein  Vortrag,  gehalten  in  Greifswald 
zur  Erinnerung  an  seinen  300sten  Geburtstag“  (Grün.  Archiv  Bd.  42^ 
S.  241 — 255),  durch  die  Brochuro  von  H. Christian  Herrmann  Vosen •..„Ga- 
lileo Galilei  und  die  römische  Verurthoilung  des  Kopernikanischen  Systems“ 
herausgegeben  voiv  dem  katholischen  Brochurenverein  in  Frankfurt  a.  M., 
durch  eine  Recension  des  letzterwähnten  Machwerkes,  welche  wir  ohne 
Namensunterschrift  in  den  Grenzboten  von  1865  S.422 — 436 veröffentlicht  haben. 
Wenn  nach  so  vielen  Vorgängern  aus  jüngster  Zeit  ein  Gelehrter,  wie  Herr 
Martin,  nochmals  zur  Feder  greift  und  eine  fast  28  Druckbogen  füllende 
Untersuchung  über  das  Leben  und  Wirken  des  Mannes  veröffentlicht, 
dem  schon  Dutzende  von  Geschichtsschreibern  ihi'C  Zeit  und  Mühe  widme- 
ten , so  ist  das  ein  sicherer  Beweis  für  die  holie  Bedeutsamkeit  des  Stoffes, 
aber  auch  dafür,  dass  von  allen  Vorgängern  der  Stoff  nicht  in  seiner  ganzen 
Vollständigkeit  bewältigt  wurde.  Herr  Martin  mit  seiner  auf  allen  Gebie- 
ten der  Geschichte  der  Wissenschaft  gleich  unermesslichen  Belesenheit,  mit 
Seiner  eleganten  Schreibweise,  mit  seinem  so  selten  fehlgehenden  kritischen 
Verstände  ist  ganz  der  Manu  dazu,  Untersuchungen  abzuschliessen  und  zu- 
sammenzufassen, und  so  freuten  wir  uns  im  Voraus  auf  die  Zusendung  des  in 
der  Ueberschrift  genannten  Werkes,  wenn  gleich  Herr  Martin  in  dem  sein 
freundliches  Geschenk  begleitenden  liebenswürdigen  Briefe  uns  ankündigte, 
dass  er  vielen  von  uns  ausgesprochenen  Meinungen  entgegengetreten  sei. 

f.itpraturzt^j;.  <1.  ZeiUclir.  f.  Matli.  u.  Phys.  Xlll,  5.  6 
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Wir  sind  weit  entfernt,  Widerspruch  übel  zu  nebinen,  hoffen  aber  mit  Zu- 
versicht auf  gleiche  Unbefangenheit  bei  unserem  hochverehrten  Herrn 
Gegner  rechnen  zu  dürfen,  wenn  wir  unter  achtungsvollster  Anerkennung 
seiner  Verdienste  seine  Angriffe  ziirückweiseu  müssen. 

Wir  glauben  uns  dieses  um  so  mehr  schuldig  zu  sein , als  es  im  All- 
gemeinen zu  den  stylistischen  Eigenthümlichkeiten  von  Herrn  Martin 
gehört,  in  dem  kritischen  Theilo  seiner  Werke  Ansichten,  die  er  anfeindet, 
mit  den  Persönlichkeiten,  von  welchen  dieselben  ausgehen,  scheinbar  zu 
verwechseln,  so  dass  zwischen  den  achtungsvollen  Briefen  und  dem  mit- 
unter weit  weniger  achtungsvollen  'i'one  der  gedruckten  Aeusserungen  fast 
ein  Gegensatz  zu  bestehen  scheint. 

Wir  gestehen  es  zu,  wir  fühlen  uns  einigermassen  verletzt  durch  Be- 
zeichnungen , wie  ,,/tfS  plus  violeuis  de'iracleurs  de  Ut  conduile  de  Galilee'^ 
S.402,  welche  auf  einen Philaretc  (Jhaslos,  auf  einen  Vosen  und Oonsorleji 
passen  mögen,  welche  wir  uns  aber  recht  sehr  verbitten.  Was  in  aller  Welt 
haben  wir  denn  in  unseren  Abhandlungen  gegen  (xalilei  gesagt,  um  ein 
Herabwürdiger  des  grossen  Mannes  zu  heissen  V Wir  haben  behauptet 
(Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  IX.  S.  170),  Galilei  habe  gegen  Ende  1613  den 
Beweis  seiner  astronomischen  Ansichten  in  der  Bibel  gesucht.  Wir  haben 
eine. Erklärung  dafür  in  dem  autoritätsbedürftigen  Eigensinne  seiner  Geg- 
ner gefunden.  Wir  haben  hinzugefügt:  „Ich  w’üssto  nicht,  wie  man  ihm 
dieses  übelnehmen  könnte,  und  wenn  es  ein  Fehlschritt  war,  den  er  that,  so 
liegt  die  Schuld  nicht  darin,  dass  er  auf  das  theologische  Gebiet  hinüber- 
trat, sondern  darin,  dass  sein  Fuss  den  schlüpfrigen  Boden  nicht  gewohnt 
war,  dass  sein  Auge  die  Fussangelu  nicht  sah,  mit  welchen  der  neue  Kampf- 
platz rings  umgeben  war.“  Nennt  man  das  Einen  herab  würdigen  V Dann 
müssen  wir  freilich  auch  heute  noch  dies  wenig  schmückende  Beiw’ort  uns 
gefallen  lassen;  denn  heute  wie  vor  Jahren  halten  wir  dafür,  dass  Ga- 
lilei den  theologischen  Streit  thatsächlich  begonnen  hat.  h2s  ist  wahr,  Herr 
Martin  hat  (S.  51)  Briefe  Galilei’s  an  den  Cardinal  Di  ui  angeführt,  in 
welchen  er  das  Bedauern  ausspricht,  dass  er  auf  biblischem  Gebiete  käm- 
pfen müsse,  auf  welches  man  ihn  hingezwungen  habe;  aber  diese  Briefe 
sind  aus  dem  Jahre  1615,  und  der  Brief  an  Castelli,  welcher  den  theolo- 
gischen Anfeindungen  des  Dominicaners  Caccini,  den  Deuunciationen 
des  Lori  ui,  kurz  dem  eigentlichen  Streite  voranging,  war  vom  21.December 
1613  (Martin  S.  42).  Ja,  noch  weit  früher  befragte  Galilei  den  Cardinal 
Conti  über  die  theologische  Seite  seiner  naturwissenschaftlichen  Ansich- 
ten, denn  dessen  Antwortsschreiben  datirt  sogar  vom  7.  Juli  1612  (Martin 
S.  40). 

Oder  haben  wir  Galilei  herabgewürdigt,  weil  wir  (S.  191)  über  die 
Ausreden,  welche  er  im  Verhöre  vom  12,  April  1633  gebrauchte,  die  Bemer- 
kung machten:  „Man  ärgert  sich  über  die  geistige  Schwäche  Galilei’s, 
welcher  hier  offenbar  gegen  seine  IJeberzeugung  aussagte.  Allein  mau  thut 
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es  nur  deshalb,  weil  ein  gewisses,  ich  möchte  sagen,  dramatisches  Gefühl  im 
Menschen  uns  geneigter  macht,  den  Sturz  eines  grossen  Mannes  zu  bewei- 
nen , als  von  einer  moralischen  Niederlage  desselben  Zeuge  zu  sein.“  Wir 
setzten  sogleich  die  Frage  hinzu:  „Wie  viele  Männer,  welche  über  Galilei 
den  Stab  brechen,  würden  wohl  anders  als  er  gehandelt  haben?  Wie  viele, 
würden  den  70  jährigen  gebrechlichen  Körper  den  Qnalen  dargeboten 
haben,  mit  welchen  die  damalige  Zeit  verschwenderisch  war?“  Wir  hoben 
ganz  besonders  d^n  Einfluss  Niccolini’s  auf  das  Benehmen  des  Galilei 
hervor.  Möge  uns  Herr  Martin  die  Behauptung  nicht  übel  nehmen,  dass 
auch  er  in  diesem  Sinne  zu  den  delracteurs  Ics  plus  violeuls  de  lu  condirite  de 
Galilee  gehört.  Er  nähert  sich  sogar  unserem  Wortlaute,  wenn  er  sagt: 
^^Certainemenl  Gnlile'e  ne  joun  pas  du  toul  dnns  son  proces  Ic  röle  (Tun  he'ros  de 
tragedie*’^  (S.  106),  wenn  er  weiter  hinzufügt:  ,,»/  esperaii  qu'il  ny  uurnit  pas 
de  pcril  paar  sn  personne  ^ s'il  se  soumcilail:  mais  s'il  resislail  obstinement  ^ il 
pouvail  lout  craindre.  II  savait  comtneni  denx  heretiques  amieni  eie  Iraites  h 
RotnCy  l'un  Ironie -deux  ans,  raulrc  huil  ans  seulemcnt  avanl  son  proc^s^\  Und 
wenn  wir  von  Niccolini  sagten:  „er  rieth  ihm  zur  Besiegelung  seiner 
Schmach“,  so  gebraucht  Herr  Martin  die  Worte:  „Telle  elait  la  souplesse 
beiden  Aerines  caraelcrcs  en  llalie  au  dix  - seplieme  siecle^\  Wir  können  in 
les  plus  /”ussprüchen  nur  Wahrheit  finden,  aber  sicherlich  keine  Herabwür- 
digung. 

Oder  endlich  ist  es  Herabwürdigung  des  Galilei,  wenn  wir  unsere 
Abhandlung  mit  den  Sätzen  schlossen:  „Die  wissenschaftliche  Forschung 
ist  frei  geworden  von  den  Fesseln  der  Kirche Dass  es  aber  so  gekom- 

men ist,  dass  der  Kampf,  man  kann  wohl  sagen,  jetzt  ausgekärapft  ist,  das 
mahnt  uns  um  so  mehr  zur  dankbaren  Erinnerung  an  die  ersten  Opfer  des 
Kampfes,  vor  Allem  an  Galileo  Galilei.“  Ein  anderweitiges  Urtheil  wird 
aber  Herr  Martin  uns  nirgends  nachweisen  können;  nur  an  den  drei  er- 
wähnten Stellen  haben  wir  uns  über  Galilei ’s  Benehmen  ausgesprochen, 
und,  wie  wir  glauben , in  völlig  gerechter  Weise,  in  einer  Weise,  welche 
mit  den  Ansichten  von  Herrn  Martin  selbst  geradezu  übereinstiramt. 

Eine  wesentliche  Verschiedenheit  zwischen  unseren  beiderseitigen 
historischen  Auffassungen  findet  sich  dagegen  dem  Charakter  und  der 
Handlungsweise  Urban’s  VIII.  gegenüber.  Hier  haben  wir  uns  im  Decem- 
ber  1863  entschieden  getäuscht.  Die  päpstlichen  Verordnungen  vom  lö.Juni 
1633  (Martin  S.  123 — 124)  und  vom  23.  März  1634  (Martin  S'.  215),  welche 
erst  im  letztverflossenen  Jahre  durch  Herrn  Henri  de  l’^lpinois  (^Revue 
des  Sciences  hisloriques , 1867)  bekannt  wurden,  lassen  unsere  Auffassung 
nicht  mehr  zu,  als  habe  Urban  VIII.  späterhin  Reue  darüber  empfunden,  ‘ 
dass  er  in  die  Einleitung  de.s  Inqiüsitionsverfahyens  gegen  Galilei  seiner 
Zeit  willigte,  als  habe  er  ihn  nach  Vermögen  geschützt,  und  als  habe  ins- 
besondere nur  seine  Weigerung  die  Anwendung  der  Folter  verhindert. 
Diese  Anschauung  ist  gegenwärtig  nicht  mehr  möglich  — aber  wir  sind  noch 
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weiter  davon  entfernt,  die  Darstellung  von  Herrn  Martin  für  richtig  zu 
halten.  Wir  wollen  diese  mit  seinen  eigenen  Worten  (S.  210)  anführen : 
,ySons  rin/hicncc  des  hommes  auxijuels,  flepnis  1032,  Urhain  VJII  aeuil  laisse 
pretidrc  Irop  d'cmjnrc  sur  smi  cspril,  sa  conscience  trompec  lui  disail  fpi'il  avait 
eu  torl  de  l(fisser  paru'ilre  eti  lUdic  un  UvrO'  jdeiu  tC unc  duclnne  conlrairc  d 
V E er  Hure  satnic,  et  que  ^ pour  reparer  sa  faule,  il  devait  etüu/fe/\,  au  muins  eu 
halte,  ccllc  erreur,  qtt'il  vuyail  sc  propaycr  mahjre  les  condamnatious  ccclc- 
siasliques,  II  ne  fallail  pas,  pensail  il,  aroir  l'air  de  faiblir  ij  l'eqard  de  Calilee, 
et  enhardir  ainsi  laut  d' aut  res  eatfwliques , taut  preis  d mar  eher  sur  ses  traces, 
Telle,  est  la  pensee,  que' nous  Irouverons  dans  loule  la  conduile  d' Urhain  VJII 
envers  le  malheureux  cundumne." 

Herr  Martin  wird  uns  wohl  zugehen,  dass  positive  Heweise  für  seine 
Auffassung  nicht  vorhanden  sind;  wir  meinen,  dass  keinerlei  Docuinente, 
Briefe  oder  Verordnungen  uns  einen  ungetrübten  sicheren  Einblick  in  die 
Seele  des  Papstes  gestatten,  dass  wir  also,  so  zu  sagen,  ntir  einen  Indicien- 
beweis  besitzen,  welches  auch  die  Folgerungen  sein  mögen,  die  wir  aus  den 
gegebenen  Thatsachen  ziehen.  Diese 'i’liatsaclien  wollen  wir  deshalb  in  der 
Kürze,  welche  einer  kritischen  Besprcclmng  angemessen  erscheint,  hier 
wiederholen. 

Es  ist  'rhatsache,  dass  Malfeo  Harber ino  der  Freund  Galilei’s  war 
und  insbesondere  1010  bei  dem  ersten  Processe  auf  dessen  Seite  stand.  Es 
ist  Thatsache,  dass  eine  Tradition  tles  römisclion  Olerus  bis  zum  Jahre  1825 
existirtc  (Martin  S.  löO),  wonach  Galilei  seinen  ebemaligen  Freund  per- 
sönlich beleidigte  und  dadurch  zum  Feinde  machte.  Es  ist  Thatsache 
(Mart  in  S.  159  und  102),  dass  schon  1032  diese  Tradition  vorhanden  war, 
,,et  Hs  freut  quelques  dtipes,  parmi  lesquelles  ful  peul-elrc  d'abord  Urbain  VIII 
luVmeme'^.  Es  ist  Thatsache,  dass  nicht  blos  ,.peut  ctre''  der  Papst  selbst  den 
Process  nur  von  der  persönlichen  Seite  betrachtete,  denn  Niccolini  sagt 
(Martin  S.  121):  tlans  l'cxces  de  sa  passüat  il  a fall  de  celle  persecution  son 
affaire  personnellc.''  Wie  kann  Herr  Martin  cs  dann  rechtfertigen,  wenn 
er  S.  136  behaupten  will:  „Il  ne  eherehait  point  une  tH'tujeanee  personelle  d'un 
oulrayc  ima(jinairc^^‘^  Freilich  war  die.  Beleidigung  eine  imaginäre,  freilich 
war  Simplicius  nicht  die  Karrikatur  des  l’aptes,  wie  wir  S.  186  unserer  Ab- 
handlung mit  denselben  Gründen  gezeigt  haben,  welche  auch  Herr  Mar  t in 
(S.  164  flgg.)  benutzt;  freilich  hat  Herr  Martin  Recht,  wenn  er  gegen  uns 
beweist,  da.ss  Galilei  den  Einwurf  der  Allmacht  Gottes  in  sein  Werk  auf- 
nehmen musste,  wenn  er  Urban  VIII.  nicht  wirklich  beleidigen  wollte; 
aber  darauf  kommt  cs  keineswegs  an,  somlern  nur  darauf : War U rb  an  VIIT. 
erzürnt  und  handelte  er  im  Zorne?  Und  diese  Frage  muss  die  Geschichts- 
forschung einfach  bejahen.  W’ir  haben  demnach  von  unserer  Auffassung 
nur  das  zurückzunehinen  ,*  wa&  allerdings  unser  j)ersönliches  Eigenthum  da- 
ran war;  die  spatere  .\cndcrung  in  der  (iemüthssliiriimmg  IJrban’s.  Ur- 
ban besänftigte  sich  nicht.  Er  war  es,  der  am  10.  Juni  1033  «len  Befehl 
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derTcrrition  erliess,  welcher  nach  unserer  früheren  Meinung  von  den 
Inrjuisitoren  ausging  und  in  der  Lücke  der  Processacten  entlialten  sein 
musste,  zu  deren  Annahme  uns  die  confuse,  wie  man  gegenwärtig  weiss, 
durchaus  unrichtige  Beschreibung  jener  Acten  durch  Marino  Marin i ver- 
leitet hatte.  Er  w’ar  cs,  der  am  23.  März  1034  Galilei  verbot,  um  weitere 
Vergünstigungen  zu  bitten,  wenn  er  nicht  in  die  wirklichen  Kerker  der  In- 
quisition verbracht  werden  wolle.  Er  w'ar  es  aber  auch,  der  beide  Verord- 
nungen nur  insgeheim  erliess,  der  sich  beidemal  hinter  das  heilige  Gericht 
steckte,  wahrlich  w'eit  eher  das  Kennzeichen  persönlichen  Kachegefühls,  als 
der  Befürchtung,  die  Religion  möge  durch  Galilei ’s  wissenschaftliche 
Thätigkcit  Gefahr  laufen.  Hätte  Urban  in  diesem  Gefühle  gehandelt,  so 
war  es  viel  natürlicher  für  ihn,  jetzt  ex  calhcdra  die  Kopernikanische  Lehre 
ein-  für  allemal  zu  verdammen,  welche  bisher  nur  in  nichtofticieller  Weise 
verurtheilt  war,  wie  Herr  Martin  mehrfach  hervorhebt,  welcher  gerade 
darauf  ein  vielleicht  übermässig  grosses  Gewdeht  legt.  Wir  gestehen  frei- 
lich dabei  die  Unfähigkeit  zu,  uns  in  die  Seele  eines  frommen  Katholiken 
zu  versetzen,  für  welchen  die  Unfehlbarkeit  des  Papstes  als  Papst  Glau- 
benssache ist. 

Urban  VIII.  schob  das  luquisitionsgericht  auch  deshalb  vor,  weil  er 
selbst  bei  der  Veröffentlichung  der  berühmten  Galilei’schcn  Dialoge  zu 
sehr  betheiligt  war.  Wir  haben  zuerst  (S.  184  unserer  Abhandlung)  darauf 
hingewiesen,  dass  die  Vorrede  vielleicht  auf  Urban  VIII.  zurückzuführen 
sei.  Herr  Martin  benutzt,  allerdings  ohne  uns  zu  citiren,  den  Theil  unse- 
rer Behauptung,  der  brieflich  erwiesen  ist,  dass  nämlich  Riccardi  die 
Vorrede  an  Galilei  schickte  (Martin  S.  105).  Dann  fügt  er  neu  die 
werthvolle  Bemerkung  hinzu  (S.  100),  dass  in  der  Vorrede  Anklänge  an 
einen  Brief  sich  fänden,  welchen  Galilei  1024  an  Ingoli  geschrieben 
hatte.  Aber  hat  denn  Herr  Martin  ganz  vergessen,  dass  er  selbst  (S.  04) 
gezeigt  hat,  dass  Urban  VIII.  von  jenem  Briefe  Kenntniss  nahm,  dass  also 
unsere  Hypothese  von  dem  Ursprünge  der  Vorrede,  von  der  Ursache  der 
nachfolgenden  Ungnade  sowohl  des  Riccardi,  als  desCiampoli  nur  noch 
mehr  Bestätigung  erhält?  Jedenfalls  schenken  wur  dieser  Auffassung  mehr 
Glauben,  als  dass  wir  Herrn  Martin  beipflichten  möchten,  wenn  er  auf 
Galilei  den  Vorwurf  ladet:  „au  Heu  de  rediger  lui-mnnc  cette  preface  peu 
sincere , i7  cut  Hudnlete  de  Viuspirer-  d'ahord  au  P.  Riccardi^  el  de  se  la  laisscr 
imposer  ensuite.''^ 

Wir  könnten  noch  einige  andere  Angriffe  gegen  das  ncuerschienenc 
Buch  richten ,' wenn  es  uns  durum  zu  thun  w'äre,  ängstlich  jedes  Wort  auf- 
zusuchen, in  welchem  der  gelehrte  Verfasser  sich  geirrt  hat.  Wir  wollen  nur 
schliesslich  zwei  Unterlassungssünden  hervorheben.  Einmal  hätte  es  zur 
Vollständigkeit  des  Werkes  entschieden  beigetragen,  wenn  Herr  Martin 
den  Bew'cis,  dass  das  ganze  Verfahren  von  1032 — 1033  in  der  Sitte  des 
üblichen  Processes  begründet  war,  aufgenoramen  hätte,  welchen  er  in  un- 
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sorer  Abhandlung  S.  187 — 180  hätte,  hndeu  können,  während  kein  anderer 
Schriftsteller  diesen  Gesichtspunkt  bemerkt  hat.  Zweitens  durfte  Herr 
Martin  nicht  übersehen,  dass  allerdings  im  Saggiatore  Theologisches  vor- 
kommt, dass  nämlich  Galilei  im  50.  Cäpitel  dieser  Streitschrift  an  den 
Männern  im  Feuerofen  herumdeutelt  wegen  der  Frage,  ob  eine  Flamme 
durchsichtig  sein  könne  oder  nicht. 

Aber  hiermit  wollen  wir  dieses  unangenehme  Geschäft  beendigen.  Wir 
wollen  w'eit  lieber  noch  einige  Punkte  hervorheben,  welche  uns  wenigstens 
neu  und  überraschend  waion , auch  wohl  neu  sein  dürften,  da  Herr  Mar- 
tin keinen  Vorgänger  dafür  citirt,  was  er  sonst  nur  sehr  ausnahmsweise 
und  offenbar  absichtslos  unterlässt.  Wir  rechnen  zu  diesen  historisch  wich- 
tigen 'I'hatsachen,  welche  wir  bei  Herrn  Martin  zum  ersten  Male  hervor- 
gehoben finden,  die  Hinterlist  des  Erzbischofs  von  l^isa,  Francesco  Bon- 
cinni  (S.  50  figg.),  welcher  von  Castelli  den  Galilci’schen  Brief  unter 
dem  Scheine  der  Freundschaft  herauszulocken  sucht;  ferner  das  ganz  ähn- 
liche Benehmen  des  P.  Grassi  gegenüber  von  Mario  Guiducci  in  der- 
selben Zeit,  wo  er  die  giftigste  Antwort  auf  den  Saggiatore  vorbereitet 
(S.  90 — 97);  den  noch  ganz  unbekannten  Umstand,  dass  bereits  1610  Ga- 
lilei vor  das  Inquisitionsgericht  geladen  worden  war,  dass  also  seine  da- 
malige Reise  nach  Rom  durchaus  nicht  als  eine  freiwillige  betrachtet  werden 
darf  (S.  69).  Bezüglich  des  Proce.sscs  von  16.32  lernen  wir  durch  Herrn 
Martin  (S.  117),  dass  dem  Befehle,  in  Rom  zu  erscheinen,  welcher  am 
1.  October  1032  dem  Galilei  vorgelesen  wurde,  ein  Notar  und  zwei  Zengen 
anwohnten,  aber  insgeheim,  ohne  dass  Galilei  selbst  ihre  Gegenwart 
ahnen  konnte.  Endlich  war  uns  persönlich  die  BcAvcisführung  interessant, 
durch  welche  Herr  Martin  aus  einer  Veröffentlichung  des  Pater  Mer- 
senne  aus  dem  Jahre  1034  den  Dissens  von  drei  Richtern  bei  dem  Urtheils- 
spruche  über  Galilei  bestätigt  (S.  134),  welchen  w'ir  zuerst  bemerkt  hatten. 

Wir  können  ferner  nur  mit  aufrichtigem  Danke  von  der  ganzen  zwei- 
ten Abtheilung  des  Martin’schen  Buches  (S.  281 — 382)  reden,  in  welcher 
der  Verfasser  in  ganz  mustergiltiger  Weise  die  Methode  des  Galilei  schil- 
dert, ihn  als  den  wahren  Erfinder  der  Inductionswissenschaften  kennzeich- 
net, neben  welchem  die  Ansprüche  eines  Baco,  wie,  eines  Cartesius 
verstummen  müssen. 

Unsere  Leser  erwarten  wohl  nach  diesen  manche  Einzelheit  berühren- 
den Erörterungen  ein  Gesammturtheil.  Wir  stehen  nicht  an,  es  dahin  ab- 
zugeben, dass  das  Buch  von  Martin  seines  Verfassers  würdig  ist.  Wenn 
Avir  auf  Ausstellungen  , welche  wir  zu  machen  hatten,  einen  vcrhältniss- 
mässig  grös.seren  Raum,  als  auf  die  verdienten  Ijobsprüchc  verwandt  haben, 
so  mag  man  uns  dieses  aus  unserem  per.sönlichen  Antheile  an  den  For- 
schungen älter  Galilei  zu  erklären,  vielleicht  zu  entschuldigen  erlauben; 
aber  keinesAvegs  AAünschten  Avir  in  unseren  Lesern  das  (Jefühl  zu  hinter- 
la.ssen,  als  ob  das  hier  be.sprochcne  Werk  mehr  des  TadelnsAverthen,  als  des 
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Vortreft’liclieu  enthalte.  Mängel  sind  vorhanden,  das  durften  und  konnten 
wir  weniger  als  irgend  ein  Anderer  verscljweigen , wenn  wir  uns  selbst  ge- 
recht sein  wollten,  aber  Mängel,  welche  den  ^rügenden  gegenüber  an  Zahl, 


wie  au  (Jrösse  verschwinden. 
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Recensionen. 

Die  Weltschöpfung  vom  Standpunkte  der  neuen  Wissenschaft.  Von 
Spiller.  Berlin  bei  Carl  Duncker  1868,  gr.  8,  Preis  20  Ngr. 

Seit  Kant  in  seiner  „Allgemeinen  Naturgeschichte  und  Theorie  des 
Hiramels‘‘  die  scharfsinnige  Idee  der  sogenannten  Nebel-  oder  Dunsttheorie 
nnd  einer  perpetuirlichen  Portbildung  in  den  Himmelsräumen,  mit  an- 
deren Worten:  ,, der  Stern-  und  Planetenerzeugung  aus  kosmischem  Nebel“ 
niedergelegt  hat  und  diese  nach  ihm  von  Laplace  in  djer  Hypothese  von 
der  Entstehung  der  Planeten  aus  kreisenden  Ringen  dunstformiger  Stoffe 
specieller  ausgebildet  worden  ist,  ist  diese  Hypothese  bis  jetzt  immer 
noch  als  die  beste  von  den  Naturkundigen  anerkannt  geblieben.  Wes- 
halb es  derselben  immer  noch  an  einer  Basis  gefehlt  hat,  ist  der  Um- 
stand, dass  Keine,  weder  die  Begründer  der  Theorie  noch  Spätere  auch 
nur  irgend  eins  der  vielen  damit  zusammenhängenden  Probleme  dem 
Calcül  unterzogen  haben,  wenn  man  nicht  etwa  die  Untersuchungen  über 
das  Gleichgewicht  freier  homogener  rotirender  Ellipsoide  von  Maclau- 
rin,  Ivory,  Ramus  und  Jacobi,  über  die  Mondfiguren  von  Roche 
und  Vaughan,  die  analytischen  Untersuchungen  über  die  Stabilität  der 
Saturnringe  von  Laplace,  Bond  und  Peircc,  sowie  über  die  Gesetze 
des  Gleichgewichts  und  der  Bewegung  freier  kosmischer  Ringe  ohne 
Centralkörper  hierher  rechnen  will.  Ausser  der  Laplace’schen  ist  später 
eine  Reihe  anderer  zum  Theil  sehr  wunderlicher  Hypothesen  ans  Licht 
getreten  (wie  z.  B.  die  ,,Blaseutheorie“  von  Gether),  wodurch  den  astro- 
nomischen Wissenschaften  wenig  oder  gar  nicht  gedient  worden  ist,  weil 
sie  sämmtlich  als  reine  Phantasiegebilde  jeder  Erfahrung  und  mathema- 
tischen Begründung  ermangelnd,  nur  auf  Principien  gestützt  sind,  aus 
jdenen  sich  (der  Schriftsteller  braucht  nur  etw'as  geistreich  zu  sein)  alle 
möglichen  Phänomene  auf  eine  sehr  plausible  Art  erklären  lassen,  ohne 
dass  auch  nur  für  einen  specielleu  Fall  mathematisch  der  Beweis  geführt 
wird,  dass  man  für  denselben  auch  eine  physische  Möglichkeit  voraus- 
setzen dürfe. 

I.iteralurztg'.  d.  ZeiUchr.  f.  .Malh.  u.  l’hys.  XIII,  6. 
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Zu  fliesc'u  'i’heoriccii  der  Welt-  und  Planetcubildung  fügt  nun  Pro- 
fessor Spiller  in  seiner  Schrift  eine  neue,  die  ,,Ab8clileuderung8theorie“, 
welche  auch  an  dem  Gebrechen  leidet,  dass  ihr  Princip  mathematisch- 
physikalischen Gesetzen  widerstreitet,  weshalb  wir  uns  veranlasst  sehen, 
dieselbe  einmal  vom  mathematischen  Standpunkte  aus  zu  beleuchten, 
zumal  da  Spiller  in  seiner  Schrift  neben  dem  keck  gewählten  Titel: 
„vom  Standpunkte  der  neuen  -Wissenschaft“  ein  altes  Dogma  angreift, 
an  welches  sich  der  Name  eines  Mannes  knüpft,  welcher  in  seiner  Me- 
cauif/uc  celesle  und  seinem  Systeme  du  moude  zwei  auf  dem  Gebiete  der 
Astronomie  unsterbliche  Werke  hinterlassen  hat.  Nachdem  Spiller  die 
Laplace’sche  Hypothese  widerlegt  zu  haben  meint,  fährt  er  fort, 
die  Weltbildungsprocesse  und  ihre  Resultate  zu  demonstriren , wie  man 
ein  anderes  physikalisches  oder  chemisches  Experiment  erklärt;  dabei 
werden  aber  die  wichtigeren  Thatsacben  übergangen,  wabrscheinlich  weil 
hier  das  Princip  seinen  Dienst  versagt.  Ich  führe  hier  nur  beispielsw-eise 
das  merkwürdige  Gesetz  an,^  dass  die  Rotation  aller  Planeten  und  die 
Revolution  der  Monde  in  demselben  Sinne  erfolgt,  wie  die  Revolution 
der  Planeten  und  der  Sonne.  Dies  erklärt  Spiller  nicht.  Nach  seiner 
Abschleuderung.stheorie,  die  zur  Bildung  eines  jüngeren  Planeten  immer 
die  Annäherung  zweier  älterer  Himmelskörper  an  einander  erfordert, 
kann  ebenso  gut  die  Rotation  um  seine  Axe  eine  rückläufige  werden. 
Ein  auf  die  Laplace’sche  Ringhypothese  gegründeter  Calcul  erklärt 
dies  Gesetz  sehr  einfach.  Die  Ringe  nämlich  haben  wegen  der  durch 
gegenseitige  Störung  und  Reibung  allmälig  eintretenden  gleichen  Winkel- 
geschwindigkeit aller  Massentheilchen  an  ihrer  äusseren  Peripherie  eine 
grössere  Geschwindigkeit  in  der  Bahn,  als  an  ihrem  inneren,  dem  Central- 
körper  zugewendeten  Rande.  Wenn  sich  nun  ein  Ring  durch  Theilung 
auflöste,  musste  sich  bei  einem  dichteren  und  weniger  ausgedehnten 
Ringe  eine,  bei  einem  lockeren  und  zugleich  weit  ausgedehnten  Ringe’ 
mehrere  ellipsoidische  Gleichgewichtsfiguren  bilden,  deren  innere,  dem 
Centralkörpcr  zugewendete  Seite  eine  in  Beziehung  auf  ihren  Massen- 
mittelpunkt rückläufige  Bewegung  erhielt.  Dasselbe  musste  bei  den  von 
der  Hauptmasse  abgelösten  oder  auch  bei  der  Zerstörung  des  Gleichge- 
wichts des  Ringes  abgerissenen  Satelliten  der  Fall  sein,  — sie  mussten 
ihre  Revolution  und  Rotation  in  dem  Sinne  der  Revolution  und  Rota- 
tion der  Planeten  vollenden,  w-as  in  der  That  bei  allen  der  Fall  ist,  und 
zwar  mit  grösserer  oder  geringerer  Axenneiguiig  gegen  die  Ekliptik,  jo 
nachdem  die  noch  theilweise  fortdauernde  Strömung  der  flüssigen  und 
luftförmigen  Massen  auf  der  Nord-  oder  Südseite  des  Ringes  durch  Tem-, 
peratur-  und  Atlractionsverhältnisse  raodificirt,  eine  mehr  oder  weniger 
gleicli  starke  war.  Durch  analytischen  Calcul  sind  wir  im  Stande,  mit- 
telst des  Princips  von  der  Erhaltung  der  Summe  der  Winkelflächen  aus 
der  bekannten  Bewegung  des  zerstörten  Körpers,  Axenlage,  Abplattung 
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und  Uradreliungsgpsclnvindigkolt  der  neuen  Gleicligewichtsfigur  zu  be- 
rechnen, und  ebenso  umgekehrt  aus  der  neuen  Fij'ur  die  alte.  Dies 
Eine  wenigstens  zur  Vcriheidigung  der  Lap lace’schen  Hypothese.  Wir 
wollen  nun  aber  einige  Punkto  der  Spille r’schen  Theorie  selbst  be- 
leuchten. üas  Einzige,  worin  wir  mit  Professor  Spill  er  gewiss  schon 
längst  übereinstiminten,  ist  die  Thatsache,  dass  die  rotircndc  Bewegung 
der  chaotischen  Dunstkugel  nicht  durch  seitlichen  (excentrischen)  Stoss, 
sondern  durch  die  Verhältnisse  der  Gravitation,  Attraction  und  Abküh- 
lung oder  Erwärmung  hauptsächlich  veranlasst  worden  ist.  Ich  wage 
nicht  darüber  zu  entscheiden,  ob  Kant  an  einen  momentanen  und  lo- 
calen primitiven  Stoss  oder  an  einen  Willensact  des  Schöpfers  gedacht 
hat.  Nun  aber  stellt  Spüler  unter  Anderem  folgende  Behauptungen  auf: 
1.  „Eine  Folge  der  durch  Abkühlung  und  Gravitation  bewirkten 
* Condensation  der  chaotischen  Dunstkugel  war  die  Vergrösserung  der 
Abplattung,  d.  h.  der  Durchmesser  des  Aequators  wuchs,  während  die 
Drehungsaxe  abnahin.“  Wäre  dieser  Zusatz  vermieden  worden,  so  würde 
zu  dem  Hauptsätze  nichts  zu  bemerken  gewesen  sein.  Dieser  aber  ist 
ein  Resultat,  welches  nicht  von  Jedem  eingesehen,  sondern  nur  auf  ana- 
lytischem Wege  gewonnen  wird.  Wenn  Professor  Spüler  dies  nicht 
hat,  sondern  es  blos  vermuthet,  so  wollen  wir  es  für  ihn  beweisen.  Für 
das  Rotationsellipsoid  ist  die  Summe  der  Momente  der  Bewegungsquan- 
tität (Energie)  gleich: 


QJ 


ß=  1 (I  + *), 

worin  o)  die  Winkelge.scliwindigkeit,  M die  Masse,  q die  Dichtigkeit  und 
l/  I + A.*  das  Axenverhältniss  bezeichnen.  Für  eine  constante  Masse  und 


Energie  ist  also 


oder 


o>»  . ...  0)  * 


^,(l+P)=3(l-hV) 

9 VI 


w’  1 + A*  _ p* 

und  wenn  man  ay‘  — 27cfQv  setzt,  wo  / die  Gravitationsconstante  bedeu- 
tet, V das  Rotationsmoment, 

v^(l+A»)^ 

Ql 

Da  die  Grenze  der  Expansion  durch  p — 0,  die  der  Condensation  durch 
p = CO  bestimmt  ist,  so  ist  für  den  ersten  Fall  die  Winkelgeschwindigkeit 
CO  des  Sphäroides  gleich  Null  und  wegen  der  Gleichgewichtsbedingung 


*)  Vgl.  Neue  Untersuchungen  über  frei  rotirende  Flüssigkeiten  im  Zustande 
des  01eichgewicht.s.  Kieler  llniversitätsschriften  von  1859 — 60  pag.  42. 
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;; orclan  A = 0 *) 

3 + A*  ^ 

auch  A gleich  Null,  mithin  die  Kugel  die  Grenzfigur  der  Expansion.  Bei 
starker  Expansion  ist 

also 


Q : (>.  = V • ^1% 

für  den  zweiten  Fall  ist  v nicht  oo  , da  v nach  der  sehr  genauen  Be- 
rechnung von  Ramus**)  ein  Maximum  0,2246057  erreicht  und  dann  wie- 
der bis  Null  abnimmt,  sondern  cs  wird  ^ 1 -|-  A*  gleich  oo  . Die  Grenz- 
figur der  Condensation,  wenn  diese  mit  dem  flüssigen  Aggregatzustande 
vereinbar  wäre,  ist  also  der  Discus,  eine  unendlich  dünne  Linse  und 
zwar  von  endlich  grossem  Aoquatorialdurchmesser.  Es  wird  demgemäss 
bei  zunehmender  Dichtigkeit  die.  Abj)lattung  in  der  That  wachsen  Dabei 
verhalten  sich  bei  geringer  Dichtigkeit  die  Guben  der  Winkelge- 
schwindigkeiten wie  die  Quadrate  der  Dichtigkeiten 

tö* : w,®  = 9*  : 9i*. 

Ferner  folgt  aus  — dass  bei  gleichen  Rotationsraomenten  v (cs 

giebt  deren  immer  zwei)  die  Quadrate  der  Winkelgeschw'indig- 
k eiten  sich  direct  w'ie  die  Condensation  en  verhalten;  also 


..  eo* : Wj*  =9:9,. 

Demgemäss  muss  also  bei  zunehmender  Dichtigkeit  der  Dunstkugel  sich 
die  Rotationsgeschwindigkeit  immer  mehr  vergrössern ; indess  keineswegs 
bis  ins  Unendliche.  Es  ist  nämlich  an  der  Grenze  9 = 00, 

/ w : ci)j  = 9®  ; 9,”  = r,  : 

d.  h.  die  Winkelgeschwindigkeit  w'ird  zuletzt  constant  und  erreicht  ein 
Maximum,  die  Umdrehungszeit  ein  Minimum,  welches  bei  dem  Erdball 
ungefähr  den  440000’“*"  Theil  seiner  Tageslänge  betragen  würde.  Da 
sich  ferner  aus  der  Theorie  der  Glcichgewichtsellipsoide  die  Relation  . 

0)  : 0),  = />,* : 

ergiebt,  so  w’ürde  an  jener  Grenze  der  Condensation  der  Aequatorial- 
durchmesser  noch  ungefähr  2,0  geogr.  Meilen  betragen;  die  Polaraxe  aber 
gleich  Null  gew-orden  sein.  Wenn  nun  aber  trotzdem  von  Spüler,  der 
in  der  gedachten  Vergrössevung  der  Rotationsgeschwindigkeit  der  „Mutter- 
dunstkngel“  die  Hauptursache  der  Bildung  junger  Planeten  und  Trabanten 
suchen  zu  müssen  glaubt, 

2.  behauptet  wird , dass  „ bei  zunehmender  Rotationsgesclnvin- 
digkeit  die  Aequatorialaxe  wuchs  und  endlich  die  Centrifugalkraft  die 


•)  Vgl.  Lehrbuch  der  analytischen  Mechanik  von  Dnhamcl,  Deutsch  von  Dr. 
O.  Schlörailch.  ßd.  II,  p.  102. 

y ••)  Om  de  ellipsoidiske  Ligevaogts  fignrer  nf  flydende  massor.  Kong.  Dansk. 
Videnskab.  Selskabs  Afliandl.  Kjöbcnhavn  1846,  XI,  111  — 185. 
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die  Centripetalkraft  überwog“,  so  ist  beides  total  falsch.  Spiller  scheint 
überhaupt  der  Meinung  zu  sein,  dass  mit  einer  zunehmenden  Rotations- 
goschwiudigkeit  auch  stets  eine  Vergiosserung  der  Abplattung  verbunden 
sei.  Dies  ist  bei  den  Ellipsoiden , deren  Axenverhaltniss  den  Werth 
2,71‘.)8  übersteigt,  gerade  umgekehrt,  und  ferner:  beide  Axen  werden  kür- 
zer und  die  Fallgeschwindigkeit  am  Aequator  nimmt  rasch  zu  statt  ab- 
zunehmen, wie  wir  an  einem  einfachen  Zahlenbeispiele  beweisen  wollen. 
Für  das  Erdsphäroid  ist  bekanntlich  i:a  = 301:300;  für  ein  homogenes 
w’ürde  : n = 231  : 230  sein.  Dasselbe  möge  sich  auf  das  8 fache  seiner 
Dichtigkeit  condensireu;  so  ist  die  constante  Masse 

M: 

und 


also 


: «*==  1,0067. 


Ferner 


rt*  : b'  a*  = 1 ,0060  : 1», 

&,*«,  : b^a~  0,1250  ; 1 , 

«* : «,*  = 8,0550  ; « : n,  = 2,0046 ; 

= 1,0989, 

6 : « = j/l+k*  = 1 ,0033 ; &,:«,  = ]/l  + A,*  = 1 ,0067. 

Hieraus  folgt,  dass  sich  der  Polarhalbmesser  um  mehr,  der  Aequa- 
torialhalbmesser  um  etwas  weniger  als  die  Hälfte  verkürzt  hat.  Dies 
Resultat  ergiebt  sich  noch  einfacher  aus  der  Relation 

A®  : A,®  = (> : p,. 

Betrug  nun  weiter  vorher  die  Gravitation  am  Aequator  9"'81 33,  die  Schwung- 
kraft daselbst  0"0339,  so  betr.ägt  jetzt  die  Gravitation  nahezu  39*“,  die 
Schwungkraft  aber  nur  0“2712.  Wie  oben  gezeigt,  ist  nahezu 

CO* : ü>,*  = ^* ; pi*  = 1 : 64, 


also 


S 

COf  =:  CO  y M = ^CO. 

Die  Winkelgeschwindigkeit  ist  also  nach  der  Condensation  die  vier- 
fache der  früheren  und  die  Erde  würde  sich  statt  in  24  Stunden  schon 
in  6 Stunden  einmal  um  ihre  Axe  drehen.  Bezeichnen  k und  A,  die 
Schwungkräfte  am  Aequator,  so  ist 

k ; Ä',  = co*r  : w,*r,  = 1 : 8. 

Hieraus  folgt  denn  nun  (wahrscheinlich  zum  grössten  Schrecken  des 
Herrn  Prof.  Spiller),  dass  die  Zunahme  der  Schwerkraft  (Fallgeschwin- 
digkeit) am  Aequator  sich  trotz  der  Zunahme  der  Schwungkraft  fast  auf 
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das  Vierfache  gesteigert  hat,  also  mm  an  seine  „Abschlendcrung“  erst 
recht  niclit  zu  denken  ist  Wir  bemerken  nur  beiläufig,  dass  aus  der 
Theorie  des  Gleichgewichts  der  Ellipsoido  überhaupt  folgt,  dass  die  Fall- 
geschwindigkeit am  Aequator  bei  zunehmender  Condensation  ein  Maxi- 
mum erreicht  bei  j/ 1 -1-A*  = 7,07,  dass  die  Schwungkraft  die  Gravitation 
niemals  überwinden  kann,  sondern  ihr  nur  an  den  beiden  Grenzen  der 
Dilatation  ■ der  Stoffe  gleich  wird.  Der  Beweis  würde  hier  zu  weit  führen. 
Trotz  dieser  Thatsachen  ist  nach  Spüler 

3.  der  Hauptgrund  fürdieEntstchungund  Absondorungder Planeten  die 
Abplattung  der  Mutterdunstkugel  und  die  Vermehrung  ihrer  Drehungsge- 
schwindigkeit bis  zum  Ueberwiegen  (!)  der  Fliehkraft  über  die  Centralkraft  am 
Aequator.  Da  Prof.  Spüler  aber  doch  selbst  einen  geringen  Zw^eifcl  an  der 
glücklichen  Entbindung  der  Mutterkugel  hegt,  so  lässt  er  einen  anderen 
in  der  Nähe  (V)  befindlichen  W’eltkörper  als  Hebamme  fungiren  und  die 
nähere  Veranlassung  zur  Abschleuderung  oder  Geburt  durch  Erregung 
einer  Fluthwelle  geben.  Ein  Berichterstatter  des  „Ausland“  Nr.  21  nennt 
dies  „geniale“  Gedanken  und  Herrn  Prof.  Spüler  einen  „neuen  grossen 
Eroberer  im  Dienste  des  menschlichen  Geistes“. 


In  gleich  unkritischer  Weise  verfährt  Sjiiller  in  dem  übrigen  Theile 
seiner  Schrift.  Falsch  wie  die  vorigen  sind  folgende  Sätze: 

4.  Nach  jeder  Abschleuderung  musste  der  Centralkörper  sich  etwas 
langsamer  bewegen.  Dies  ist  doch  etwas  zu  menschlich  gedacht  und  tritt 
in  Widerspruch  mit  dem  Princip  von  der  Erhaltung  der  Summe  der  Be- 
wegungsquantität; denn  cs  kommt  vorzugsweise  darauf  an,  von  w-oher 
die  Fluthwelle  ihren  Ursprung  nimmt,  ob  sie  von  den  Polen  zuströmt, 
oder  ob  sie  mit  einer  compacteren  Masse  vom  Aequator  losgerissen  wird.  In 
letzterem  Falle  kann  die  Kotationsgeschwindigkeit  abnehmen,  im  anderen 
aber  auch  wachsen. 

5.  „Der  Schwerpunkt  des  Mondes  ist  weiter  von  der  Erde  entfernt, 
als  sein  geometrischer  Mittelpunkt“;  es  ist  gerade  umgekehrt  — oder  will 
Prof.  Spüler  den  Cometen  eine  Gesetzwidrigkeit  zum  Vorwurf  machen? 
sonst  muss  er  uns  doch  erklären,  warum  ihr  Kopf  und  nicht  der  Schweif 
der  Sonne  zugewendet  ist.  Aus  der  Theorie  des  Gleichgewichts  der 
Flüssigkeiten  folgt  aber,  dass  der  Massenmittelpunkt  eines  frei  schweben- 
den Sphäroides  stets  der  Ort  des  grössten  hydrostatischen  Druckes  ist. 
Bekanntlich  ferner  ist  cs  die  grosse  Nälie  der  Monde,  welche  nach  Roche 
die  verlängerten  Ellipsoide  erzeugt,  deren  grösste  Axo  gegen  den  Pla- 
neten gerichtet  ist.  Der  Theorie  der  Satuxnringe  ist  Prof.  Spüler 
ebenfalls  unkundig.  Es  liegen  die  Satururingc  grösstentheils  ausserhalb 
der  Grenze  der  Stabilität  sphäroidischer  Gleichgewichtsfigureu  — darum 
konnten  in  diesem  Abstande  vom  Saturn  keine  Monde  existiren,  d.  h. 
keine  Sphäroide  gebildet  werden,  wenn  auch  die  Masse  den  Kepler- 
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scheu  Gesetzen  folgte,  aber  oline  statischen  Zusammenhang  — ein  Mc- 
teoritensehwarm  oder  eine  im  ewigen  Flusse  verliarrende  flüssige  oder 
luftförmige  Masse.  Spüler  findet  aber  leicht  eine  Erklärung  ihrer  Ent- 
stehung; die  ,, Zähigkeit“  der  Saturnmasse  ist  daran  schuld,  und  doch 
ist  der  Saturn  der  am  wenigsten  dichte  von  allen  Planeten;  seine  Dich- 
tigkeit ist  nur  V*  von  der  des  Wassers.  Behauptet  Spüler:  die  Sa- 
turnmasse ist  von  Pech,  also  zähe,  so  sagen  wir:  sie  ist  von  Petroleum, 
also  flüchtig. 

Und  nun  noch  Eins:  Prof.  Spüler  führt 

0.  auch  das  bekannte  Beispiel  wieder  an , dass  bei  unserer  Erde  am 
Aequator  die  Fliehkraft  der  Centripetalkraft  gleich  werde,  wenn  sie  17  Mal 
schneller  um  ihre  Axe  rotire,  ohne  aber  die  Ursache  der  Beschleunigung 
anzugeben.  Nun  kann  diese  Beschleunigung  nur  durch  zwei  Ursachen 
herbeigeführt  werden,  entweder  durch  einen  excentrischeu  Impuls,  d.  i. 
durch  eine  Vermehrung  der  Energie,  oder  durch  Condensation  der  Masse. 
Es  folgt  nun  aber  aus  der  U'heorie  der  Gleichgewichtsfiguren,  dass  bei 
der  Annahme  einer  constanten  Dichtigkeit  und  der  wachsenden  Energie 
einer  Flüssigkeitsmasse,  als  welches  wir  denn  doch  das  Erdsphäroid  im 
Grossen  und  Ganzen  anzusehen  haben*,  das  gedachte  Phänomen  nie  ein- 
treten  kann,  sondern  dass  das  Sphäroid  sich  immer  mehr  abplattet  und 
die  Rotation  bei  v = 0,2240657  ihr  Maximum  und  zw’ar  fast  genau  nur 
das  Zehnfach e_  der  wirklichen  erreichen  kann,  worauf  sie  wieder  trotz 
jedes  beliebigen  Impulses  mehr  und  mehr  abuehraen  würde.  Die  Centri- 
petalkraft bleibt  aber  so  lange  grösser,  als  die  Centrifugal kraft,  als  k nicht 
gleich  00  ist.  Bei  der  Annahme  einer  constanten  Energie  und  einer  wach- 
senden Dichtigkeit  durch  Abkühlung  oder  Druck  kann  die  Rotationsge- 
schwiudigkeit  des  Erdsphäroids  auf  das  440000  fache  des  jetzigen  gebracht 
werden,  ohne  aber  dass  die  Fallgeschwindigkeit  gleich  Null  oder  gar 
negativ  werden  könnte. 

Endlich  widerspricht  die  wunderliche  Annahme,  die  ja  nicht  mehr 
neu  ist,  nämlich,  dass  die  Erde  ,,hohl“  sei,  allen  hydrostatischen  Gesetzen, 
und  erinnert  an  die  Gcther’sche  Blasentheorie.  Die  Gesetze  des  hydro- 
statischen Gleichgewichts  hohler  Spharoide  sind  bereits  von  mehreren 
Physikern  dem  Calcul  unterbreitet  worden,  um  hierüber  w'eiter  Worte  zu 
verlieren.  Wenn  eine  Theorie  wie  die  Spill er’scho  auf  so  unsicherer 
Basis  beruht  und  ganz  specifisch  ein  Product  der  Phantasie  ist,  entblösst 
von  Anschauung,  Erfahrung  und  analytischem  Calcul,  so  thun  wir  doch 
wohl  besser,  bei  der  alten  Hypothese  zu  bleiben,  bis  Jemand  eine  neue, 
aber  mathematisch  begründete  aufstellt. 


Ludwiu  Matthieösen. 
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